E.T.S.I. de Telecomunicacién CALCULO - Exdmenes de convocatorias anteriores 1

Soluciones del examen realizado el 12 de Febrero de 2002

CUESTIONES (Tiempo 1:45; 4 puntos cada cuestién)

n oo
1.- Demostrar que la sucesion { } estd acotada.
n n=1

n n o0
Solucion: Claramente, los términos de la sucesion { } son positivos. Por lo tanto, una cota inferior es
n n=1
Un

n
0. Por otro lado, el valor 1 es una cota superior, puesto que < — =1 para cadan € N.
n

Otra forma de ver que la sucesion estd acotada consiste simplemente en comprobar que es convergente

vn
(véase la proposicién 2.3 del tema 2). En este caso, puesto que lim {/n = 1, tenemos que lim a =0.
n—oo n—oo n

2.- Calcular lim (21/2 QU4 o8 21/2”),

n—oo
Solucion: Tenemos que

lim (21/2.21/4. 918 9U/2") = Jim 220km Y2t = 920l Y,

n—00 n—00

&)

En el exponente aparece la serie geométrica Y 1/9k de razén 1/9 < 1. Esta serie es convergente y su suma es
k=1

igual a 1. Asi pues, el limite buscado es 2! = 2.

(o]
3.- Sean «, ¢ € R, |g| < 1. Estudiar la convergencia de la serie Y ¢" cos(na).
n=1
Solucion: Estudiemos la convergencia absoluta de la serie. Puesto que |cos(na)| < 1, para todosa € Ry n € N,
tenemos que
lg" cos(na)| <lq|", neN.

[ee]
Al ser |g| < 1, la serie geométrica > |g|™ converge. Entonces, por el criterio de comparacién, la serie
n=1

[ee]
>~ @™ cos(na) converge absolutamente y, por lo tanto, converge, cualesquiera que sean «, q € R, con |q| < 1.
n=1

_1)"
n

(oo}
4.- Probar que la serie Z (

1
COS( ) converge.
n+1
n=1

© (—1)"
Solucion: La serie > ( es convergente por ser alternada y la sucesién formada por los valores absolutos
n=1
de sus términos monoétona decreciente hacia 0. Como la sucesién cos(n%ﬂ) es mondétona creciente hacia 1,
el criterio de Abel nos dice que la serie propuesta es convergente. Notese que no se puede aplicar el criterio

de Leibnitz a la serie del problema si no se demuestra previamente que la sucesién %COS(L) es monotona

n+1
decreciente con limite 0, hecho que no es evidente dado que cos(n%ﬂ) crece cuando n tiende a infinito.
. 1 1
5.- Probar que existe x( € (0, 2/7r) tal que =z sen(—) = —.
Zo s

Solucidn: La funcién f(z) = xsen(1/;) es continua en el intervalo (0, %], y existe 1im+x sen(l/x) =0, lo
x—0

que significa que se puede extender por continuidad la funcién definiendo f(0) = 0. Este proceso nos lleva a
que la funcién dada es continua en un intervalo cerrado y toma en sus extremos los valores 0 y 2/, por lo que
en virtud de la propiedad de Darboux el valor 1/; que estd comprendido entre ambos serd alcanzado en algiin
punto del intervalo (0,2/7).

6.- Calcular lim (x3 + x2) log(l + 1/303),

T— 00

Solucidn: Cuando z tiende a infinito, (1+1/;3) tiende a uno, por lo que log(1+ 1/303) ~oo 1/23 . Es inmediato
a partir de aqui ver que el limite pedido es 1.
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t —
7.- Hallar el desarrollo limitado de orden 3 en xy = 0 de la funcién f(z) = %se;n(x).
cos(x
Solucion: La funcién f es de clase C*° en (—7T/2, 7T/2), por lo tanto admite desarrollo limitado en zg = 0 de
cualquier orden, en particular, 3. Para calcularlo usaremos los siguientes desarrollos conocidos en zg = 0:
2

1 1
tg(x) = + 3 3+ o(x?), sen(z) =z — 30 3 + o(2?), cos(z) =1— % +o(2?).

Entonces el desarrollo limitado del numerador es

tg(x) —sen(z) = (x + lx‘?’ + 0(303))—(30 - lx?’ + 0(303))2 %x‘?’ +o(x®) en 1z =0.

3 3!
Haciendo la divisién en orden creciente de los desarrollos del numerador y del denominador se prueba que
1
flx) = 5303 +o(z®) enxp=0.

A la misma conclusién se llega si se denota por f(x) = ag + a1z + asx? + asz® + 0(303) el desarrollo
limitado de f en x¢p = 0. Entonces se tiene que

F(x) cos() = tg(x) — sen(x),

2
(a0 + a17 + asz® + azz® + o(x?)) (1 - % + o(x?’)): — 23 4 o(2?),

ap +arr + (ag — %) 2+ (ag — %)xg + 0(303) =23+ 0(303).

Igualando coeficientes se concluye que ag = a; =az =0, a3 = 1/9.

8.- Demostrar que para cualquier par de nimeros reales a,b se tiene que |arctg(a) — arctg(b)| < |a — b|.

Solucion: La funcién f(x) = arctg(x) es de clase C* en R. Se trata de probar que para cualquier par de
ntmeros reales a, b se tiene que |f(a) — f(b)] <|a —b|. Si a =b el resultado es cierto, obviamente.

Supongamos que a < b (si a > b se razona de manera andloga). En virtud del teorema de los incrementos
finitos de Lagrange, existe ¢ € (a, b) tal que

f®) = fla) = f'(c)(b—a).

Tomando valores absolutos, |f(b) — f(a)| = |f'(¢)| |b — a| . Para concluir basta observar que
|fl(c)|=1+02§1, yaque 1+¢®>1.
1% ()

dt.

9.- Sea f: R — R una funcién continua. Calcular lim —
rz—0 T 0 1 + t2

(1)
1+t2

Solucion: Puesto que la funcién g(t) = es continua en R, y la funcién u(z) = 3x es derivable en R, se

3x
t
sigue del teorema fundamental del cdlculo y de la regla de la cadena, que la funcién G(x) = / 1‘7:(_ 22
0

dt es

derivable en R y que su derivada vale

3/(32)
G(z)= ——%.
(z) 1+ (3x)2
Observando que es posible aplicar la regla de I’Hopital, se tiene que
CGx) @) 3f(3)
e T T Mgy YO

La ultima igualdad es consecuencia de la continuidad de f en 0.
Otra solucién hace uso de la definicién de derivada: puesto que G(0) = 0, podemos escribir

. Gl .. G-G0O) _,
il—% T _il—{% z—0 = G(0) =3£(0).
2 _ .2
10.- Calcular  lim zy arctg(u).
(@,5)—(0,0) z? +y?

Solucidn: Basta observar que la funcién g(x,y) = zy tiende obviamente hacia 0 cuando (x,y) tiende hacia

T

(0,0), mientras que la funcién h(zx,y) = arctg ( 5
T

para todo ¢ € R); en consecuencia, el producto de ambas funciones tiende hacia 0.

2
TyQ) esta acotada en R? \ {(0,0)} (por ser |arctg(t)| < 7/2
Y
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11.- Estudiar la diferenciabilidad en (0,0) de la funcién f(z,y) = ¥zy.

Solucion: Es inmediato que f es continua en (0, 0) y que sus derivadas parciales (que han de calcularse mediante
la definicién) son nulas en (0, 0). Por lo tanto, la diferenciabilidad de f en dicho punto depende de que el limite

I
lim VY
(2,9)—(0,0) /22 + 12
sea 0. Pero si se expresa esta fraccién en coordenadas polares x = pcos(f), y = psen(f), se obtiene

cos!/3(6) sen'/3(0)
e ,

que claramente no tiende hacia 0 cuando p — 0 para valores de  para los que sen(f) # 0 y cos(d) # 0. Por lo
tanto, f no es diferenciable en (0, 0).

12.- Determinar los extremos relativos de f(x,y) = 2% + v — 3zy.

Solucion: La funcién f es indefinidamente derivable en R?, por lo que sus extremos relativos han de ser puntos
criticos de f, es decir, han de ser soluciones del sistema

of a2 _ of a2 _
Bp LhY) =317 =3y =0, ay(x,y)—?»y 3z =0.

Los puntos solucién son (0,0) y (1,1), en los que la matriz hessiana de f es, respectivamente,

Hf(O,O):(_O3 _03>, Hf(l,l):<_63 _63>.

La primera tiene determinante estrictamente negativo, con lo que la forma cuadratica que representa es indefinida
y (0,0) es un punto de silla. En cuanto a la segunda, los menores principales son A; = 6, Ay = 27, luego la
forma cuadratica es definida positiva y el punto (1,1) es un minimo relativo (estricto).

PROBLEMAS (Tiempo 2:45)

A. a) Para cada n € N, esbozar la gréifica de la funcién f,,(z) = 2* — 4nx — 1, x € R, indicando sus
intervalos de crecimiento y sus extremos relativos. 3 ps.
b) Probar que la ecuacién x% —4nz — 1 =0 tiene una tnica solucién positiva x,,. 4 ps.
¢) Demostrar que lim x, = co. 3 ps.
n—oo
d) Probar que lim (23 —4n) =0, y deducir que z,, ~ V/4n. 4 ps.
n—oo
1
e) Estudiar la convergencia de la serie . —. 3 ps.
n=1 NTn
Solucion:

a) El dominio de la funcién f, es, obviamente pues se trata de un polinomio, toda la recta real. No
presenta ningun tipo de simetria, ni par ni impar. No es periddica. No tiene asintotas de ningin tipo, aunque

lim fp(x) =00 y lim f,(x) =00.
—00 T——00

La funcién f,, es de clase C*° en R. La monotonia y la concavidad de f,, las estudiaremos a través del
estudio de sus derivadas.
Se tiene que f/(x) = 423 — 4n, x € R. Es claro que

fl(x) =0 si, ysblosi, z= In; o
fi(z) >0 si, ysdlosi,z> n;
fl(x) <0 si, ysblosi, z< In.

Por lo tanto, f,, es estrictamente decreciente en (—oo, ¥/n),

es estrictamente creciente en ({/n,0), y en ¢/n presenta
un minimo absoluto. Ademas,

"(x)=1222>0, z€R,

n

104

por lo que f, es una funcién convexa.
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b) Para resolver este apartado se puede razonar de varias maneras, pero esencialmente se trata de usar la
monotonia de la funcién f,, para garantizar la unicidad de la solucién, y la continuidad, a través del teorema
de Bolzano, para garantizar la existencia.

Observemos que se trata de probar que en [0, 00) existe un tnico punto , donde la funcién f, se anula.
Como f,(0)=-1>0y alingo fn(x) = 00, y la funcién f,, es continua en [0, o), del teorema de Bolzano se sigue

que existe al menos un punto z,, € (0,00) tal que f,(z,) = 0. En realidad, para aplicar el teorema de Bolzano
con precisién habrfa que considerar un intervalo compacto, por ejemplo [0,2n] (f,(2n) = 16n* — 8n? — 1 =
8n2(2n® —1) — 1> 0).

Por otro lado, como f,, es estrictamente decreciente en [0, ¢/n) y f,(0) = —1, se tiene que

fn(x) < fu(0) = -1 <0 para todo x € [0, ¥/n] .

Es decir, f,, no tiene ceros en el intervalo [0, ¥/n). Pero como f, es estrictamente creciente en (/n, 00), se trata
de una funcién inyectiva y sélo alcanza cada valor del conjunto imagen, en este caso el cero, en un tnico punto.

¢) En el apartado anterior se ha probado que z,, > /n para todo n € N. Como la sucesién {/n}
tiende hacia infinito, también lo hace la sucesién {z,}52 ;.

d) Para probar la primera parte de este apartado, observemos que zi — 4nwz, —1 = 0 para todo n € N,
lo que implica que x> — 4n = 1/30" para todo n € N. En el apartado anterior se ha probado que la sucesién
{x,}52, tiende hacia infinito, por lo tanto

1
lim (23 —4n) = lim — =0.
n— 00 n—oo Ty

Para deducir que x, ~ +v/4n, recordemos que por definicién se trata de probar que lim Zn/¥g;, = 1, o
n—oo

equivalentemente lim 30%/4n = 1. En efecto,
n—oo

3 3 _ ¢4
lim (x—"—l): lim u:0,
n—oo \4n n—oo  4n

porque el numerador tiende hacia 0 y el denominador tiende hacia infinito.

e) Es obvio que se trata de una serie de términos positivos, por lo que podemos utilizar todos los criterios
validos para este tipo de series. En particular, gracias a la equivalencia probada en el apartado anterior, el
criterio de comparacién nos permite asegurar que las series

(oo} (oo} (oo}
1 1 1 1
—_— Y T3 3/ 4/3
Z A Z 3
n=1 Nn n=1 nvan \/Z n=1 n

tienen el mismo cardcter; la segunda es una serie de Riemann de exponente o = 4/3 > 1, por tanto, convergente.

B. Sea P un punto cualquiera del arco de pardbola y = —z? —2x 4 15 contenido en el primer cuadrante.
La recta tangente a dicha pardbola en P limita con los ejes de coordenadas un triangulo. Hallar la
posicion del punto P para que el area de dicho tridngulo sea minima. 10 ps.

Solucidn: Sillamamos (a,b) a las coordenadas de P, la ecuacién de la recta tangente a la pardbola en P seré:
y—b=(-2a—-2)(z—a),

siendo ademés b = —a? — 2a + 15, por estar (a, b) sobre la pardbola. Los puntos de corte de dicha tangente con
los ejes OX y OY son respectivamente los siguientes: (b/(Qa +2) +a, O) y (0,-b+ 24 + 2a), o, teniendo en
cuenta la expresiéon de b en funcién de a,

a’?+15 9
15).
(2a+2 ’0) y (0,a%+15)
) . . . (a? + 15)2 .
El drea del tridngulo limitado por los ejes y la recta tangente vale A(a) = “lara La derivada de A es
a

2(a? + 15)2a(4a + 4) — 4(a® + 15)?
(4da + 4)? '

y se anulard para aquellos a que anulen al numerador 2(a? + 15)2a(4a + 4) — 4(a® + 15)? = 0. Quitando el
factor comtin 4(a? + 15) que no se anula se obtiene a(4a +4) — (a? + 15) = 0, o bien,

3a% +4a —15 =0,

Al(a) =

cuyas raices son —3 y % La tunica que corresponde a un punto del primer cuadrante es a = %, por lo que el

punto P, posible solucién, es el (%, 89—0). Que este punto corresponde a un minimo del drea puede obtenerse
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utilizando la derivada segunda, pero es més facil observar que el numerador de la expresiéon que da la primera
derivada es, salvo el factor 4(a? + 15) que siempre es positivo, igual a 3a? + 4a — 15, que es negativo entre —3
y % y positivo para a > %, por lo que la funcién area pasa en % de ser decreciente a ser creciente, y el punto

a= % corresponde en efecto a un minimo relativo (de hecho, absoluto en [0, c0)).

C. a) Sea « un pardmetro real positivo. Determinar el desarrollo limitado de orden 4 en el punto
2
2o = 0 de la funcién f(z) = sen(2?) — cos(z) + e~*%". 4 ps.

7‘7((30) dx.

(oo}
b) Estudiar, en funcién del valor de a, la convergencia de / 3 8 ps.
o 2¥(z+1)

Solucion:

a) La funcién f es indefinidamente derivable en R, por lo que admite desarrollo limitado de cualquier
orden en todo punto. A la vista de los desarrollos limitados en 0 de las funciones seno, coseno y exponencial,

$2 4

2
" T
sen(x) = = + o(x?), cos(x)zl—?—i—ﬂ—i—o(x‘l), e’ =1+x+?+0(x2),
es inmediato que, por las propiedades de los desarrollos limitados relativas a la composicién y a la combinacién
lineal de funciones, se tiene que

$2 4

2 4 z 4 o, Pa? 4 3 L R 4
f(x) = z°4o(x )—(1—?—1—%—1—0(30 ))+1l—ax —i—T—i—o(Jc )= (g—a)x +(?—ﬂ)x +o(z®), en xzo=0.
b) La funcién f es continua, y por lo tanto localmente integrable, en (0, 00). La integral propuesta serd

convergente si convergen simultaneamente las integrales

I N
11—/0 x3(x+1)d 12_/1 x?’(x—i-l)d'

Para el estudio de I; observamos en primer lugar que si o« = 3/2 se tiene que

13 4 4
T C) M /o b K o G
=023 (x+1) 2—0 z3(z+1)
con lo que el integrando se prolonga por continuidad en el punto 0 y la integral es convergente.

Si o # 3/2, de la expresién en el apartado a) se deduce que procede calcular

f(x) 3s— )2 + oa?
oxd(x+1) 2—a)z®+o(z) 3
T ST Pesy 2 7

Se concluye en primer lugar que, siendo 1/x positivo para = > 0, el integrando conserva signo constante (el de
3/9 — @) en un entorno de 0, por lo que es licito aplicar el criterio de comparacién. En segundo lugar, el mismo
limite, al ser no nulo, indica que el cardcter de I es el mismo que el de fol dz/... que diverge.

En cuanto a I, la no conservacién de signo de f aconseja estudiar la convergencia absoluta. Es claro que

2
f(z) | sen(a?)| + [ cos(x)| +e > _ 3
|x3(x+1)|§ 1 <3 r>1,

x x4’

y como floo dx/ 4 converge, se tiene que I converge (de hecho, absolutamente) para todo o > 0.
En conclusién, la integral propuesta converge si, y sélo si, « = 3/2.

D. Se considera la ecuacién x +y + z + cos(zyz) = 1.

a) Probar que la ecuacién define a z como funcién implicita z = z(x, y), de clase C*°, en un entorno
del punto (0,0), con z(0,0) = 0. 3 ps.

b) Demostrar que  lim y) ety

0. 10 ps.
(z.9)—(0,0) 2 +y? P

Solucion:
a) Consideremos la funcién F : R?* — R definida por F(z,y,2) =z +y+ z + cos(zyz) — 1. La funcién F

F
es de clase C* en R3, F(0,0,0) =0 y —(0,0,0) = (1 - xysen(xyz)|(0 0.0)
A g
las funciones implicitas, existe un entorno U C R? de (z,y) = (0,0) y una funcién z : U — R de clase C*° tales

que z(0,0) =0y

= 1. Entonces, por el teorema de

F(x,y, z(x,y)) =0, (z,y)el. (1)
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b) Primera solucién: De (1) se deduce que z(z,y) +x +y =1 — cos(zyz(z,y)), (z,y) € U. Por tanto,

Ay trty o 1= cos(eyz(z,y))
(@y)—(00) 2%+ y? (@,9)—(0,0) z2+y? '
La funcién z(z,y) es de clase C* en U, en particular, z(z,y) es continua en (0,0), esto es,
lim  z(x,y) = 2(0,0) = 0. 2
e o0 (z,y) = 2(0,0) (2)

Tenemos entonces que zy z(x,y) — 0 cuando (z,y) — (0,0) y recordando que 1 — cos(t) ~g t2/2, se deduce que
1— 2
L leostysey) | ()
(@.9)—(0,0) z? +y? (@9)—(0,0) 2(z* +y?)
De (2) se deduce que |z(z, y)| estd acotada por cierta constante M > 0 en un entorno de (z,y) = (0,0) contenido
en U (utilicese la definicién de limite para verlo). En dicho entorno,
pey)? e
202 +y?) T 2%+ )
La ultima expresién tiende hacia 0 cuando (x,y) — (0,0) (hdgase un cambio a polares, por ejemplo). Por el
teorema del encaje (sandwich), tenemos el resultado:
: 2z, y) oty
lim ——Z———
@y)—(00 2% +y?

Segunda Solucién: Para calcular el limite también podemos sustituir z(x, y) por su desarrollo limitado de orden
2 en el punto (0,0):

=0.

0z 0z 102z 0%z 19%
(a9) = 20.0)+ 5L 0.0 a+ 5 5573 0:0)* £ 5o (0,0)ay+ 5 52(0,0) 57 + ol 9)|)

La funcién F es de clase C>® en R? y F(x, y, z(x, y)) = 0 para todo (x,y) € U. Por tanto, existen y son nulas
en U las derivadas parciales de cualquier orden de la funcién

G(z,y) = F(z,y,2(z,y)) = 0.
Mediante la regla de la cadena obtenemos la derivadas primeras de G:

0G oF oF 0z
%(-ﬁ,y) - %(x,y,z(x,y)) + E(x,y,z(x,y))%(x,y) - 0;

0,00y + =

oG oF OF 0z
8_y(xay) - Fy(xayaz(xay)) + E(xayaz(xay))a_y(xay) =0.

Por ser F(x,y,2) = x +y + z + cos(zyz) — 1, tenemos:

0 0z 0z
1 —_— — —_ =
00 ) = 14 22 (o) — sy, ) [p=(a, ) + 2y )] =0,
oG d d ¥
2 2
and —14 = — = =0.
e (520) = 1+ 5 ,y) = senloya( ) [o2(2,9) + 0 ()] = 0
0z 0z
Al evaluar en (z,y) = (0,0), puesto que z(0,0) = 0, obtenemos %(O, 0)=-11y 8_(0’ 0)=—1.
Obtenemos ahora las derivadas segundas de z en (0,0). Para ello derivamos en (3):
9%z 0z 2 0z 0%z
e _ Qy—= haiiod _
0% (1) — cos(ay=(e, 1) [yl 9) + 2y o (2, )] — sen(ayz(ar ) 25 (2,) + 2y > (,4)] =0,
0%z 0z 0z
o (:3) = cos(ay=(e. ) [v2(2.9) + w5 )] [o5(e.) + 2y 0.
2
—sen(ays(a,) [£(2.9) + 15 (000) + 05 09) + v (0,0)] =0,
2 2
G ) — costaysta, ) [ ) + oy o)) = senaysta, ) 2 (5,0) + 2 (0.0)] =0,
9%z 0%z 0%z
Evaluamos en (z,y) = (0,0) y obtenemos o 2(0 0) =0, 950y ——(0,0) = 0, a7 (0,0) = 0. El desarrollo
limitado de orden 2 en el punto (0,0) de z(zy) es entonces z(z,y) = —x —y + 0(||(x y)||?). Por tanto,
Z(x,yQ)er;ry: lim (II(ﬂvyll2 _0
@y)=00)  z2+y (@y)—(0.0) [|(z, y)l|
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Soluciones del examen realizado el 2 de Septiembre de 2002

CUESTIONES (Tiempo 1:45; 4 puntos cada cuestién)

1.- Sea a,, = 90"/p1, n € N. ;Para qué valores de n se tiene que a, < a,4+1? Determinar sup{a,:n € N}.

50™ 507 +!
n! = (n+1)!
(n+1)! 507+t
n!l T 507
es decir, si n < 49. En caso contrario (cuando n > 50) se tiene que a, > Gpt1-
Puesto que a3 <ax <...<agg<asg y aso >asy > ...> Gp > Gpy1 > ..., €8 sencillo concluir que

Solucion: Para cada n € N se tiene que a,, = = ap+1 Si, y solo si,

n+1= = 50,

sup{an:n € N} = aso = 50°/501.

2.- Sea {z,}5° | una sucesién que converge hacia o € Z. ;jConverge la sucesién de las partes enteras {[z,]}52 ;7

Solucion: No necesariamente. Por ejemplo, la sucesién {z,}22 ; definida por
1
xgnzoz—%, $2n_1:a+%—_1, n:1,2,...,

converge hacia «, sin embargo,
[Ton] =a =1, [z2,-1] = a, n=12...

luego la sucesién de las partes enteras {[z,]}22; no tiene limite.
Senalemos que la condicién a € Z es esencial, y esta relacionada con la no continuidad de la funcién parte
entera en los puntos de Z.

3
3.- Estudiar la convergencia de la serie Z Z—n (1 + (_1)n)".

n=1
Solucion: Estudiemos la convergencia absoluta de la serie. Si denotamos por a,, €l término general de la serie,
es sencillo comprobar que

3 o\ n
|an|=§—n|1+(—1)"|n§(§) n® paratodon € N.

Dado que la serie g (g) n° converge, como se comprueba usando el criterio del cociente para series de
=1

términos positivos, el criterio de comparacion nos garantiza la convergencia absoluta de la serie de partida.

1 2
4.- Sea f:R — R la funcién dada por f(z) = %. (Es f una funcién acotada?
x
Solucion: Se tiene que lim f(z) =0= lim f(z). De acuerdo con la definicién de limite, dado € > 0 existe
T —00 r——00

M > 0 tal que siempre que |z| > M se verifica que |f(z)| < €. Por tanto, fuera del intervalo [—M, M] la
funcién dada estd acotada inferiormente por —e y superiormente por e. Como en el intervalo cerrado y acotado
[-M, M] la funcidén es continua, estd acotada por el teorema de Weierstrass. Luego f estd acotada en todo R.

Otra posible solucién es la siguiente: como f es positiva, por ser cociente de dos funciones positivas, es
obvio que estd acotada inferiormente por cero. Por otro lado, si || < 1 entonces

l+2°<141=2 vy 14+z*>1,

luego f(z) < 2;si || > 1 entonces 22 < 2, luego f(x) < max{1,2}. En conclusién, 0 < f < 2.

5.- Sean f,g:R — R, y supongamos que g es acotada y no se anula en ningtin punto, y que 1ir% f(JU)/g(x) =1.
€Tr—

Probar que }1_{% (f(z) — g(z)) =0.

Solucidn: Al no anularse g(z), la funcién f/q estd definida en todo punto. Se tiene que lim (f(x)/g(x) —1) =0,

lo que implica, al estar acotada g, que

lim (f(z) — g(z)) = lim g(gc)(M - 1) =0.

x—0 x—0 g(x)
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6.- Sea f una funcién real continua en (—1, 1), con f(0) > 0. Probar que la funcién g, dada por g(z) = 22 f(z),
x € (—=1,1), tiene un minimo relativo en zy = 0.

Solucion: La funcién f es continua en xy = 0, y al ser su valor en dicho punto mayor que cero, existe un entorno
U de zg = 0 en el que conserva signo positivo. La funcién g se anula en xyg = 0 y por lo antes visto toma valores
estrictamente positivos para los puntos del entorno U distintos del 0, es decir,

g(x) >0=g(0) sizeUx#0.

Por tanto xg = 0 es un minimo relativo de g(x).
Nota: no es posible resolver el problema derivando g. Para ello f tendria que ser, por lo menos, derivable.

3z)log (1 + tg*(5
7.- Calcular lim sen(32) Og( + e x))
=0 arctg(7z)(1 — cos(3x))
Solucion: Aplicando las equivalencias adecuadas se obtiene que
sen(3z)log (1 + tg?(5z)) . 3z tgi(bx) 3z (5z)2 50

700 arctg(7z) (1 — cos(3z)) 700 7z ((31)2/2) 700 7x((32)%/2) 21

8.- Estudiar la monotonia de la funcién f: (1,00) — R dada por f(z) = / log(3t + €) dt.
1
Solucion: El integrando es una funcién continua en el intervalo [1,00), por lo que, en virtud del teorema
fundamental del cdlculo integral, la funcién f es derivable en (1,00) y
1 (x) =log(3z + €*) > 0, x € (1,00).

Esta ultima desigualdad se verifica puesto que 3z +e* > 1 si > 1. Por lo tanto, f es creciente en su dominio.

dx

(oo}
9.- Sea n € N. Estudiar la convergencia de la integral impropia /
1 a(z+1)

Solucion: Puesto que
1 1
0< < =, >1,
z(x+1)---(x+n) 22 v=

o0 . . .« ., .
y fl dz/,.2 converge, el criterio de comparacién asegura que también converge la integral propuesta.

x2+x3+y2

10.- Si f:R? — R es continua en R? y f(z,y) = SR
T4 4y

si (z,y) # (0,0). ;Cuénto vale f(0,0)?
Solucidén: Por ser f continua en (0,0), se verifica que
3

1+ ") =1,

.172 +y2
donde se ha tenido en cuenta que |z| < \/22 + 92, es decir, |z|® < ||(z,y)|]® -

0,0) = lim T,Y) = lim
£0.0) (w7y)—>(070)f( v) (z,y)—(0,0)

11.- Sean g:R? — R? y f:R? — R las funciones dadas por g(z,y) = (22 + v*, 22 — 3?), f(z,y) = x°y'0.
Calcular (f o g)'(1,0).

Solucion: Como f y g son de clase C* en R? es licito aplicar la regla de la cadena. Teniendo en cuenta que
g(1,0) = (1,1), se tiene que

(fo9)(1,0) = f/(1,1)g'(1,0) = (5a*y'® 102°%°)| (1) (;i —22yy>

— (5 10)(3 8):(30 0).

(1,0)

12.- Sea f(x,y) =z —2y—+log(z —y). Probar que la ecuacién f(z,y) = 0 define una funcién implicita y = g(x)
de clase C* en un entorno del punto 2, siendo g(2) = 1. Calcular ¢'(2).

Solucion: La funcién f es de clase C* en A = {(z,y) € R%: 2 > y}, conjunto abierto al que pertenece el punto
(2,1). Ademds, f(2,1) =0y

of - 1
@(2’1)_(_2_30—1;

)| ~3 40,

(2,1) N
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Por tanto, el teorema de las funciones implicitas garantiza que la ecuacién f(z,y) = 0 define una funcién
y = g(z) de clase C* en un entorno U del punto 2, siendo g(2) = 1. Para calcular ¢'(2), partimos de la igualdad
z —2g(z) +1log (z — g(x)) =0, x €U,

y derivamos respecto de x: X @)
-4 (z
1—2¢(z) + P —gg(x) = 0;
al evaluar en & = 2, y puesto que g(2) = 1, se deduce que ¢'(2) = 2/3.

PROBLEMAS (Tiempo: 2:15)

1.- a) Probar que si > 0, e” > 1+ log(1 + ). 2 ps.
b) Se define la sucesién {z,}5° , dada por
x9=a >0, xnzlog(l—i—log(l—i—xn_l)), n=12...
Probar que {x,}2, es convergente y que su limite es 0. 6 ps.

c¢) Calcular lim Tntl 4 ps.

n—oo Ip

Solucion:

a) La funcién f definida en (—1,00) por f(z) = e” —log(l 4+ ) es de clase C* en y su derivada vale
. 1
f'(x)ze*—m>0 stz >0.
Por tanto, f es estrictamente creciente en [0, 00) y si > 0 serd f(z) > f(0) =1, que es la desigualdad pedida.

b) Para resolver este apartado observemos que si tomamos logaritmos en la desigualdad obtenida en el
apartado anterior se tiene que
z>log(l+log(l+z)) siz>0.

De esta desigualdad y de la definicién de la sucesion {z,, }52, se sigue que se trata de una sucesién estrictamente
decreciente. Ademads, es claro que estd acotada inferiormente por 0. Como es sabido, toda sucesién decreciente
y acotada inferiormente es convergente.

Sea ¢ el limite de la sucesién. Puesto que x, > 0 para todo n € N, es inmediato que £ > 0. Por otra parte,
tomando limites en la igualdad

T, = log (1 + log(1 +xn_1)), n=12,...
se prueba que £ = log (1 +log(1 + 6)) Pero esta igualdad no puede darse si £ > 0 (apartado a)), luego £ = 0.
¢) Dado que

NS . log (1 +log(1 + zn))

n—oo Iy n— oo Tn

)

el problema se reduce, en virtud del criterio secuencial para limites de funciones, a calcular

log (1 + log(1
| log (1t log(1 4 2)

z—0t x

=1

)

por las equivalencias log (1 + log(1 + z)) ~g log(1 + z) ~o z.

T1—et+asen(t
2.- a) Determinese para qué valores del pardmetro a la integral impropia I(x) = / —:—2() dt,
0
x > 0, es convergente. 0 ps.
b) Para esos valores de a, obtener el desarrollo limitado de orden 2 de I(z) en 2 = 0. 6 ps.

Solucion:

a) Estudiemos el comportamiento del integrando en un entorno de ¢t = 0. Para ello utilizamos desarrollos

limitados:
1—e' +asen(t) (a—1)t—1t2/2+ ot?)

t2 t2

Departamento de Andlisis Matematico. Universidad de Valladolid.



E.T.S.I. de Telecomunicacién CALCULO - Exdmenes de convocatorias anteriores 10

Comparando la iltima expresién con funciones de la forma 1/t* es inmediato ver que I(z) es convergente si, y
sélo si, a = 1.

b) Para a = 1 el desarrollo limitado del integrando es de la forma

1 1
1—e' + asen(t) _§t2 - §t3 +o(t%) 1 1
2 = 2 :_§_§t+0(t)'
Puesto que el desarrollo limitado de orden 2 de una de sus primitivas es la primitiva del desarrollo limitado de
orden 1 que acabamos de escribir (propiedad 4.3.4 del tema 5), con el valor adecuado, I(0) = 0, de la constante

de integracion, tenemos que

2
3.- Se considera la funcién ¢ definida en R por g(z) =1+ e*(1 — x).
a) Representar graficamente la funcién g, determinando los intervalos de monotonia, los extremos
relativos, los intervalos de concavidad y convexidad y los puntos de inflexién de la misma. 5 ps.
b) Probar que existe un tnico ntimero real « > 0 tal que g(a) = 0. 5 ps.
z 1 «
c) Demostrar que para todo x € R ara todo n € N, se tiene que < - , ue la
) que p y P que ;oo < oT oY d
igualdad se da en un unico punto, que hay que determinar. 6 ps.
Solucion:

a) Intervalos de monotonia y extremos relativos: La funcién g es indefinidamente derivable en R. Su
primera derivada es ¢'(x) = —ze®. Puesto que e” > 0, para todo « € R tenemos que

Jd@) >0 2<0, ¢)=0&2=0, ¢@@)<0sz>0.

Por tanto, g es creciente en (—oo, 0), decreciente en (0, 00) y presenta un méximo absoluto en 2 = 0. Se deduce
también que g no presenta minimos relativos.
Concavidad y convexidad: La segunda derivada de la funcién g es ¢”(x) = —e*(1+x), la cual verifica que
Jg()>0s z<-1, J'(2)=0 2=-1, ¢'(r)<0& x>-1

Por tanto, g es convexa en (—oo, —1) y céncava en (—1,00), y presenta en el punto de abscisa —1 un punto de
inflexién.

Asintotas: Es facil ver que lim g(z) = 1. Tenemos Jz
r——00
T4

entonces que la recta de ecuacién x = 1 es una asintota

horizontal de g en —oo. Por otro lado, 10 2 o 4 2
lim g(z) = —o0, lim 9(x) = s

Se deduce de ello que g no tiene asintotas (horizontal u

oblicua) en oo. Finalmente, puesto que g estd definida y 1
es continua en toda la recta real, no existen asintotas ver-
ticales.

b) En la resolucién del apartado a) hemos visto que g es estrictamente creciente en el intervalo (—oc, 0),
lim g(z) =1y g(0) = 2. Por tanto la imagen por g del intervalo (—oo,0) es el intervalo (1,2). Asi pues,
Tr——00

g(x) # 0, para todo = € (—o0,0].

Por otro lado, en el intervalo (0, 00) la funcién g es estrictamente decreciente. Ahora consideremos por
ejemplo el intervalo [0,2], en el cual la funcién g es continua, g(0) > 0 y ¢g(2) < 0. Entonces, por el teorema
de Bolzano, la funcién g se anula en un punto a € (0,2). Puesto que en el intervalo (0,00) la funcién g es
estrictamente decreciente, g no puede tomar el valor 0 en ningiin otro punto.

c¢) Para cada n € N sea
x

T ltens

Cada f, esta definida y es indefinidamente derivable en R. Su derivada es

fule) =
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Puesto que (1 + e"*)? > ( para todo n € N y para todo = € R, tenemos que
fi@)=0&1+e"(1—nz)=0% g(nz)=0%& 2 =a/n,
i) <0&x>a/n,
fr(@)>0&x<a/n.

Por tanto, f,, presenta un maximo absoluto en z = a/n, es decir, para todo n € N y para todo = € R,

o x 1l «
)@ <

< had -
f"(x)_f"(n 1+em — nl+e’

y la igualdad se da en z,, = a/n.

4.- Se considera la funcién f:R? — R dada por f(x,y) = 6az> — 6azy + y* + 124
i) Estudiar la existencia de extremos relativos de f de acuerdo con el pardmetro a. 8 ps.

ii) Hallar para qué valores de a el valor de f en los posibles minimos relativos es maximo. 4 ps.

Solucion:

i) Derivando parcialmente respecto de x e y e igualando a cero ambas derivadas se obtiene:

0

—f = 18az? — 6ay = 0
Ox

0

—f = —6azxr + 2y = 0.
dy

Si a # 0, de la segunda ecuacién se deduce y = 3ax y sustituyendo en la primera ecuacién resulta
18ax? — 18a%x = 0, cuyas soluciones son z = 0 y « = a, de donde se sigue que los tinicos dos puntos candidatos
a ser extremos relativos son (0,0) y (a, 3a?).

Las derivadas segundas son

0 f _ 36 0 f B 0 f
- o oxdy @ oy?

=2

- )

0x?

por lo que las matrices hessianas en cada uno de los puntos antes hallados son
. 0 —6a o 36a> —6a
Hf(oao)_<_6a 2 > y Hf(aa?’a)_(_ﬁa 2 >

En el primer caso, no existe extremo, mientras que en el segundo la forma cuadratica es definida positiva y
corresponde a un minimo relativo.

Cuando a = 0, hay una infinidad de puntos que pueden ser extremos, concretamente todos los de la forma
(2,0), z € R. Estudidndolos directamente resultan ser todos minimos relativos, ya que la funcién se reduce a

f(xay) 292'

ii) El valor de f(z,y) en el minimo se obtiene sustituyendo las coordenadas (a,3a?) en f, obteniéndose
como valor —3a* + 12a%. Esta expresién, como funcién de a, toma valores negativos para |a| > 2 y valores
positivos entre 2 y -2, salvo en a = 0 donde es cero. Derivando respecto de a e igualando a cero resulta
—12a® + 24a = 0, cuyas soluciones son a = 0, a = v/2, a = —/2. La primera corresponde a un minimo y las
otras dos a maximos. Estos dos son los valores de a que se pedian.
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Soluciones del examen realizado el 1 de Febrero de 2003

CUESTIONES (Tiempo 2:00; 4 puntos cada cuestién)

1.- Sea {z,}2°, una sucesién de nimeros reales.
i) Si {z2}22, converge, ise puede asegurar que converge {z, }> ;?
ii) Si {z3}22, converge, {se puede asegurar que converge {z, }3%?

Solucion:
i) No. El contracjemplo més claro es el de la sucesién {(—1)"}>2 ;.
i) Si, porque lim x, = lim /z3.
n—oo n—oo
s s s s
sen(—) +sen(—) +...+sen( ) +sen(—)
1 2 n—1 n

2.- Calcular el limite lim
e Log(n)

Solucion: Como {log(n)}o2, es una sucesién mondtona creciente con limite +0o, se puede aplicar el criterio de

Stolz. El limite buscado es
sen (7/(n + 1)) _sen(T/(n 4 1))

lim = lim
n—o00 10g(n + 1) - 10g(n) n—o00 10g((n + 1)/TL)

n

(2n)!

(oo}
3.- Estudiar, en funcién de z, el cardcter de la serie g

n=1

&)
Solucidn: Si x =0 se trata de la serie idénticamente nula > 0 que, obviamente, es convergente.

Vi +1)(n+2)---(2n—1)(2n).

n=
Si x # 0, estudiaremos la convergencia absoluta de la serie aplicando el criterio del cociente. En efecto, si

escribimos

|x|n

(2n)!

Vin+1)(n+2)---(2n—1)(2n) >0,

ap =

se tiene que

e G E ) @ DEn @ DT B(en)!
n—oo n—00 (2n + 2)!|z|"/(n + 1) (n +2)---(2n — 1)(2n)

fim |z]\/(2n 4+ 1)(2n + 2) _
n—oo (2n+1)(2n+2)v/n + 1

Por lo tanto, la serie converge absolutamente.

0<1.

1 1
4.- Utilizando el teorema de los incrementos finitos (sin calcular v/66), demostrar que 9 < V66 -8 < 3

Solucion: Consideremos la funcién f(z) = \/z, x € [64,66]. La funcién f es continua en [64,66] y derivable en

(64,66). En virtud del teorema de los incrementos finitos de Lagrange, existe ¢ € (64, 66) tal que
VB6 — 8 = (66) — £(64) = f'(c)(66 — 64) = 2/'(c).
Para concluir basta observar que 2f'(c) = 1/\/E, y, como 64 < ¢ < 66 < 81, se tiene que

11 _ 1 _ 11
9 81 Ve V64 8

¢ —1)log(1 — 22
5.- Sean a > 0, n € N. Calcular el limite lim (a ) log( ) .
@—0 ((1 —a2)" — 1) arcsen(x)

Solucion: De las equivalencias

a® —1 ~g zlog(a), log(l —x?) ~g —z?, (1 —2%)" =1~ n(—2?), arcsen(z)~pz,
se sigue que
* —1)log(1 — 2? 1 —z?) 1
(@ -Dlogl-s) . rlogla)(~s) _ log(a)
2—0 ((1 —a2?)” — 1) arcsen(z) =0 n(—2?)x n
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e
1 — 4
de orden 4 en zg = 0 y deducir el valor de f™)(0).

6.- Sea f(x) = , ¢ € (—1,1). Probar que f es de clase C* en (—1, 1), hallar su desarrollo limitado

Solucidn: La funcién f es de clase C* en (—1,1) por ser cociente de dos funciones de clase C*° en (—1,1), cuyo
denominador no se anula en dicho intervalo.
Para calcular el desarrollo limitado se puede proceder de varias maneras. Una solucién es la siguiente:

conocidos los desarrollos limitados de e* y es sencillo probar que

1
4:1+x4+o(x4) enzy=0.

—z? 2 1 4 4
=1 - I
e x 230 o(x ), 1 -

Puesto que

1 3 1

(1 —x2+—x4)(1+x4) =1—a?+ o — 28 + 2%

2 2 2

de la regla para calcular el desarrollo limitado de un producto se sigue que
- 1 3
f(x) —e T 1 —x2+§x4+0(x4) en 29 =0.

Por 1ltimo, sabemos que para una funcién de clase C* la parte regular de su desarrollo limitado es su polinomio
de Taylor, de modo que

v 0 3 )
! 45 ) _ 2 es decir, f*(0)=36.
27 16
7.- Demostrar que / z?sen?(e”) dx| < 37'('3
-2

Solucion: Puesto que el médulo de la integral es menor o igual que la integral del médulo del integrando,
27 27
‘/ r?sen?(e”) dx S/ |2? sen?(e”)| du.
—27

-2
Ahora, por ser |sen?(e®)| < 1 para todo z € [—2m,27] y por la monotonia de la integral, la ltima integral es

menor o igual que
27 $3
/ z?dr = =
—27 3
Vv sen(1/z?)

oo
8.- Estudiar la convergencia de la integral impropia / —_—.
. log(l+a)

27
16

= —7T3.
3

-2

Solucion: El integrando es continuo en [1,00) y, por tanto, localmente integrable. Adems, el integrando es
positivo en [1,00). Asi pues, podemos utilizar los criterios de comparacién para estudiar su convergencia.

Comparemos, por ejemplo, con la funcién 1/ 23/ 2 cuya integral en [1,00) es convergente (por ser 3/2 > 1):
\/Esen(l/xQ)/log(l o) . NCTak . 1
im = lim ———— = lim ———— =0,
00 1/,3/2 z—oo log(l + )22 2—o00log(l + z)

de lo que se deduce que la integral es convergente.

3

9.- Sea f(x,y) = x,y > 0. Probar que no existe  lim  f(z,y).

x3 4y’ (@,9)—(0,0)
Solucion: Esta cuestién se puede resolver de muchas maneras. Damos dos de ellas:
1. Tendiendo a (0, 0) por la curva z = A\y® (X ha de ser forzosamente positivo), se obtiene:
Ay° A
lim z,y) = lim —————— = lim ——— = A\.
(@,9)—(0,0) fl@.9) y—0t Ayl +9?  y—ot Ay? +1
z=\y°
Entonces no existe el limite.
2. Tendiendo a (0,0) por la curva = = Ay (\ ha de ser forzosamente positivo), se obtiene:

li flz,y) = 1l i li A

im z,y) = lim ———— = lim ————

(2,y)—(0,0) V=20 8 190~ ymor A1+ N8)
z=\y>

= Q.

Entonces no existe el limite.
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10.- Demostrar que la ecuacién 2% + (3z + 2y)z + 2% 4+ 22y + 3y?> = 1 define implicitamente una funcién
z = @(x,y) de clase C* en un entorno del punto (zg,yo) = (0,0), con ©(0,0) = 1. Probar que ¢ no presenta
un extemo relativo en (0, 0).

Solucion: Sea f(x,y,z) = 2* + (3z + 2y)z + 2% + 22y + 3y*> — 1. Veamos que f verifica las hipétesis del teorema
de la funcién implicita:
of

1. f es de clase C*® en R3, 2. f(0,0,1) =0, 3. 8_(0’0’ 1)=4#0.
2

Por el teorema de las funciones implicitas, existen entornos U de (0,0) en R? y V de 1 en R y una tnica
funcién p: U — V de clase C* tal que para cada (z,y) € U se tiene que f(z,y, ¢(z,y)) = 0, es decir para cada
(x,y) € U el punto (x,y, p(z,y)) verifica la ecuacién de partida. Ademds, como (0, 0, 1) verifica la ecuacién, ha
de se p(0,0) = 1.

Derivando la expresion 2% + (3 + 2y)z + 22 + 22y + 3y> — 1 = 0 respecto de x se obtiene

¢ ¢
dp(z,y)* == (2, y) + 3p(z, y) + 3z + 2y) 5= (2, y) +2y = 0.
ox ox
Teniendo en cuenta que ¢(0,0) = 1, si particularizamos en (0, 0), la expresién anterior es:
Oy Op 3
4—(0,0)4+3=0 de donde —(0,0) = —-.
830( 0+ ’ ¢ donde 830( ,0) 4

Podemos garantizar entonces que ¢ no posee ningtin extremo en el punto (0,0) pues una derivada parcial es no
nula en ese punto.

PROBLEMAS (Tiempo: 2:15)

A. a) Probar que p(t)=2t>—-3t>+1>0 si t€ (0,1). 5 ps.
b) Demostrar la desigualdad 3z < tg(x) + 2sen(z), x € (0, %) . 5 ps.
Solucion:

a) Daremos dos soluciones. La m4s sencilla consiste en factorizar el polinomio: p(t) = 2(t —1)2(t+1/2).
Obviamente si 0 < ¢ < 1 los factores (¢t — 1)? y £ 4+ 1/2 son estrictamente positivos, y se concluye.

La segunda solucién consiste en el estudio de la monotonia de la funcién. Como p es derivable en R y
p'(t) = 612 — 6t = 6t(t — 1), es claro que p'(t) <0 si t € (0,1), luego la funcién es estrictamente decreciente
en [0,1]. De aqui se sigue que p(t) >p(1)=0 si t € (0,1).

b) Consideremos la funcién f : [0,7/2) — R definida por f(z) = tg(z) + 2sen(x) — 3z . Obviamente, f
es una funcién de clase C* en [0,7/2). Su derivada es igual a

Fz) = 1 1+ 2cos?(z) — 3 cos?(x) .

+2cos(x) —3 =
No es dificil darse cuenta de que si z € (0,7/2) entonces cos(x) € (0,1) y

oy - temlad

cos?(x) cos?(x)

en virtud del apartado anterior. Por lo tanto, f es estrictamente creciente en [0,7/2) y si « € (0,7/2) entonces
f(z) > f(0) =0, que es lo que se queria probar.

xn

—dx?
Var(l—x)

b) Si a < 2, usando la regla de integracién por partes, probar que para todo n € N se verifica la

1
B. a) ;Para qué valores de « € Ry n € N converge I, = / 8 ps.
0

siguiente relacién de recurrencia: (2n — o+ 1)I,, = (2n — a)l,—1 . 8 ps.
o0

¢) Sea a < 2. Estudiar el cardcter de la serie Y I,. 4 ps.
n=1

d) Sea a < 2. Estudiar la monotonia de la sucesién {I,}5° ; y demostrar que es convergente. 5 ps.

Solucion:

a) La funcién integrando es continua en el intervalo abierto (0,1), luego localmente integrable en el mismo,
pero no esta definida ni en = 0 ni en z = 1. Ademads es no negativa en el intervalo. Descompondremos la
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integral en dos para estudiar su comportamiento en cada uno de los extremos del intervalo:

/Cde—i—/lde con ¢ € (0,1)
0o Vazr(l—=z) e Vze(l—z) T

dx . Se tiene que

Compararemos la primera integral con / 7 —
0o T

n
xR =1

lim ———

=0 /x*(1 —x)
por lo que ambas integrales tienen el mismo cariacter, y puesto que esta ultima es convergente si, y solo si,
/9 —n < 1, 0lo que es igual, si @ < 2(n+ 1) también lo serd la primera de las dos en que hemos descompuesto
la integral propuesta. En particular, si @ < 2 la integral serd convergente para todo n € N. Para estudiar el
segundo de los dos sumandos, compararemos con

oo |
—dzr = / — dzx
Z:Mu_m e (1—2)2
que es convergente por ser el exponente de (1 — ) menor que 1. Por un proceso andlogo al anterior llegamos a
que el segundo sumando es convergente cualquiera que sea . En consecuencia, la integral propuesta converge
si, y solo si, @ < 2(n + 1).
b) Si a < 2 la integral es convergente para todo n € N. Integremos por partes I,, haciendo

uzx"_%,dvzdix
-

con lo cual du = (n — %)x"_%_l y v =—2y/(1 —x) y resulta:
1 n 1 1
x o a o
I, = —dx = 22" 24/ 1—x‘ +2(n—— / 218 /(1 — 2) de
" /0 Vel —z) ( )0 ( 2) o ( )
1
Como « < 2 y n vale por lo menos 1, —22"~ % V(1= x)‘ =0y queda
0

! 1l —

1 n 1
x a )
I, = ——dr = 2n—a/x"‘1_7 l1—z)dx=(2n—« ————dx
o= [ o= en-a) | N
y de aqui I, = (2n — «)(I,—1 — I,), de donde, despejando I,,, sale la relacién pedida.

¢) Como la funcién subintegral es estrictamente positiva en (0,1), I,, > 0 para todo n € N. De la relacin
obtenida en el apartado anterior resulta que
In—i—l - n+2—«a
I, 2n+3—-a
El limite de este cociente cuando n — oo es 1, asi que el criterio del cociente no nos dice nada acerca del caracter
de la serie. El criterio de Raabe, sin embargo, nos da que la serie diverge, ya que

1, 1
lim n(l — 22y = Jim — = = < 1.
n—oo n n—oo 2N + 3 — « 2

Nota: De hecho, se trata de una serie hipergeométrica.

1, 1 2n+2—«
d) Dad ntl
) Dado que I, 2n+3—«

términos son positivos, estd acotada inferiormente por 0. Luego es convergente.

< 1 la sucesién {I,}22, es monétona decreciente. Puesto que sus

C. Sean A= {(z,y,2) ER?*:2>0, y>0, 2>0},a>0y f:A— R la funcién dada por
1 1 1
f@y,2) = ayz +a* (= + =+ 2).
r Yy =z

Calcular los extremos relativos de la funcién f en A. 15 ps.

Solucion: Resolvamos el sistemas:

af at

gzy%g:o E—
a .

3y =z — 7 =0 que es equivalente a xy22,z = aj

af 0/4 TYyz= = a-.

97 - W2 =0
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De las dos primeras ecuaciones de este tltimo sistema se obtiene z = y y de la primera y la tercera se obtiene
x = z. Sustituyendo por ejemplo en la primera de ellas obtenemos z* = a* y como a > 0, la tinica solucién del
sistema es (a, a,a). Estudiemos la matriz hessiana H(a, a, a).

02f  2a*  O*f 24 O?f B 2a* 0 f B 0 f 0 f 0 f 0 f 0 f

8x2 a3’ Oy P 022 23 dzdy  Oyox =% 920z 020z 7 Oydz - 020y -
Entonces

2a4
e 4 9
944 a a a
H(z,y,z)= z = o y en el punto (a,a,a) se tiene: H(a,a,a)=| a 2a a
Y 9a a a 2a
Y T 3

Los deteminantes parciales son:
Ay =2a>0,
A2:4a2—a2=3a2>0,
As =8a+a®+a®— 24 —2a® — 20> = 4> > 0.

Por lo anterior, la forma cuadrética asociada es definida positiva, luego en el punto (a, a, a) se alcanza un minimo
relativo estricto.

D. Sea g:R — R continua y tal que g(0) = 1. Se considera la funcién F : R? — R? definida por

F(z,y) = (/ly g(t) dt, /;2 g(t) dt) .

a) Demostrar que F es de clase C! en R?, y determinar su matriz jacobiana en cualquier punto
(z,y) € R%. 6 ps.

b) Demostrar que F tiene inversa de clase C! en un entorno de (0, 0). Si denotamos por G la inversa
local de F definida en un entorno de F(0,0) = (0,0), determinar la matriz jacobiana de G en el
punto (0, 0). 4 ps.

Solucion:

a) Por ser g continua y los extremos de integracin de las integrales que definen cada una de las componentes
Fy y F5 de F derivables respecto de z e y, del teorema fundamental del cdlculo y la regla de la cadena se deduce

que
OF, B OF, B
%(x,y) = —g(v), s (z,y) = 9(y),

OF, ) OF,
5 (& Y) = g(a%)2z, 9 (7,y) = —9(y)

Asf pues, la matriz jacobiana de F' en un punto (z,y) € R? es
F'le.) — ( —g(z) gy > .
)= g2 —gly)
Adem4s, puesto que cada una de las derivadas parciales anteriores son continuas ( por serlo g), la funcién F es

de clase C! en RZ.

b) Puesto que g(0) = 1, la matriz jacobiana de F en (0,0) es

Foo-(3 1),

cuyo determinante es igual a 1; en virtud del teorema de la funcién inversa, F' tiene inversa en un entorno de
(0,0). Dicha inversa G es de clase C! por serlo F y la matriz jacobiana de G en el punto F(0,0) = (0,0) es la
inversa de la matriz jacobiana de F en (0,0), es decir,

/ / —1 AdiT(F'(0,0 1
G'(0,0) = (F'(0,0)) :W:@: _1>

donde Adj” (F'(0,0)) representa la matriz adjunta traspuesta de F’(0,0).
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Soluciones del examen realizado el 5 de Septiembre de 2003

CUESTIONES (Tiempo 2:00; 4 puntos cada cuestién)

1 n
1.- Sea o > 0. Calcular el limite lim (cos(1 )>

n—00

Solucion: Sabemos que

o 1 o Ly oot (n>/2)2 1 K/Q 2
n® log/| cos ~ n%|cos 1)~ = = .
logn logn 2(logn)? 2(logn)? 2 \logn

Se deduce que

lim n®log (cos (

1 r\"
)): —00, y por tanto  lim cos ( > =0
n—00 logn n—0o0 logn

(oo}
2.- Sea p > 0. Estudiar el caracter de la serie Z
n=1

1 1 (n—i—l)
0] .
V1 e\ g

1 1 n+1 1 1 n+1 1

Solucion: De las equivalencias ————= ~ — vy log ~ — se deduce que log T
VvnP +1 nz n VvnP +1 n nz
=1
Como la serie E —p57 ©8 convergente para p > 0, usando el criterio de comparacién para series de términos
n:2
n=1

positivos, se deduce que la nuestra es convergente.

3.- Sea f: R — R una funcién continua tal que f(2) < f(5) < f(3). Probar que f no puede ser inyectiva.

Solucion: Como f(5) € (f(2), f(3)), la propiedad de Darboux nos asegura que existe zo € (2,3) tal que
f(zo) = f(5), luego f no es inyectiva.

» ) 2 +24+2, si-2<x<0, )
4.- Sea f : [-2,2] — R la funcién definida por f(x) = Determinar el
22—-3x+2, si0<zx<2.

méximo y el minimo absoluto de f en [—2,2].

Solucidn: No es dificil comprobar que f es una funcién continua en [—2, 2] y derivable en [—2,0)U(0, 2]. Adem4s,
32242, si—-2<x<0,
@) ={ |
2r —3, si0<z <2
Del estudio del signo de f’ se deduce que f es creciente en [—2,0), decreciente en (0, 3/2) y creciente en (3/2, 2].
Por tanto, puede alcanzar el maximo absoluto en 0 y en 2; evaluando, f(0) = 2, f(2) = 0, se observa que el
maximo absoluto de f se alcanza en x = 0 y vale 2. De manera analoga, puede alcanzar el minimo absoluto en

—2 y en 3/2; evaluando, f(—2) = —10, f(3/2) = —1/4, se observa que el minimo absoluto de f se alcanza en
r = —2y vale —10.

x

5.- Sea ¢ : [0,1] — R una funcién continua. Se define f : [0,1] — R como f(z) = / g(t) dt. Probar que

x2

existe un punto ¢ € (0, 1) tal que f'(c) = 0.

Solucion: Del teorema fundamental del célculo integral se sigue que f es derivable en [0, 1]. Como f(0) =0 =
f(1), basta aplicar el teorema de Rolle para concluir.

6.- Hallar el desarrollo limitado de orden 5 en 2o = 0 de la funcién f(x) = (x — 1) sen(x).

Solucion: Puede hacerse derivando cinco veces la funcién y evauando en el cero las derivadas obtenidas para
calcular el polinomio de Taylor correspondiente, pero resulta més rapido y sencillo hacer uso del desarrollo
limitado de la funcién seno: sen(z) = = — 2°/31 + 2°/51 + 0(2°) en 29 = 0. De este modo, usando la férmula
para el desarrollo limitado de un producto, como

. 23 2 B ) 3 pd 5 6
(x_ )(x_g'i‘a)——-f-i-x +§—§—a+y,
tenemos que la respuesta buscada es
o B .
f(.??) = (x—l)sen(x) = —$+$2+§ _y —§+O($5) en rg = 0.
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o ) fom sen(t2) dt
7.- Calcular el limite lim =—— .
x—0 3
Solucion: Realizando el cdlculo directo del limite del numerador y denominador se constata que nos enfrentamos
a una indeterminacién del tipo 0/:
2z 0
lim sen(t?) dt = / sen(t?)dt =0; lim 2% = 0.
z—0 Jq 0 r—0
Puesto que el integrando ¢ — sen(t?) es continuo para todo ¢t € R y los extremos de integracién, 2z y 0,

son funciones derivables, por el teorema fundamental del calculo, la integral que aparece en el numerador es
una funcién derivable y su derivada es

!’

</02x sen(t?) dt> =sen((2z)?) - (22)" —sen(0?) - (0)" = sen(42?) - 2.

Por otro lado, también el denominador z* es derivable y su derivada, 3z%, no se anula en R\ {0}. Podemos
entonces aplicar la regla de I’Hopital:
x 2z !
. foh sen(t?)dt (fo sen (t?) dt) . sen(4x?)-2 8
lim =————— = lim = lim ————=-.
x—0 x3 x—0 (x?’)l x—0 3x2 3

El dltimo limite se ha calculado usando la equivalencia: sen(4x?) ~ 422 cuando z — 0.

* sen?(2z
8.- Estudiar el caracter de la integral impropia / # dx .
0 X
» . sen?(2x) . . .
Solucion: El integrando f(z) = ——— es una funcién continua en (0,00) y, por tanto, localmente integrable
x

en dicho intervalo. Gracias a la aditividad de la integral respecto al intervalo, la integral en (0,00) puede
escribirse como la suma de las integrales en los intervalos (0,1] y [1, c0):

/—m f(x)dz = :0 f(x) dx+/1—'00 f(z) de.

—0

Estudiemos el comportamiento de la primera integral en el extremo de integraciéon z = 0. Puesto que

i (o) = Tim 2D g, G0

z—0t z—0t T2 r—0+ T2 ’

podemos prolongar el integrando f por continuidad al punto z = 0. Llamemos f* a dicha prolongacién, esto es,
* _ f(x)a xE(O, 1];
f) = {4, z=0.

Tenemos entonces que la primera integral coincide con la integral de Riemann de la funcién continua f* en el
intervalo compacto [0, 1] y es, por tanto, convergente.

La segunda integral es impropia porque el intervalo de integracién [1, c0) no es acotado. El integrando es
positivo y, por el criterio de comparacion, la integral es convergente, puesto que llgr()lo z 2 f(z) = 0. La integral

original, al ser suma de dos integrales convergentes, también es convergente.

9.- Sea f una funcién real de clase C! en (0,00). Probar que la funcién ¢(x,y) = 2" f(Y/y) + y" f(T/y)
9¢

0
verifica la ecuacién x—¢(x, y) + ya—(x, y) = né(x,y), x,y>0.
Y

ox

Solucion: Derivando respecto de = e y teniendo en cuenta la regla de la cadena resulta:

8¢ n— n gl — n gl 1 8¢ n gl 1 n— n el
Sy =) Gy ) e = ) e T ) )=

Multiplicando por x la primera ecuacion, por y la segunda, y sumando, resulta la expresion pedida.

—Z
2

10.- Calcular los extremos relativos de la funcién f(x,y) = (22 + y*> — 4)? en la bola abierta B(0,1) =
{(z,y) e R? : 2% +¢y* < 1}.

Solucion: La funcién f es de clase C*° en B. Derivando respecto de x y respecto de y, e igualando a cero las
derivadas primeras, se obtiene el sistema:
of of

——(z,y) =22+ —4)22 =0, —(z,y) =2(z"+y* —4)2y=0.
ox oy
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Las soluciones son los puntos (x,y) que verifican 2% 4 y?> — 4 = 0, que son los de una circunferencia de centro 0
y radio 2, ademéds del punto (0, 0). El tinico punto dentro de la bola abierta es el (0,0), que pasamos a estudiar.
Calculando las derivadas segundas y evaludndolas en el punto (0,0) la matriz hessiana resulta ser

—-16 0
0 -16)°

La forma cuadrética asociada es definida negativa por lo que el punto (0, 0) corresponde a un méximo relativo.

PROBLEMAS (Tiempo: 2:30)

1
A. Seap> 0. Se considera una sucesién {a,};2, con a1 > /p, tal que ap41 = §(an + ﬂ), n € N.
Qnp

1
a) Estudiando la funcién f(z) = 5(30 + B), demostrar que {a,}32; es una sucesién mondtona
x
decreciente. 10 ps.
b) Probar que {a,}5 ; es una sucesién convergente y calcular su limite. 5 ps.

Solucion: .
a) La funcién f(z) = 5(30 + B) estd definida para todo z # 0. En la semirrecta (0,00) resulta ser
x

decreciente en (0, /p) y creciente en (,/p, 00), como se comprueba inmediatamente al ver el signo de su derivada,
/ 1 p z? — p
Fa) = 2(1 x2) T T2
Por tanto, el punto x = /p es un minimo relativo que también lo es absoluto en = > 0. Como f(,/p) = /P, se
deduce que f(x) > ,/p para todo x > 0.
Ahora es sencillo probar gracias al principio de induccién que a, > 0 para todo n, y en consecuencia,
puesto que ap, = f(an—1), an > /p. La sucesién es decreciente,puesto que

1 p p—an?
Unt1 = n = 5 an+a_ A
n n

b) Como la sucesién es decreciente, y también acotada inferiormente por ,/p, es convergente. Su limite es
/P: en efecto, si llamamos £ al limite de la sucesién, dado que a,, > /p para todo n, se deduce que £ > /p > 0.
Haciendo tender n hacia infinito en la ecuacién de recurrencia que define la sucesién, se tiene que
1 p
e:—@+—)
2 12
La tnica solucién positiva de esta ecuacién es £ = ,/p.

<0.

B. Dada la funcién f,(z) = 2% %, x € [0, 00), a > 0, se pide:

a) Demostrar que existe un tnico punto donde se alcanza el méximo absoluto en [0, c0) y hallar su

valor en funcién de «. 8 ps.
> 1
b) Sea {x,}22, una sucesién de nimeros reales positivos. Demostrar que la serie i fu(xn)
n=1 "t
es convergente. 7 ps.
Solucion:

a) La funcién f, es continua en [0, 00) y derivable en (0, 00). Su derivada es

flx)=az* e — 2% " =2 te " (a—1z), x€(0,00).

Es claro que f/(z) =0siy sélosi x = a, que f,(x) > 0si z < a, y que f(x) <0siz>a. Deaquise deduce
que f, es estrictamente creciente en [0, @), estrictamente decreciente en (a, 00), y alcanza, por tanto, el maximo
absoluto en z, = « que vale M, = f,(a) = a®e ™.

b) Sea {x,}°2, una sucesién de nimeros reales positivos. Del apartado anterior se sigue que para cada

n € N se tiene que
faulxn) < M, =n"e "

Entonces para cada n € N se tiene que
1 nte”"

nln nln
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o0 nne—n
Puesto que se trata de series de términos positivos, si la serie Y. ' converge, en virtud del criterio de
-1 nln
o 1 n=1
comparacién también lo hard la serie - fr(xn).
n=11:N
Ahora bi do la férmula de Stirling, sab e * nte - . Dad
ora bien, usando la férmula de Stirling, sabemos que ~ = . Dado que
nln nre="2rnn  V2mn3/2
este ultimo es el término general de una serie convergente, el problema esté concluido.
. o . sen(xy) /., 0,
C. a) Estudiar la continuidad en R? de la funcién f dada por f(z,y) = { @)z, @ 0 5 ps.
, x=0.
b) Probar que f es diferenciable en el punto (0, a), para cada a € R. 10 ps.

Solucion:

a) Para cada punto (79, 90) € R? con xg # 0 existe un subconjunto abierto A de R? tal que (zg,y0) € A
y A no corta al eje de ordenadas. Por tanto, la restriccion de la funcién f al conjunto A viene dada por la
expresién fia(x,y) = sen(zy)/x, composicién y cociente de funciones continuas. Asf pues, f es continua en A
y, en particular, f es continua en (xg,yo)-

Estudiemos ahora la continuidad de f en los puntos de la forma (0, o), donde yo € R. Para ello consid-
eremos los subconjuntos By y Bs de R? definidos por

Bi={(@,y) €R*: 2 # 0}, By ={(x,y) €R? ;0 =0},

y calculemos los limites de f(z,y) a lo largo de ambos subconjuntos cuando (z,y) — (0, yo):

. . Sen\xr . X
lim  f(z,y) = lim sen(zy) - lim Y- Yo,
(z,y)—(0,y0) (z,9)—(0,y0) T (z,9)—(0,y0) T
(z,y)€B1 xF#0 xz#0
lim  f(z,y) = lim y=uo.
(@,4)=(0,50) (2,y)—(0,y0)
(z,y)€ By

(En el primer lfmite hemos utilizado la equivalencia: sen(xy) ~ zy cuando zy — 0.) Puesto que R? = By U By
y los limites anteriores existen y coinciden, existe el limite de f(z,y) cuando (x,y) — (0,y0) y su valor es
yo = f(0,90), es decir, f es continua en (0, yp).

En definitiva, f es continua en RZ.

b) Sea a € R. En primer lugar veamos si existen las derivadas parciales de f en el punto (0, a):

sen(ha) .
_ senha) ) N
O (0, a) = tim LW =FO) Tk _ i S0 —ha ), het o)) —ha
Ox h—0 h h—0 h h—0 h2 h—0 h2
O (0. ) = tim FQ0E W) = fO0) o ath-a_
ay k—0 h k—0 k

(En el primer limite hemos utilizado el desarrollo limitado de la funcién seno en cero.) Es claro entonces que la
funcién f es derivable en R? y que su derivada parcial respecto de 7 es

of [ cos(zy), x # 0,
@(x,y) - { 1

Se comprueba sin dificultad que df/dy es continua en R? y, puesto que una funcién derivable en R? con una de
sus parciales continua es diferenciable, tenemos que f es diferenciable en R2, en particular, f es diferenciable
en los puntos de la forma (0, a), para todo a € R.

Nota: por supuesto, después del cdlculo de las derivadas parciales de f en (0,a), este apartado se puede
resolver también usando la definiciéon de funcién diferenciable.

x=0.

)

D. a) Demostrar que el sistema

-y + 22 +u? =0
22+ u?—22y=0

define funciones implicitas z = z(z,y), u = u(x,y), en un entorno del punto (1,1), con z(1,1) =
-1, u(l,1)=1. 5 ps.

b) Demostrar que la aplicacién ¢(z,y) = (z(x, y), u(x, y)) es localmente invertible en un entorno
de (1,1). 10 ps.
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Solucion: Sea f(x,y,z,u) = (fi(z,y, z,u), fa(x,y, z,u)) = (23 — > + 23 +u3, 2% + u? — 22y).
1) f es de clase C™
2) f(la 1; _15 1) = (Oa 0)
2 2
3) det 21 S2) gy g gy 2|32 Bu :‘ 8 3
d(z,u) 2z 2u (11,-1,1) -2 2
Por el teorema de las funciones implicitas, existen entornos U de (1,1) y V de (—1, 1) y una unica funcién

o(z,y) = (2(x,y),u(x,y)) de U en V, tal que

f(xaya z(x,y),u(x,y)) = (Oa 0)

Ademads ¢ es de clase C* en U, por serlo f. (Obsérvese ademés que z(1,1) = —1 y u(1,1) = 1 puesto que
(1,1,-1,1) satisface el sistema). Derivando el sistema (con z y u como funciones de (z,y)) se obtienen los dos
sistemas:

=12 #0.

50z ou 0z ou
2 2 a2 20% 20U _
32% 4 322 9% + 3u I =0 3y° + 3z 8y+3u By 0
0z ou 0z ou
—2 2— 2u— =0 —2 2— 2u— = 0.
Ve T e ey Ty
En el punto (1,1)
0z ou 0z ou
—(1,1 —(1,1) = — —(1,1 —(1,1
3+38x(’ )+38x(’ )=0 3+38y(’ )+38y(’ )=0
0z ou 0z ou
—2-2 1,1 2 1,1 0 —2—-2 1,1 2—(1,1 0
(1) +220(1,1) = S+ 255 )
Resolviendo los dos sistemas queda:
0z ou 0z ou
—(1,1) = -1 —(1,1) =0 —(1,1)=0 —(1,1)=1
ax(5) ) ax(’) ay(’) ay(’) )
de modo que 5 5
z
1,1) —(1,1
) 5 . =—1+#0.
u u
1,1) —(1,1
830(’) ay(’)

Se verifican las hip6tesis del teorema de la funcién inversa luego también las conclusiones de éste.

Departamento de Andlisis Matematico. Universidad de Valladolid.



E.T.S.I. de Telecomunicacién CALCULO - Exdmenes de convocatorias anteriores 22

Soluciones del examen realizado el 28 de Enero de 2004

CUESTIONES (Tiempo 1:30; 5 puntos cada cuestién)

o)
‘s . Tn . . .
1.- Se supone que la sucesién {z,}22; y la serie >, — son convergentes. ;Qué se puede decir de lim z,?
n=1 n—oo

Solucion: Debe ser lim z, = 0. En efecto, razonemos por reduccién al absurdo:
n—oo

Si fuese £ = lim x, > 0 se tendria, en primer lugar, que x, > 0 para n mayor que un cierto ng. Asi
n—oo

[ee]
pues, excepto una cantidad finita, todos los términos de la serie > 7" serian positivos. Después, aplicando el

n=1

o ., . . . . Tn . ..
criterio de comparacién (modalidad Pringsheim), y dado que lim n— = lim z, = ¢ > 0, se deduciria que
n—oo n n—oo
la serie tiene el mismo caracter que la armonica, es decir, no podrla ser convergente.

(oo} xn
Si fuese ¢ = lim x, < 0 se razona igual con la serie Z , que tiene el mismo cardcter que Y .
n—oo n=1 n n=1 n

9. Caleular i tg(1/vV1) 4+ tg(1/v2) + ...+ tg(1/vn — 1) + tg(1//n)
. alcular nLH;O \/ﬁ )

Solucion: Pongamos, para cada n € N, a,, = Z tg (1/\/k) ¥ bn = v/n. Puesto que la sucesion {by,}22; crece
k=

hacia oo es licito aplicar el criterio de Stolz para resolver la indeterminacién que se presenta inicialmente:

an+1—an_tg<1/\/n+ ) 1/\/n—i-l _ 1 vn+1+4++/n __ \/n+1+\/ﬁ:1+ n
bpt1 —bn  Vn+ —\/_ vVn+1l—4/n \/n+11/n+12_\/52 vn+1 n+1’

Ap+1 — Qn

De la equivalencia anterior es evidente entonces que lim

= 2, por lo que también debe converger
n—00 bn+1 —bn

hacia 2 la sucesién propuesta {an/bn}zozl

f(z)

3.- Se consideran una funcién f : R — R continua y un nimero natural n impar tales que lim —= =

z—oo "
lim f@) = 0. Calcular lim (z"+ f(x))y lim (z"+ f(x)), y deducir que existe 29 € R con f(z¢) = (—xzo)".
r——00

r——00 I T—00
Solucion: Sea g(z) = 2™ + f(z). Escribiendo g(z) = 2™ (1 + f(z)/zn) para x # 0, es obvio que
lim g(z) = llingox"(l + f(x)/xn) = 00,

r—00
ya que
limo" =00y lim (1+f(@)/m) =1>0.
De la misma forma se deduce que hm g( ) = —oo pues, por ser n impar, lim z" = —oc.

r——00
Por ser g continua, la propledad de Darboux asegura que su imagen es un intervalo, y los valores de los

limites anteriores muestran que g(R) = R. En particular, ha de existir 2o € R tal que g(zg) = 0, es decir,
f(zo) = =z = (—z0)™ (la dltima igualdad se debe de nuevo a que n es impar).

1
si x> 0. Ademés, se
1+ a2
sabe que f(1) =1y f/(1) = 2. Obtener un valor aproximado para f(3/2) y estimar el error cometido.

4.- Una cierta funcién f : (0,00) — R tiene la propiedad de que |f”(z)| <

Solucion: El teorema de Taylor asegura que para z € (0, 00) existe un punto £ entre 1 y = tal que

F@) = FO) + F ) @ =1+ 5 PO -1 =142 1)+ 2 [ (€ 1)

Esto sugiere tomar, para x préximo a 1, g(z) = 142 (z — 1) como valor aproximado de f(z), con lo que el error
cometido es

1
1)~ g@)| = 2 |7/ (@~ 1>
En particular, para x = 3/2 glx)y=1+2 (3/2 — 1) =2 y el error cometido se puede acotar por

Z < = E——
|_81+§2_81+12 16’

vaque 1 <& <3/9.
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5.- Si f f > V14 t2dt, y g(x) = e, probar que la funcién compuesta h = f o g es derivable en R y
calcular /(0 )

Solucién: Puesto que la funcién ¢ +— /1 + ¢2 es continua en R, el teorema fundamental del calculo, junto con
-2
la regla de la cadena garantizan que f(x) VI t2dt — foi V1 +t2dt es derivable y que

) =1+(22)22— \/1—1—(x2)22x:2\/1+4x2—2x\/1+x4.

Es de sobra conocido que la funcién exponencial es derivable y que coincide con su derivada, de manera que,
aplicando de nuevo la regla de la cadena, se deduce la derivabilidad de h = f o g en todo R. Ademas

h'(O):f'(g(O))g'(O):(2 T+ 4(0)2 — 260 /11 (e0) )e —2V5-22.

Otra solucién puede ser la siguiente. Observemos que

h(z) = f((9(z)) = . V1+t2dt, zeR.

Como en el parrafo anterior, la combinacién del teorema fundamental del calculo y de la regla de la cadena nos
permite concluir que h es derivable en R y que su derivada vale

R'(z) = 2e"\/1 + 42 — 2*"\/1 +et*,  z € R.
Evaluando en z = 0 se tiene que '(0) = 2v/5 — 2v/2.

(@ +y')/y siz#0,

6.- Sea f:R? — R la funcién definida por f(z,y) = { (Es f continua en (0,0)?

0 six =0.
Solucion: No. A pesar de que el limite a través de cada recta que pasa por (0,0) existe y vale 0 = f(0,0), a
través de otros subespacios no sucede lo mismo: por ejemplo, si B = {(z,y) : z = y*}, el limite de f en (0,0) a

lo largo de B es
lim  f(x )—an—hm(”H)—l#o
w00 ) Y T T yo0 '

=y

7.- Estudiar si la funcién f(z,y) = y® + sen(xy) presenta un extremo relativo en el punto (0,0).

Solucidén: La funcién f no presenta ningin extremo relativo en (0,0). La forma mds sencilla de probarlo es
observar que en cualquier entorno del origen hay puntos de la forma (0,y) (digase, con |y| < €) y para ellos se
tiene que:

x si y >0, entonces f(0,y) =y> > 0= f(0,0),

* si y <0, entonces f(0,y) =y> < 0= f(0,0).

Nota: No obstante se puede hacer un estudio sistematico, como sugiere la teoria de extremos relativos:
1. Vf(0,0) = (ycos(zy),3y* + z cos(zy)) = (0,0), es decir, (0,0) es un punto critico de f.

|(z.9)=(0,0)
2. Hf(0,0) = —y” sen(zy) cos(wy) — zy cos(xy) — (V1 matriz cuyos autoval-
' ’ cos(zy) — zy cos(zy) 6y — 2% sen(zy) |(¢ D)=(0.0) 1 0)

ores son 1 y —1, por lo que la forma cuadritica asociada es indefinida, y el punto critico (0,0) es en
realidad un punto de silla.

8.- Probar que la aplicacién f(z,y) = (22 — sen(z) — y,y — €®) tiene inversa diferenciable en un entorno
del punto (0,0). ;Cuénto vale el jacobiano de f~! en el punto f(0,0)?

Solucion: La aplicacién f es de clase C*> en R2, pues las funciones polinémicas, trigonométricas y exponencial
son indefinidamente derivables en R. La matriz jacobiana de f en (0,0) es

(230—(:05(30) —1> _(—1 —1>
¢ U @w=00 \71 1

cuyo determinante es —2 # 0; por tanto, la respuesta a la primera parte es consecuencia directa del teorema de
las funciones inversas.

Por otro lado (puesto que (f~1)(f(z))o f'(x) = Idg2) se tiene que Jf~1(f(0))df(0) = 1, de donde se
. ) 1 1
sigue que Jf~'(f(0)) = O
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PROBLEMAS (Tiempo: 2:15)

A. Seaa > 1. Dado un valor 21 > 0 se define por recurrencia la sucesién {z,}22 ; mediante la relacién
Tn

— . n>1

o+ x;

a) Probar que la sucesién {z,,}22; es de términos positivos y monétona. 6 ps.

LTn+1 =

b) Estudiar la convergencia de {z,}5%; y, en caso de converger, calcular el valor del limite. 5 ps.

o o 2 o
. ’ . xn n
¢) Determinar el cardcter de las series Z Ty, Z m y Z(—l) T 9 ps.
n=1 n=1 n=1
Solucion:
Tn
a) Supuesto que z, > 0, y dado que a + 22 > o > 0, también ha de ser z,,11 = > 0. Habida

a—+zx 2
cuenta de que z1 > 0 por hipédtesis, el principio de induccién garantiza que z,, > 0 para cada n E N.
Después, de la relacion de recurrencia se sigue que

Tn+1 - 1 1

- 2
Tp a+x; o
lo que prueba que la sucesién {z,}32 ;| es estrictamente decreciente.

b) La convergencia de la sucesién {z,}52, estd garantizada por ser mondtona decreciente y acotada
inferiormente (por 0). En cuanto a su limite, que denotaremos por ¢, haciendo uso de nuevo de la férmula de
recurrencia debe suceder que

T, J4

E—nhm xn+1—n11m ot :oz—l—fQ'

Puesto que a + £2 > a > 1, la ecuacién £ = f/(a + ¢2) s6lo admite la solucién £ = 0; éste ha de ser, necesaria-
mente, el limite de {z,}52,.

2
c) Las series Z Tn Y Z —"302 son de términos positivos, por lo que es licito aplicar los criterios de
=1 n=1 n
comparacién en el estud10 de su convergencia: En cuanto a la primera,
$n+ 1 1

lim =lm ——=—<1
n—o0 Iy n—»ccoz—i—x «

2

y el criterio del cociente garantiza su convergencia. Para la segunda, si ponemos a,, = L 5> se tiene que

a+x;
2 2 2
. Op41 . a+x, Tiq . Ty 1
lim —* — lim — "; = lim "; =— <1,
n—0oo @, n—oo + Ty T n—oo Ty ]

y de nuevo el criterio del cociente asegura su convergencia (también se podria haber comparado con la primera

serie, ya que @y, = TnTnt1 y 1im a/n/x = 1im 0 Tyl = 0, o bien aplicar los criterios de Abel o Dirichlet).
Finalmente, puesto que la serie Z |(—1)"an| = Z x, es convergente, la serie Z (=1)"x,, es absoluta-
n= n= n=1

mente convergente y, por tanto, convergente (se puede aphcar también el criterio de Leibnitz, ya que se trata
de una serie alternada y la sucesion de valores absolutos de los términos decrece hacia 0, segin se ha probado
en los dos apartados anteriores).

B. Dado el nimero real a > 0, se considera la funcién f dada por f(x) = e® — cos(x) —log(1 + ax).

a) Calcular el desarrollo limitado de f de orden 4 en zy = 0. 4 ps.

b) ;Para qué valores de los pardmetros a y b el limite }1_% zbf () existe y es finito? 6 ps.
. . ) . < f(=)

¢) Determinar para qué valores del pardmetro a es convergente la integral / EpeER 10 ps.
0 X €

Solucion:
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a) Teniendo en cuenta los siguientes desarrollos de Taylor en 29 =0

1 1 1 1 1
v _q Lo Lt 3 1 4 4 _ 42t 4
e taotow +6x ot + o(x*), cos(x) toat - + o(z"),
2 3 4
—10g(1+ax)=—ax+a—x2—a—x3+a—x4+o(x4),
2 3 4
es inmediato que
2 1 3 4
f(x):(1—a)30+(1+%)3€2+(6—%)3034-%3044-0(304) en xg=0.

b) Recordemos que el comportamiento en zy de una funcién viene determinado por el primer término no
nulo de sus desarrollos limitados en dicho punto. Segun lo obtenido en el apartado anterior se deduce que:
1. Si a # 1, para que el limite
lim 2°f(z) = lim (2°(1 — @)z + 2°0(x)) = lim ((1 — a) 2"** + o(2"™)) = lim (1 — a) 2"
x—0 x—0 x—0 x—0
exista y sea finito, necesariamente tiene que ser b+ 1 > 0, es decir b > —1 (concretamente, el limite
esl—asib=—-1y0sib>—-1).
2. Si a =1, para que que exista y sea finito este limite

2
im 20 5 b a)2 b 2):- (§ b+2 b+2):- 3 bio

debe suceder obligatoriamente que b+2 > 0, esto es, b > —2 (el limitees 3/osib= -2y 0si b > —2).

c) A la vista del intervalo de integracién y del integrando se hace necesario estudiar por separado el
comportamiento asintético de esta funcién cuando z tiende a 0 y cuando x tiende a oo.
Comencemos por lo segundo. Resulta que
f(x) .er . cos(z)

) . log(1+ ax)
lim — = lim — — lim 55— — lim ———~+
r—00 € T—00 € rxr—o0 € x—00 e

:0,

asi que la funcién que es continua en R, estd acotada en cualquier intervalo de la forma [, c0) con v > 0.

3;2 b
Por ejemplo, si M es tal que

|J;(f2)| <M paracada z>1
entonces M
chf/iil < ﬁ para cada x >1
(o)
y puesto que la integral impropia / T dx es convergente (ver la tabla de funciones test), en virtud del
. L @)
criterio de comparacién, también lo es 5y a7
1 xr72e”
. bof(x) . )
Para el estudio de | Ther? dz haremos uso de lo obtenido en el apartado anterior:

1. Si a # 1, se tiene que el limite
. f(x) . 5
« _ « 2
thm T e mhr& x f(x)

es finito s6lo si @« —9/9+1 > 0, es decir o > 3/2, de hecho, para o = 3/9 el limite vale 1 —a # 0. La
existencia de este limite garantiza, primero, que el integrando tiene signo constante en un intervalo
de la forma (0,¢), por lo que es aplicable el criterio de comparacién, que afirma que las integrales

) . bof(x) Yde . , )
impropias dry —— tienen el mismo cardcter, es decir, no son convergentes.
0 x5/2@3’32 0 x3/2

2. Sia=1, el limite

. f(z) . .y
« — « 2
Ahrg x et Ah%l T f(z)

es finito si @ — 5/9 +2 > 0, es decir, a > 1/9. Razonando como antes, tomando ahora a = 1/9, se

1 1

x x

deduce que las integrales ( )2 dx y —— tienen el mismo cardcter; puesto que la segunda
0 x2e” 0 VT

converge, también lo hace la primera.

Resumiendo, la integral impropia propuesta converge si, y sélo si a = 1.
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C. Se considera la ecuacién x® + 5 + z2 + yz — cos(z) = 1.

a) Probar que la ecuacién define a z como funcién implicita z = f(z,y), de clase C*°, en un entorno

abierto D del punto (1,1), con f(1,1) =0. 5 ps.

b) Determinar dos vectores linealmente independientes y tangentes al grafo de la funcién f en el

punto Py = (1,1,0). 15 ps.
Solucion:

a) Consideremos la funcién F : R® — R definida por
F(x,y,2) = 2° + 4% + 22 4+ yz — cos(z) — 1.
La funcién F es de clase C* en R3, F(1,1,0)=0y
oF
0z
Entonces del teorema de las funciones implicitas se sigue que existen un entorno abierto U C R? de (xg,yo) =
(1,1), un entorno abierto V'.C R de zp = 0, y una funcién f : U — V de clase C* (por serlo F') tales que

fA,1) =0y

(1,1,0) = (30 +y+ sen(z)) |(1,1,0) =2

F(x,y, f(x,y)) =0 para todo (z,y) € U,
0, lo que es lo mismo,

28+ b af(x,y) +yf(e,y) — cos(f(x,y)) =1 para todo (z,y) € U. (1)

b) Como se menciona en la observacién 1.11 del tema 10, dos vectores linealmente independientes y
tangentes al grafo de la funcién f en el punto Py = (1, 1,0) vienen dados por

(1 0, gf(l 1)) y (0,1 gi(l 1))

De modo que el problema se reduce al célculo de las derivadas parciales de f en el punto (1,1).
Derivando los dos términos de la igualdad dada en (1), primero respecto de la variable x y luego respecto
de la variable y, se deduce que

of of of
5 =
60° + £(2,9) + 251 (2,0) + 45 (2,) + sen(f(,9) o 0) =0,
Gy + x—gi (z,y) + f(z,y) + y—gi (z,y) +sen(f(z,y)) _gf( y) =0.
Al evaluar en (z,y) = (1,1), puesto que f(1,1) = 0, obtenemos que
of
2 —(1,1
6 + D (1,1) =0,
of
2 —(1,1
6 + ay( ) =0,
luego
of of
~Z(1,1)=-3 =(1,1) = -3.
830( 1) ay( 1)
En conclusién, v; = (1,0,-3) y (0,1 , 3) son dos vectores linealmente independientes y tangentes

al grafo de la funcién f en el punto PO = ( 1,0

Nota: Si se pretende utilizar para resolver el problema el plano tangente al grafo de la funcién f en el
punto Py = (1,1,0), cuya ecuacién es

_o. 9 .Y _
Z—O—i—ax(l,l)(x 1)+8y(1’1)(y 1)

=-3(x—-1)-3(y—-1),

es importante no confundir vectores tangentes a la gréfica con puntos que satisfacen la ecuacién del plano
tangente. Asi, por ejemplo, Q1 = (0,0,6) y Q2 = (0,2,0) son dos puntos del plano tangente, mientras que
u; = PyQ1 = (—1,-1,6) y ug = PyQ2 = (—1,1,0) son dos vectores (linealmente independientes) tangentes al
grafo de la funcién f en el punto Py = (1,1,0).

(2)
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Soluciones del examen realizado en Septiembre de 2004
CUESTIONES (Tiempo 1:30; 6 puntos cada cuestién)
1.- Sean a, b, ¢ tres nimeros reales estrictamente positivos. Dar una condicién necesaria y suficiente sobre

1
an+b

’ . c
tales numeros para que la serie E ( — —) sea Convergente.
n
n=1

Solucion: Denotemos por a,, el término general de la serie, es decir,

1 ¢ mn—clan+b) (1 —ac)n—be
an = _ = = , neN.
an+b n (an + b)n (an+b)n
Distinguiremos dos casos:
. —bc . L. .
(i) ac = 1. En este caso, a, = ————, n € N, y se trata de una serie de términos negativos, por tanto,
(an + b)n
1
podemos aplicarle los criterios de comparacion. Puesto que la serie Z — es convergente y el limite
n=1 n
an —ben? —bc
lim = lim —— = —
n—oo 1/n n—o00 (an +b)n a

existe y es finito, podemos concluir que la serie Z a, es también convergente.
n=1
(ii) ac # 1. Observemos que en este caso no es sencillo, a priori, determinar el signo de los términos de la

> 1
serie. Sin embargo, vamos a comparar nuestra serie con la serie arménica Y — justificando después la
n=1"M

validez de la comparacién. En efecto, el limite
(1—acjp —bc 1—ac

Gn, .
lim — = lim =
n—oo 1/ n—oo an+b a

existe y es no nulo. Al ser el limite distinto de cero, podemos garantizar que a partir de uno determinado,
todos los términos de la serie tienen signo constante (el mismo que el del limite) y, en consecuencia,
[ee] (o]

podemos aplicar los criterios de comparacién y concluir que las dos series, >, —y Y. ap, tienen el mismo
n=17 n=1

o0
cardcer, es decir, que la serie ) a, no es convergente.
n=1
12 3% 43 (n+1)" (k+1)k
2.- Hallar el hmltenh—g;oﬁ(I—‘_?—‘_?)_Q—i_“'—i_W):n_@onQ ST

Solucion: Obviamente se trata del tipico ejercicio de aplicacion del criterio de Stolz. En efecto, si escribimos

2 32 43 )™
I (n+7) bn:n, TLEN,

ottt

32 nn—1 ’

a
se trata de calcular un limite del tipo lim b—", donde la sucesién {b,, }52; = {n?}52, es estrictamente creciente
n—o0 Op

. . . . Gn,
existe, también existe lim 7 y ambos

a —a
y tiende hacia infinito. Por lo tanto, si el limite lim ol Tn
n—oo n

n—00 Op41 — On

coinciden. En este caso,

"il (k? + 1)k/k,k—1 — i (kj + 1)k/k,k—1

lim dnt1l 7 an _ lim k=1
n—oo byy1 — by n—00 (n + 1)2
) (n+2)n+1/(n+1)" . n+2\*"n+2 . 1 \»n+2 e
= lim = lim (—) = lim (1 + ) = —.
n—oo 2n +1 n—oo\n+1/ 2n+1 n—oo n+1/ 2n+1 2

3.- Probar que la ecuacién z* + 2z — 5 = 0 tiene una tinica solucién en el intervalo [0, 2].

Solucién: Se trata de probar que la funcién f(z) = z* + 2z — 5 tiene una tnica rafz en [0,2]. Es claro
que f es una funcién de clase C*° en R (es un polinomio). En particular, f es continua en [0,2] y como
f(0) = =5 <0< 15 = f(2), en virtud del teorema de Bolzano, podemos asegurar que existe al menos un punto

c € (0,2) tal que f(¢) = 0. Ademés, como f es derivable y su derivada es
fl(x) =42 +2, zeR,
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se tiene que f'(x) > 2 > 0 si x € [0,2]; por lo tanto, f es estrictamente creciente en el intervalo [0, 2] y, por
consiguiente, f es inyectiva en [0, 2], luego sélo puede alcanzar cada valor (en particular el cero) a lo sumo en
un punto.

4.- Estudiar si son equivalentes en xo = 0 las funciones f(z) = e?* —e® y g(z) = sen(2x) — sen(x) .
Solucidn: Puesto que f(x) # 0 si 2 # 0, lo mds sencillo es comprobar si el limite 1ir% M vale 1. Para hacer
r— €T

el calculo podemos seguir varias vias, todas validas: aplicar la regla de I’Hopital, aplicar desarrollos limitados
o utilizar equivalencias. Aqui se seguird la tercera opcién: puesto que

fla) =e* —e" =€"(e" — 1) ~ e'a,
g(z) = sen(2z) — sen(z) = sen(x)(2cos(z) — 1) ~o z(2cos(z) — 1),
tenemos que

i — lim sen(Qx? - sgn(x) — lim z(2 COS@) —1) — lim 2COS($) -1 _ 2cos(0) — 1 _
z—0 f(x) z—0 e2r — e z—0 ety z—0 er el

i @) 1

Por tanto, f ~¢ g.

2004

5.- Demostrar que la integral impropia ffooo T sen(ac)e_l‘2 dx es convergente.

_ 2
— $2004 T

Solucidn: Puesto que la funcién f(z) sen(x)e es continua en (—oo, 00), es localmente integrable y
tiene sentido hablar de su integral impropia en ese intervalo. Por otra parte, como no parece sencillo encontrar
una primitiva de f, parece razonable intentar aplicar los criterios de comparacién. Pero es claro que la funcién
seno provoca que f no tenga signo constante, lo que nos motiva a estudiar su convergencia absoluta. Acotemos:

|f(z)| < £2004p—2" _ g(x), zeR.
Si la integral impropia ffooo g(x) dz es convergente, entonces es absolutamente convergente la integral impropia
ffooo 22004 sen(ac)e_l‘2 dx. Notemos que g es par, de modo que basta estudiar la convergencia de la integral
impropia fo_koo g(z) dx.

Para garantizar la convergencia de esta iltima integral bastaria con hacer referencia a la tabla de funciones
test; otra posiblidad es compararla con otra aun mas sencilla como, por ejemplo, fl_koo 1/,2 dz. En efecto,
g(x)

2
lim =2 = lim 229%™ =0 e R.
2500 1/302 2500

6.- Sea f:R? — R? dada por f(x,y) = (e%,2r —y). Si g:R? — R es una funcién derivable tal que
0 0 h oh
a—z(u,v) =, a—g(u,v) = u, (u,v) € R? calcular las derivadas parciales, %(x,y) y a—y(x,y), de la funcién

compuesta h = go f.

Solucion: La respuesta consiste en la simple aplicacion de la regla de la cadena. Como es habitual, abu-
sando de la notacién y confundiendo variables con componentes, si escribimos f(z,y) = ( filz,y), fo(x, y)) =
(u(x, y), v(z, y)), entonces u(z,y) = e* y v(z,y) = 2z — y; la regla de derivacién citada establece que

B) B) B B) ) N
a_Z(xay) = G_Z(f(xay))ﬁ(xay) + a_z(f(xay))é(xay) = ’U(.ﬁ,y) -e” -‘rU(.ﬁ,g) <23
oh B) B B) B
oy (59 = 5, (F@n) 5@ w) + 5H(F @) 5@ 0) = o(e,y) -0+ ule,y) - (-1).
En conclusién o o
%(x,y) = (2 —y)e" +2e" = (2 —y+2)e” ¥y a_y( y) = —e”

7.- Se considera la ecuacién e* + (22 +y?)z = 1. Probar que define implicitamente una tnica funcién
z = z(x,y) en un entorno de (0,0), con z(0,0) =

Solucion: La respuesta consiste simplemente en verificar las hipétesis del teorema de las funciones implicitas.
En efecto: consideremos la funcién f(x,y,2) = €* + (22 + y?)z — 1 que estd bien definida en todo R3.
1. La funcién f es de clase C! en un entorno de (o, 4o, 20) = (0,0,0), de hecho es de clase C* en todo
R3 pues asf son los polinomios (en particular (22 + y?)z — 1), la composicién de funciones de clase
C* (la exponencial lo es), y la suma de tales funciones.
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2. £(0,0,0)=¢e"4+0-1=0
of 2, 2
3. 0,0,0 e +z° 4+ =1+#0.
0z 2: 000 = ( V) (2.y.2)=(0,0,0) 7
El citado teorema garantiza que, en estas condiciones, existen un entorno V de (29, yo) = (0,0) € R?, un entorno
U de zp = 0 € R y una funcién ¢: V — U tal que para cada (x,y) € V se tiene que z = ¢(z,y) es el inico punto
de U que satisface f(x, y, o(x, y)) =0.

PROBLEMAS (Tiempo: 2:15)

1. Paracadap >0y n € N consideremos la funcién f, , definida por f, ,(z) = log(p"z —n —p).

a) Determinar el dominio de la funcién f, , y probar que la ecuacién f, ,(z) = 0 tiene un tnica
solucién, que denotaremos por «, ,, en dicho dominio. Obtener explicitamente dicha solucién a, ,
en funcién de los parametros p y n. 7 ps.

(oo}
b) Determinar para qué valores de p > 0 la serie > o, €s convergente y probar que, en ese caso,
n 1

P4+p—1
—1)2

c¢) Obtener el inferior de las sumas, inf S(p), para 1os valores de p obtenidos en el apartado anterior.

;Se alcanza ese inferior para algun valor de p? 7 ps.

el correspondiente valor de su suma es S(p) = 7 ps.

Solucion:

a) El logaritmo (natural) sélo admite argumentos positivos. Por tanto, el dominio de f,, , serd el conjunto
n+p

pn

de los « € R tales que p"xz —n —p > 0, desigualdad que, por ser p > 0 y n € N, es equivalente a x >

Asi pues, para cada p > 0y n € N, el dominio de definicién de f, j, es el intervalo ((n +p)/pn, oo).
Puesto que log(x) =0siy sélosi z =1,
l+n+p
faplx)=0 < plz—n-p=1 & zx= T = Qpp.
Maés atn, puesto que f, , es de clase C* en su dominio de definicién, siendo su derivada

p
In®) =

" n
> (0 para cada x € (ﬂ,oo> ,
pn

la funcién f, , es estrictamente creciente en dicho dominio y puede tomar cada valor a lo mas una vez. Por
tanto, ., , es la Unica solucién de la ecuacién f,, ,(x) = 0.
» Xn,p P

.o X 1+n+p s _ . o ,
b) Laserie Y anp= > ——,— es aritmetico-geometrica, y converge si y sélo si la razém r = 1/p es
n=1 n=1 p

menor que 1, esto es, cuando p > 1. Para calcular su suma utilizamos el método expuesto en el ejercicio 24 del
tema Series Numéricas: Para cada p > 1y k € N, la suma parcial k-ésima de la serie es

k
2+ 3+ 1+k+

Multiplicamos por la razén 1/p y obtenemos

b= + .
p P p? p? phtl

k
1 1 24 3+ 1+k+
—Sk(p)zz o = p p+ p
n=1

Al restar ambas expresiones llegamos a
1 1+k+p

() stz L Lok

1 1@LJ@H1
o W

S(p): p 2+p 1/p2—1/pk+1_1+k3+p :2+p 1—1/pk—1_1+k+p
g p—1 P 1_1/p pht1

k
Tras calcular la suma geométrica que aparece, Z , podemos despejar Sk (p):

p—1+ (p—12  (p—1)pk
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Finalmente, la suma total S(p) es el limite de la sucesién de sumas parciales:

2 L—1/pk=1 1 4k
S@)=1m1&Mﬂ=1m1< P 1 +p> -

k—o0 k—oo \p—1 (p—1)2 (p—1)pk
_ 2+p+ 1 _ p?4+p—1
p—1 (p—1) (p—1)2 "

¢) La funcién suma S(p) es de clase C* en el dominio de convergencia (p > 1) y su derivada es

-3 1
S'(p) = pi-i-g <0 para cada p € (1,0).
(p—1)
Por tanto, S(p) es estrictamente decreciente en (1,00) y su inferior es entonces i(nf )S (p) = lim S(p) =1.
pe(l,00 p—oo

Obviamente, dicho inferior no se alcanza en ningin p € (1,00), por ser S(p) estrictamente monétona en este
intervalo.

2. Para cada t > 1 se considera la parabola Py, grafica de un polinomio de segundo grado, que pasa
por los puntos (0,0), (1,1) y (¢,0).

a) Demostrar que el drea del recinto limitado en el primer cuadrante del plano por la pardbola P;

P 9
es igual a = - . S.
8 6t—1 b
. . . . . . e sen(at)
b) Determinar, en funcién de «, el cardcter de la integral impropia A(t) T dt. 10 ps.
1
Solucion:
a) Escribimos la ecuacién de la parabola P, como Pi(z) = ax? + bz + ¢, cuyos coeficientes a,b y ¢

dependeran obviamente del valor de ¢ > 1 considerado. Para que dicha pardbola pase por los puntos dados, se
han de cumplir las siguientes condiciones:

P(0)=c=0, P(l)=a+b=1, y P(t)=at’+bt=0.

Resolviendo estas ecuaciones lineales, se obtiene la siguiente expresion:
-1 5, t
=——2=x —x.
t—1 * t—1
El valor del area que delimita esta pardbola en el primer cuadrante queda determinado por la integral de la
funcién en el intervalo [0, ¢]. Aplicando la regla de Barrow,

K -1 a3 t a2y e=t —t3 3 1 ¢
A = | P@dr=(—"+ ——=2)[ = = —
) A W dr =3 3 1 2o T30 T20-D 6i-1

Pt($)

b) Para estudiar el cardcter de la integral impropia

/ Alt) sen(at) dtz/ 1 7 sen(at) gt — _/ sen(at) it
) 4 L 6t—1 6/, tt-1

sen(at
consideramos la funcién f(t) = (ort) , que estd definida y es continua en el intervalo abierto (1,00), y es

Ct(t—-1)
por lo tanto localmente integrable en dicho intervalo.
De acuerdo con los resultados estudiados relativos a integracién impropia, fijemos un valor arbitrario ¢ > 1

y estudiemos el caracter de las dos integrales impropias siguientes:

/ sen(at) it . / sen(at) it
1 c

t(t—1) t(t—1)
Comenzamos estudiando la segunda. Podemos acotar
1
sawaw‘g —ol),  i>e
tt—1)1 = t(t—1)
2
Puesto que tlim m =1, la integral ffo g(t) dt tiene el mismo cardcter que ffo dt/;2, que es convergente.
—00 —

Por el criterio de comparaciéon por mayoracién ffo f(t)dt converge absolutamente para cualquier valor del
parametro, y en particular converge.
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En cuanto a la primera integral, distinguimos los casos en que sen(a) = 0 y sen(a) # 0. Si sen(«a) = 0,
basta aplicar la regla de ’'Hopital para obtener que existe
sen(act acos(at
im sen(at) = lim acos(at) = acos(a).
t—1tt(t—1) -1+ 2t—1
Esto significa que la funcién f(t) se puede prolongar con continuidad al intervalo [1, ¢], trantdndose entonces de
una integral convergente. Ahora bien, si sen(a) # 0, entonces

lim 7f(t) = lim Ln(at)

ot VP = lim —— = sen(a) # 0.

En este caso la funcién f(t) mantiene el signo constante (e igual al de sen(«)) en un intervalo (1, 6), y el criterio
de comparacién por cociente para funciones de signo constante nos permite garantizar que el caricter de la
integral ff f(t) dt es el mismo que el de ff dt/(t —1); es decir, se trata de una integral no convergente.

Resumiendo, la integral converge si, y s6lo si, sen(a) = 0, es decir, si, y sélo si, « = n7 para algin n € Z.

3.
a) Calcular el polinomio de Taylor de orden 2 en el punto (0,0) de la funcién
f(z,y) = cos(zy) + sen(z? + y) . 9 ps.
2 S 2
b) Calcular el siguiente limite: lim cos(zy) + sen(302 i y2) y— < 9 ps.
(z,y)—(0,0) e +y
Solucion:

a) No cabe duda de que la funcién f es de clase C* en todo R?, asf que admite desarrollos de Taylor de
cualquier orden en cualquier punto. Para calcular el solicitado se puede proceder a determinar sus coeficientes
por derivacién sucesiva:

af af 10%f

0*f
_ 4 -2 J 2 v J 2
10,0) 4+ 50,00+ 220,00y + 3 55(0,0) 2" + 550,02y + 5 550,057,

pero también se puede recurrir a los desarrollos de funciones conocidas, y de paso encauzar la respuesta al
segundo apartado; procederemos de esta segunda forma. Se tiene que

t2 2

t t3
cos(t):1—§+...=1—§+5(t)t2 y sen(t):t—g—i—...:t—i—é(t)tQ

siendo %ir% e(t) = %ir% §(t) = 0 (en la notacién de Landau las funciones e(t) t? y 6(¢) t2 son o(t?)).

Por otro lado |z| < a2+ 4?2 = ||(z,y)]| v también |y|] < /22442 = ||(z,v)|, de manera que
lzy| < 22 +y? = ||(z,y)||?, o si se prefiere zy = O(||(x,y)||?). Del mismo modo, en un entorno del origen (basta

con que |z| < 1) podemos establecer que |22+ y| < |z| + |y| < 2||(z, )], esto es, |2 +y| = O(||(z,y)||). Segiin
lo anterior

10%f

2,2

2

cos(xy) +sen(z” +y) =1 - +e(zy) 2y + (2 +y) +0(2* + y) (2% + y)?

y teniendo en cuenta que xy y x2 + y tienden a 0 cuando (z,y) tiende hacia (0, 0), por lo que

b TVt e(ey) 2?0 +y) (¢ y)?
(2,9)—(0,0) z? +y?

0,

podemos escribir
cos(zy) + sen(z® +y) = 1+y +2° + o(|[(z,y)|*) -

Para concluir basta recordar (ver lema 2.10 del tema 10) que el polinomio de Taylor de orden 2 de f en el punto
(0,0) es el tnico polinomio P de grado 2 que verifica f(z,y) — P(z,y) = o(||(x,9)||*) en el citado punto, es
decir, el polinomio buscado no puede ser otro que P(z,y) =1+ y + z2.

b) La respuesta ya ha sido dada arriba, pues la expresiéon f(z,y) — P(x,y) = o(||(x,y)||?) significa pre-
cisamente que

— P 2 _ 1 _ _ 2
0= lim f(z,y) (Qx,y) — lim cos(zy) +S€n(302 +92) y—a”
(z,y)—(0,0) |(z, )l (z,9)—(0,0) z2+y
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Soluciones del examen realizado en Febrero de 2005

CUESTIONES (Tiempo 1:30; 6 puntos cada cuestién)

1.- Se supone que la sucesién de nitimeros reales positivos {a,}52; es tal que lim na, = 1. Calcular

n—oo
. n
lim n+/aias---a,.

n—00

Solucion: Sea L el limite pedido. Por ser n \/aiaz---an > 0 para todo n € N, podemos tomar logaritmos y

| |  nlog(n) + S, log(a)
log(L) = nlirrgo log (n{/aras -+ a,) = lim = lim :

n— oo n n— oo n

log (n"ajas - - ay)

La sucesién {n}52; que aparece en el denominador de la ltima expresién es creciente y tiende hacia oo cuando
n — oo; podemos entonces aplicar el criterio de Stolz para obtener

(n+ 1log(n +1) + 3737 log(ar) — nlog(n) — 377, log(ax)

log(L) = nlLH(;lo 1) —n
: . n+1\"
= lim ((n+1)log(n+ 1)+ log(ant1) —nlog(n)) = lim log ((—) (n+1) an+1) =1,
n—oo n—oo n

va que lim log((n + 1)an+1) = lim log(na,) =log(1) = 0. Asi, L =e! =e.
n—oo n—oo

Nota: Otra solucién maés rapida, pero que en el fondo consiste también en la aplicacién del criterio de
. e n n n , . .z
Stolz, consiste en escribir n y/aias ---a, = n"aias---a, = /T, ; segun la propiedad 5.9.iii esta sucesién
) )
tiene el mismo limite, si existe, que

x n+ )" Majas---a n+1\n
ny1_ (n+1) 102 ntl _ ( + ) (n+ 1) ans1
T n"ajas - -an

— €.
n— o0

2.- Estudiar el cardcter de la serie > (=1)" n!

.- Estudiar el caracter de la serie .
1 G+1D)5B+2)---(5+n)

Solucion: Denotemos por a, al término general de la serie. No es dificil probar que la serie es alternada y que

{lan|}52; decrece hacia 0, lo que garantiza su convergencia segin el criterio de Leibnitz. Sin embargo es mds

sencillo probar la convergencia absoluta de esta serie:

|@ng1] _nt 1
|an| n+6"

(C2)

Este cociente tiende hacia 1 cuando n tiende a oo y el correspondiente criterio no concluye, aunque si lo hace

el de Raabe; pero tampoco es esto necesario pues, con la terminologia y notacién de los apuntes del curso,
(o]

la expresiéon (C2) muestra que la serie Y |a,| es hipergeométrica con pardmetros o = 1, 3 =1y v = 6.

n=1
Puesto que v > a + [ la convergencia de esta serie estda garantizada, es decir la serie del enunciado converge

absolutamente y, en consecuencia, es también convergente.

15+ cos (T/3)

1
3.- Demostrar que B < /0 10+ 23

3
dz < 2.
T>5%

Solucion: Es obvio que la funcién integrando, que llamaremos f, es continua en [0,1]. Por otra parte, para
0 <z <1 se tiene que
5 11 1
10<1042° <11 y ?=5+§=5+cos(ﬂ/3)§5+cos(ﬂ$/3)§5+cos(0)=6;
las dltimas desigualdades son consecuencia del cardcter decreciente del coseno en el intervalo [0, 7/3]. Asi pues
11
L_Uh gy dFcos(ma/s) 6 3
2 11 10 + 23 10 5

para todo x € [0,1]. Ahora la consecuencia es inmediata de la propiedad de monotonia de la integral,
1 ! ! 13 3
_:/ —de/ f(x)dxg/ —dr=—.

4.- Sea f:R? — R tal que f(1,2) =4 y 1inif(x,x+ 1) = 4. Probar que si existe ( %m% )f(x,y)
= z,y)—(1,2

entonces f es continua en el punto (1,2).
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Solucion: El limite hrn1 f(z,z 4+ 1) es el limite de f cuando (z,y) — (1,2) a lo largo de la recta de ecuacién

y =+ 1. Segtn el teorema 4.5 del tema 9 este limite debe ser igual a ( 1)1n% ) f(z,y); pero entonces
z,y)—(1,2

flz,y) =4=f(1,2),

lim
(@,y)—(1,2)

propiedad equivalente a la continuidad de f en el punto (1,2) segin la proposicién 5.2 del mismo tema.

5.- Sean f:R? — Ry g: R — R diferenciables. Se define h: R? — R mediante h(z,y) = f(z+g(y), g(zy)) .
oh
Calcular la derivada parcial 50 & funcién de las derivadas de f y de g.
Y
Solucion: Sea ¢p:R* — R? la aplicacién definida por ¢(z,y) = (u(z,y),v(z,y)) = (z + g(y), g(zy)). Obvia-
mente ¢ es diferenciable y
ou ov
Dou(w,y) =5 (@.y) =g'(w) vy Davlw,y) =5 (,y) =2g'(ry).

Entonces h = foy y la respuesta consiste en la simple aplicacién de la regla de la cadena

DQh(xa y) = D1f<(,0($, y))DQU’(xa y) + DQf((,O(.f, y))DQU(xa y) )
o con la notacion de Jacobi, permitiéndonos la licencia habitual de denotar igual a funciones y variables,
@ af af v af af

9 (z,y) = %(w(x,y)) Z—Z(x,y) + %(w(x,y)) a—y(x,y) = %(w(x,y)) g'(y) + %(w(x,y)) g (ry).

6.- Calcular el polinomio de Taylor de orden 2 de la funcién f(x,y) = 2? +xy—4y+2 en el punto (1, 1).

Solucién: Puesto que f es de clase C* en R? no hay més que aplicar la férmula de Taylor en el punto (1,1):

of of
= f(1,1 —(1,1 -1 —(1,1 -1
f@y) = FLD) + 50D =)+ L) - )
1Lf » 1 0%f ,, Of 2 2
- —=(1,1 -1 - —(1,1 -1 1,1 -1 -1 -1 -1
5 gD E =D 3 G L) - D+ (L) (e = D= 1) ol(z ~ 17 + (y - 1)),
de manera que sélo hay que calcular las derivadas correspondientes:
of of *f *f *f
- -9 . —r—4- —9. —-0- —
g (L Y) =28+ y; oy (wy) =z —4; F5(ry) =2; o (z,y) =0; axay(x,y) 1,

cuyos valores en el el punto (1,1) son 3, =3, 2, 0 y 1, respectivamente. Finalmente f(1,1) = 0 y resulta
flay) =3 -1)=3@y -+ -1+ @@-Dy-1)+o(z-1)*+(y - 1)%).
Nota: Podemos decir mas. Puesto que f es ya un polinomio de grado 2 ha de coincidir con sus polinomios
de Taylor de grado mayor o igual que 2 en cualquier punto, es decir, el correspondiente resto de Taylor, el

término de la forma o(||(x — 1,y — 1)||?), es idénticamente nulo. Esto da lugar a una segunda solucién que
consiste simplemente en escribir f en potencias de (z — 1) e (y — 1):

flay) =2 +2y—4dy+2=(z—-1+1)°+(@—-1+1)(y—1+1)—4(y—1+1)+2
=@-1)’4+2@-D+1+@-Dy-D+@-D+@-1)+1-4y—1)-4+2
=(@-1)°+@-Dy-1)+3@x—-1) -3y -1).

7.- Se considera en R? la curva interseccién del plano de ecuacién x —y + 2 = 1 y la superficie de ecuacién
2% — z = 1. Parametrizar el arco I' de esta curva de extremos (—1,—4,—2) y (1,0,0). Determinar todos los
vectores de médulo 1 en la direccién de la recta tangente a I' en el punto (0, -2, —1).

Solucion: De la ecuacién de la superficie obtenemos, despejando z, que los puntos de la curva satisfacen
z = 23 — 1. Si luego llevamos esta expresién a la ecuacién del plano y despejamos y se obtiene que y =
z+2z—1=x+ 2> — 2. Esto sugiere tomar x como pardmetro, es decir, construir la parametrizacién

y(t) = (t, 3+t —2,¢3—1).
Es evidente que y(—1) = (=1, —4,-2) y que (1) = (1,0,0), asi que el intervalo de parametrizacién de I" es
[—1,1] (si se toma ¢ en todo R se parametriza toda la curva interseccién de las dos superficies citadas). Por otro

lado, es inmediato que (0,—2,—1) = 4(0) y la recta tangente a la curva en dicho punto tiene la direccién del

vector v'(0) = (1, 3t2 41, 3t2) lomo = (1,1,0) = t. Los dos tinicos vectores de médulo 1 proporcionales a ¢ son
t

1 1 —t -1 -1
m- (7w v om ()
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PROBLEMAS (Tiempo: 2:15)

1. Paracadan € Nsea f,(z) =e*+n(z—1), z € [0,1].

a) Probar que la ecuacién f,(x) = 0 tiene una tnica solucién, que llamaremos x,, en el intervalo

[0,1]. 6 ps.
b) Comprobar que 11—z, =€""/, vy deducir que lim z, =1 yque lim n(l—xz,)=e. 4 ps.
n—oo n—oo

c¢) Probar que para todo n € N se tiene que n(z, — Tpt1) + e+t (e Pkt — 1) = 2,09 — 1 ¥y

deducir que la sucesién {x,}22 ; es creciente. 6 ps.
&)

d) Estudiar la convergencia y convergencia absoluta de la serie > (=1)"(1 — z,,) . 6 ps.
n=1

Solucion:

a) La funcién f, es de clase C* en R. Puesto que f) (x) =e” +n >0 para todo = € [0, 1], la funcién es
estrictamente creciente, y por lo tanto inyectiva, en dicho intervalo, lo que garantiza que se anulard a lo sumo
una vez en el mismo. Como f,(0) =1—ny f.(1) = e, es claro que si n = 1 la funcién f; se anula en 27 = 0,
mientras que si n > 1 se tiene que f,,(0) f»(1) < 0, y el teorema de Bolzano asegura que existe z, € (0,1) tal
que fn(xn) =0.

b) La igualdad f,(z,) = 0 consiste en e®™ + n (z, —1) =0, de donde €™ = —n(z, —1)=n(l—2x,) o
equivalentemente 1 — x,, = €*"/;,. Dado que 0 < x,, <1, y por la monotonia de la exponencial, es claro que

1 el emn el

=1 <=

n o n n n

y como las sucesiones de los extremos en las desigualdades anteriores convergen hacia 0, el criterio del Sandwich

permite afirmar que lim (1 —z,) = lim €™/, =0, de donde lim z,, =1y, en consecuencia,
n—oo n—oo n—oo

e
=—, n €N,
n

lim n(l —z,) = lim ™ =e' =e.
n—oo n—oo

c) Si se restan las relaciones e +n(x, —1) =0 y e*+ 4+ (n+ 1)(zp41 — 1) = 0 que definen z,, y
Zn41, Tespectivamente, se obtiene que n(z, — 1) — n(zp41 — 1) — zpy1 + 1 + € — e+t = 0, de donde se
deduce inmediatamente la igualdad pedida. Para deducir el crecimiento de {x,}52, razonemos por reduccién
al absurdo: si se supone que para algin n € N se tiene que x,, > x,1, entonces el miembro a la izquierda de
la igualdad probada serd claramente positivo, mientras que el de la derecha es negativo, lo que es absurdo.

Nota: Otra forma de probar el crecimiento es observar que
fo(@ng1) =€ +n(zp — 1) =" +(n+1)(@pt1 — 1)+ 1 —zpp1 =1 —2p41 >0,
lo que, teniendo en cuenta que f,(z,) =0 y el crecimiento estricto de f, en [0, 1], garantiza que x, < Tpn41.

d) Puesto que z, < 1, n € N, la serie es alternada. De los apartados b) y ¢) sabemos que la sucesién
{1 — z,}52, decrece hacia 0, por lo que el criterio de Leibnitz asegura que la serie converge. Por otra parte,

Dl A=) =) (1 —aa),

y el segundo limite obtenido en el apartado b) permite deducir la divergencia de esta serie, bien mediante el

o0

criterio de Pringsheim, bien mediante la comparacién con la serie arménica Y 1/, . Otra posibilidad es aplicar
n=1

el segundo criterio logaritmico, pues

g 080 =@0)) e ey
n—oo  log (log(n)) n—oo log (log(n))

2. Dado a € R se considera la funcién f(z) = e* —ax + log(x).

a) Calcular el desarrollo limitado de orden 2 de f en el punto z¢ = 1. 6 ps.
b) Determinar para qué valores de a la funcién f es positiva en (1, 00). 6 ps.
. . . . V-1
¢) Deducir que la integral impropia @) dx es convergente para cada a < e. 8 ps.
1 X

Solucion:
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a) La funcién f estd bien definida y es de clase C* en el intervalo (0, 00), asi que admite desarrollo limitado
de cualquier orden en cualquier punto de este intervalo, y es el correspondiente desarrollo de Taylor. Asi pues,
sblo hay que calcular las derivadas sucesivas de f en el punto 1:

f)=e'—a-1+log(l) =€ —a, f’(l):(ex—a-l-%)

=e—a+1, f”(l):(em—%)

T

=e—1,

=1 =1

y se obtiene que

f(x):(6—61)-1-(6—@-1-1)(30—1)-1-e_l(x—l)Q—i-O((x—l)Q) en ro=1.

Nota: Otra solucién, que es més conveniente para calcular desarrollos de orden elevado, aunque en este caso
no aporta ninguna ventaja, consite en utilizar los desarrollos de Taylor conocidos de las funciones elementales
en tg = 0, nétese que t = z — 1 tiende a 0 cunado x tiende hacia 1, asi que

fl@)y =D g (14 (x—1)) +log(1+(x—1)) = ee' —a—at+log(l+1)
2 2 —1
=e(1+t+§+o(t2))—a—at+t—§+o(t2) = (e—a)—i—(e—a—i—l)t—i—eTtQ—i—o(tQ),

donde la expresiéon de Landau 0(t2) se refiere, por supuesto, al punto tg = 0. Reescribiendo la ltima expresion
en términos de (x — 1) se llega al mismo desarrollo de Taylor.

b) Aunque el intervalo en el que se centra la atencidn es (1, 00) la funcién f estd definida y es de clase C*°,
como ya se ha indicado anteriormente, en (0, c0). Puesto que f(1) = e — a es inmediato que si a > e entonces
f(1) < 0y por la continuidad f también tomars valores negativos en cierto intervalo (1 —4,1+4), en particular
f(z) <0size (1,14 6). Por otra parte, si a < e entonces f(1) > 0 y para cada x > 1 se tiene que

) 1 )
f'(x)ze“—a+5>e“—a26—a20.

La desigualdad anterior muestra que f es estrictamente creciente en [1,00) y, por tanto, f(z) > f(1) > 0 para
cada z € (1,00). En resumen, f(x) > 0 para todo x € (1,00) si, y sélo si, a < e.

¢) Segin lo obtenido en el apartado anterior, cuando a < e el cociente g(z) = V& — 1/ f(x) estd bien
definido (el denominador no se anula) y es positivo en el intervalo (1, 00); es obvio también que la funcién g es
continua en este intervalo, lo que garantiza que la integral impropia considerada tiene sentido.

Aparte del hecho de que el intervalo de integracién no es acotado se puede presentar otra singularidad
en el extremo inferior si f(1) = 0 (lo que ocurre cuando a = e). Procederemos entonces analizando las dos
integrales en que se descompone la original eligiendo un punto intermedio, por ejemplo ¢ = 2, del dominio de

integracion:
® Vr—1 2x—1 ® Vr—1
dx = ———dx + dzx .

1 f() v f(@) 2 f()

Para el estudio de la primera distinguiremos dos casos:
vr—1 0
1. Si a < e entonces lim g(z) = lim yr— oo 2 0; por lo que en realidad se trata de la
a1+ a—1+  f(z) e—a

integral de una funcién continua en un intervalo compacto.
2. Si a = e entonces el desarrollo limitado obtenido en el apartado a), f(z) = (x — 1) + o(z — 1), indica
que g se comporta asintéticamente en 1 como V& — 1/(30 —1)= (x — 1)_1/2. Entonces
2
9(x) : Vo —1

1. —_— = 1 - 1
aigi (x — 1)_1/2 1_121+ ($ - 1) + O(x - 1)

)

y puesto que la integral impropia

2 2 dx 2 dx
oo [t i
1 1 (x—=1)'2 1 Vo —1

- . . 2
es convergente, el criterio de comparacién afirma que también lo es fl g(x)dz.

Para probar el cardcter convergente de la integral en el intervalo (2,00) notemos que, atendiendo a los
6rdenes de infinitud de las funciones elementales, g(x) se comporta cuando z tiende a 0o como /x ™%, es decir

lim 9()

z—o00 \/xre ¥

Puesto que la integral impropia [;° \/z e ® dx es convergente también lo es [ g(z) dx.
g 2 2

La convergencia de las integrales con las que se ha comparado esta recogida en la tabla de funciones test
del tema 8.
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aty
3. Paraxz >0ey>0se considera F(z,y) = / Vt sen(t) dt.
2zy

a) Demostrar que F estd bien definida y es de clase C* en el abierto (0, 00)x (0, c0). 6 ps.

b) Probar que la ecuacién F(x,y) = 0 define una funcién implicita y = @(z) en un entorno de

2g=1 con (1) =1. 4 ps.

c¢) (Presenta ¢ un extremo relativo en z¢? 6 ps.
Solucion:

a) Para todo (x,y) € (0,00) x (0, 00) los extremos de integracién,

u(z,y) =22y, v(z,y) =z+y,
son estrictamente positivos, por lo que el integrando h(t) = \/fsen(t) estd bien definido en el intervalo de
extremos u(z,y) y v(z,y), es continuo alli y, por tanto, integrable. As{ pues, la funcién F estd bien definida
para todo (z,y) € V = (0,00) x (0, 00).
Para comprobar que la funcién F es de clase C* en (0, 00) x (0, 00), escribimos F' de la forma

v(z,y) u(z,y)
F(z,y) :/ h(t) dt —/ h(t) dt,

donde a es un ntmero positivo arbitrario, y observamos que cada una de 1as dos integrales que aparecen a la
derecha se puede expresar como la composicién de u(z,y) y v(z,y) con H(z f h(t) dt, una funcién primitiva
de h; esto es,
F(xay) = H(U(xay)) - H(u(x,y)) = (HO ’U)(.ﬁ,y) - (HO u)(x,y) .

Por ser el integrando h(t) de clase C* en (0,00), y en particular continuo, el teorema fundamental del célculo
afirma que la funcién H(z) es derivable para todo z > 0 y su derivada es H'(z) = h(z), de manera que H
también es de clase C*° en (0, 00). Por otro lado, las funciones u(x,y) y v(x,y) son polinémicas y, por tanto,
de clase C*™ en R?, aunque basta con que lo sean en el dominio de interés V. Segtin el lema 2.7 del tema 10 las
composiciones H ov y H ou son de clase C*°, y lo mismo se puede decir de F = Hov — H o u.

Podemos ademas, aplicando la regla de la cadena, calcular las derivadas parciales de F', cuyo conocimiento

serd necesario en los siguientes apartados:
oF

oo (@.y) = H (u(x,y) g—v(x, y) — H'(u(z,y)) %(% y)=hlz+y) —h2zy)2y (E3.1)

=+Vz+ysen(x+y)—+/2zxysen(2zy)2y,
OF gy =1 Ov H O gy =h h(2zy)?2
oy BV = (v(z,9)) oy (&Y~ (u(z,y)) oy (5 ¥) = Mz ty) —h2ey) 22

=Vz+ysen(r+y)—+2zxysen(2zy)2x

b) Tenemos que F(1,1) fQ t)dt = 0, por ser iguales los extremos de integracién. En el apartado
anterior hemos probado que F es de clase C® en el abierto V, un entorno del punto (1,1). Adem4s, a la vista
de (E3.2) tenemos que

(E3.2)

oF

ay
Estamos entonces en condiciones de aplicar el teorema de la funcién implicita, que asegura la existencia de un
abierto U de R, con zg = 1 € U, y otro abierto W de R, con yp =1 € W, tales que para cada x € U existe un
tinico p(z) € W con F(z,¢(x)) = 0; ademds, ¢(1) =1y ¢ : U — W es una funcién de clase C* en U.

(1,1) = V2 sen(2) — V2 sen(2) 2 = —v/2 sen(2) # 0.

¢) Siendo ¢ de clase C* en U, si esta funcién presentase un extremo relativo en zo = 1, deberfa verificarse
la condicién necesaria ¢'(z9) = 0. El valor de ¢’ lo obtenemos a partir de la ecuacién

0= 2 Plaple) = G (o pla)) + G- (o.0(2) ¢ 2)
= ( z+¢(x) sen (x4 p(x)) — 2z @(z) sen (22 ¢(x)) 2 go(x))

+ ( x + p(z) sen (x + @(x)) —v/2x ¢(x) sen (230 <p(x)) 230) o' (z),
que evaluada en xg = 1 (recordemos que yo = p(zp) = 1) resulta ser
0= —/2 sen(2) (1 + @'(xo)) ,

de donde se sigue que ¢'(xg9) = —1 # 0 y, por tanto, ¢ no presenta un extremo relativo en g = 1.
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Soluciones del examen realizado en Septiembre de 2005

CUESTIONES (Tiempo 1:30; 6 puntos cada cuestién)

oo
n+2
1.- Estudiar el cardcter de la serie E ( ) b" en funcién del pardmetro real b.
n

n=1

o n-+ 2 1 . . Yt s ,
Solucion: Dado que ( ) =35n (n+1), la serie es aritmético-geométrica de orden 2 y razén b, y se sabe
n

que este tipo de series converge si, y sélo si, [b] < 1.

Nota: En cualquier caso, si no se identifica la serie como aritmético-geométrica, para |b| < 1 la convergencia
absoluta de la serie se deduce del criterio del cociente (salvo para el caso trivial b = 0), mientras que si |b| > 1
el término general de la serie no tiende a 0.

2.- Probar que la ecuacién x° — 52 + 1 = 0 tiene solucién tnica en el intervalo [—1,1].

Solucion: La funcién f definida en [—1,1] por f(z) = 2% — 52 + 1 es de clase C* en dicho intervalo. Por una
parte, se tiene que
flx)=5E*-1)<0 si xe(-1,1),

lo que garantiza el decrecimiento estricto, y por lo tanto la inyectividad, de f en [—1,1]. Por otra parte,
f(1)=-3<0 y f(1)=5> 0, por lo que, en virtud del teorema de Bolzano, la funcién se anula en un punto
de (—1,1) que, por lo anterior, serd tinico.

Vit
z\x

4
3.- Mediante un cambio de variable, transformar la integral / dx en una de tipo racional (no
1

se pide calcular su valor).

Solucion: Siguiendo la pauta marcada en la seccién §5 del tema 6, la integral

VIt RN PR
dr = T ( ) dx
1 TVx 1 x
se transforma mediante el cambio de variable
1+ 1 -2t

2 . _ _
t eant es decir, x_tQ—l’ dx—mdt,

V55

en la integral de tipo racional —2 / 5
vz t*—1

4.- Calcular el area de la region del plano euclideo limitada por la bisectriz del primer cuadrante y la
pardbola de ecuacién y = —2% 4+ 6 — 4.

Solucion: Resolviendo el sistema formado por sus respectivas ecuaciones, S
y=—-a>+6zx—4 N 22 —5x4+4=0 4
y=x y=x
3
se encuentra que los puntos de corte de la pardbola y la recta son el (1,1) y
el (4,4). En el intervalo (1,4) se tiene que —z2+6x —4 > x (ndtese que la )
grafica de g(r) = —x? + 62 — 4 es céncava, pues ¢”(z) = —2 < 0 para todo
z € R) y, tratdndose de funciones continuas, el drea se puede obtener como 1
4 4
2 2 9
Az/ (= +6x—4)—x)dx=/(—x +5x—4)dx=§. 0 /1 2 3 4 5
1 1
-1
3+ 93 .
5.- Estudiar la continuidad en el punto (0,0) de la funcién f(x,y) = ¢ ex?+¥* — 1 st (z,y) #(0,0),
0 si (z,y) = (0,0).

Solucion: Expresamos la funcién, en R? \ {(0,0)}, en las coordenadas polares centradas en el origen:
p? (cos®(0) 4 sen®(6))
exp(p?) — 1 '

f(p cos(d), p sen(f)) =
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2p°

Entonces, |f(p cos(9), p sen(8)) — £(0,0)| = |f(p cos(8), p sen(8))| < p ) =

tabla de funciones equivalentes,

g(p) , y haciendo uso de la

. 2p° . 2p°
im———— = lim — =0.
p—0exp(p?) —1 p—=0 p?

Como se conoce, esta condicién garantiza que ( %in%o O)f(x, y) = f(0,0), y f es continua en (0, 0).
z,y)—(0,

6.- Estudiar la existencia de extremos relativos de la funcién definida en R? por f(z,y) =23+ —-3zy.

Solucion: Puesto que 3 +y> —3zy es un polinomio en dos variables la funcién f es de clase C*® en R?, asi
que son aplicables los criterios sobre extremos relativos. En primer lugar, atendiendo a la condicién necesaria
de extremo relativo, debemos localizar los puntos criticos, es decir, determinar los puntos = (z,y) € R? para
los que f'(x) =0, o lo que es lo mismo, resolver el sistema de ecuaciones:

(362)2:y2=x N xTO 0 xfl
0=—==(r,y)=3y* -3z

Entonces @y = (0,0) y &1 = (1,1) son los tinicos puntos criticos de f. Para concluir, necesitamos recurrir al

estudio de la matriz hessiana de f en dichos puntos:

e = (% o) meo- (0 F) men-(8 P

La forma cuadrética asociada a H f(0,0) es indefinida, pues su determinante es —9 < 0 y coincide con el
producto de sus dos autovalores, que han de ser de signos opuestos (es muy fécil calcular estos autovalores,
que son 3 y —3). Por otro lado, la forma cuadratica asociada a H f(1,1) es definida positiva; en efecto, con la
notacién habitual, se tiene que Ay =6 > 0 y Ap = 62 — (=3)2 = 27 > 0. En resumen, f sélo alcanza un
extremo relativo, que es un minimo, en «1; el punto critico &g es un punto de silla.

_of a2
O—ax(x,y)—3x 3y N 2=y
of

v =a

7.- Se considera la superficie S de R® que en un entorno U del punto (0,0,0) estd definida por S =
{(Jc, y,2) EU: e =cos(y+2)+xz } . Calcular la ecuacién del plano tangente a S en dicho punto.

Solucion: Si definimos g:R®> — R por g(z,y,2) = e*t¥ — cos(y + z) — z z, resulta que g es de clase C* en
R¥y S ={(z,y,2) € U: g(x,y,2) = 0}; obviamente g(0,0,0) = ¢” —cos(0) —0 =1 —1 = 0, es decir,
(0, Y0,20) = (0,0,0) € S. Ademés,

Vyg(0,0,0) = (e“’y — 2z, " £ sen(y +2), sen(y + z) — x) =(1,1,0)#0.

(2,9,2)=(0,0,0)

Estamos en condiciones de aplicar la proposicién 3.6 del tema 11 que, entre otras cosas, nos proporciona la
ecuacién del plano tangente a .S en un punto (zo, Yo, 20):
9y

(o) = 0) + G @) (g~ 90) + G(e0) (=~ 20) = 0.

Particularizando en (0,0, 0) tenemos 1 -2+ 1-y+0- 2z = 0, es decir, la ecuacién del plano buscada es x +y = 0.

PROBLEMAS (Tiempo: 2:15)

1. Sea a € (0,7) una constante real. Se define la sucesién {z,}52; mediante

n
T =1; Tpt1 = n+2xncos(04/2n), n > 1.
2
a) Demostrar que, para cada n € N, se tiene que 0 <z, < ———. 6 ps.
n(n+1)

[ee]

b) Estudiar la convergencia de la sucesién {x,}52, vy delaserie Y z,. 6 ps.
n=1

2z
" arctg(t) dt
c¢) Calcular lim fO—Qg(). 8 ps.
n— oo Ty

Solucion:
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a) En primer lugar, probaremos por induccién que z,, > 0 para todo n € N. En efecto, z; =1 > 0, y si
se supone que x, > 0, se tiene que z, 41 es producto de tres factores: el primero es ”/(n +2) > 0, el segundo
a
T, es positivo por hipétesis, y el tercero es el coseno de = € (0, 0 /2), también positivo.
Aplicamos de nuevo el principio de induccién para la segunda desigualdad, que se cumple para n = 1:
2
1 =2y < — = 1. Por otra parte, si x, < —
=11+ P "=+ 1)
estd acotada superiormente por 1, se obtiene que

para un natural n, y puesto que la funcién coseno

a n 2 2
)<

2_TL =

xncos( “nt+2nn+l) (n+1)(n+2),

n
Tpal = ——
n n+2

como se queria.

b) La doble desigualdad obtenida en el apartado anterior establece la acotacién de la sucesién {x,}32
entre otras dos cuyo limite es 0. Por lo tanto, el criterio del sandwich prueba que lim z,, = 0.
n—oo
> 2

En cuanto a la serie, es de términos positivos y estd mayorada por la serie —_—
P Y Y P nzzjl (n+1)(n+2)

[ee]
convergencia se obtiene por comparacién con la serie convergente > 1/,2 o, lo que es lo mismo, del criterio de
n=1

, cuya

Pringsheim:
lim n?— 2 _9
n—00 (n+1)(n+2) o

En conclusidn, la serie propuesta converge.

¢) Dado que {x,}2, tiende hacia 0 y en virtud del criterio secuencial, el limite pedido coincidira con el
limite 9
"
Jy " arctg(t) dt

lim 5 ,

x—0 xT

si éste existe. La funcidn arcotangente es continua en R, por lo que, de acuerdo con el teorema fundamental del
calculo integral y con la regla de la cadena, la funcién

2z
f(x) :/0 arctg(t) dt, z €R,

es derivable en R y
f/(z) = 2 arctg(2z), xR

Aplicamos la regla de L’Hopital para el calculo del limite:

2x
tg(t) dt 2 2
Jo arctg(t) — lim arctg(2x)

2 =2

z—0 2x ’

lim
x—0 x€X

donde se ha utilizado la equivalencia arctg(x) ~ .

1
2. Dado n € N se considera la funcién f definida en (=1, 00) por f(t) = T
a) Determinar los tres primeros términos no nulos de los desarrollos limitados de f, de orden
suficientemente grande, en el punto ty = 0. 7 ps.
xT
b) Se define F(z) = f(t)dt. Calcular los tres primeros términos no nulos de los desarrollos
0
limitados de F' en el punto z¢ = 0. 7 ps.

¢) Estudiar, en funcién del pardmetro « > 0, el cardcter de la integral impropia

1
F —
/de, 7 ps.
0

x()é

Solucion: Es evidente que la funcién racional f estd bien definda y es indefinidamente derivable en I = (—1, 00),
asi que la existencia de desarrollo limitados, integrabilidad en subintervalos compactos de I, etc. estdn garan-
tizados para f.

a) Una posibilidad consiste en realizar la divisién en potencias crecientes de ¢ del numerador P(t) = 1
entre el denominador Q(t) = 1 + t", puesto que por ser polinomios coinciden con sus desarrollos limitados de
orden mayor que sus respectivos grados.
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Otro método, este lo detallaremos, consiste en aplicar las propiedades sobre composiciéon de funciones.

Concretamente, si ponemos g(x) = xg =0, y h(t) =t", to = 0, se tiene que h(tp) = o y que

1+z’

f(t) = g(h(t)). Resulta que h coincide con sus desarrollos limitados de orden mayor o igual que n en tg, y por
1

otra parte es conocido que Tos l—az+a? -2+ ...+ (=1)"2™ + o(z™) en zo = 0 (ver tabla 4.7 del

+x
tema 5). Segun la proposicién 4.4 del tema 5 los desarrollos limitados de f los obtenemos sustituyendo la parte

regular de uno en otro, despreciando luego las potencias de orden mayor al deseado:

0=

y puesto que en el enunciado no se exige mds, podemos quedarnos con f(t) = 1 — " + t2" + o(t>") como
aproximacion para f.

—1—t"4+ (")’ = (")’ +...  ento=0,

b) Si F(z) = fox f(t)dt el teorema fundamental del Célculo asegura que F' es una primitiva de f en el
intervalo I. Aplicando el resultado 4.3.4 del tema 5, los desarrollos limitados de F' en x( tienen por partes
regulares a las primitivas de las de los desarrollos de f cuyo valor en g coincide con F(zp). Para nuestros
propésitos basta tomar
n+1 p2n+1

ntl oni1’

/(1—30"—1—302")6[30:0—1-30—

puesto que F(0) = fOO f(t)dt =0, la constante C' debe ser cero, concluyendo que el desarrollo limitado de F en

xn-}-l x2n+1 2n+1
n
w1 Tangr o)

2g=0ydeorden 2n+1es F(z) =z —

¢) La funcién (F(x) — T)/p estd bien definida y es continua para z > 0, por tanto localmente integrable
en (0,1], y la integral propuesta tiene sentido. El cardcter impropio viene dado por la indeterminacién 0/ que
se presenta en xg = 0 en el caso de que o > 0. Para estudiar el cardcter asintético del integrando en este punto
recurrimos a lo obtenido en el apartado anterior:
n+1

F(x)_x:_:j—i-l +o(z"™) enzo=0

(recordemos que la rapidez con que la funcién tiende a 0 en z( estd gobernada por el término no nulo de
exponente mas bajo de sus desarrollos limitados). Entonces, la funcién (F(z) — x)/,a es equivalente en g a
znto] —1 1

— — = T 0, si se prefiere,
n+1lz* n+4+1zge "

F — -1
lim 7@) x o = #0.
x—0+ T n+1

De lo anterior se sigue, en primer lugar, que el integrando tiene signo constante (negativo) en un intervalo de
la forma (0, ¢), por lo que es aplicable el criterio de comparacién, del que se deduce, después, que la integral
1
dx
propuesta tiene el mismo cardcter que / — 1Y estd perfectamente establecido que esta ultima converge
o T
(ver proposicién 3.1 del tema 8) si, y sélo si, « —n — 1 < 1. En conclusién, la integral propuesta es convergente
si, y sélo si, a <n+ 2.

3. Se consideran las funciones fi y f» definidas en R3 por

fl(xaya Z) = COS(xQ) +y2 - 17 fQ(xaya Z) = y2 —2xe®—1.
a) Probar que el sistema de ecuaciones (f1, fo) = (0,0) define en un entorno V del punto a9 =0
funciones implicitas y = p(z), z =(x), de clase C* y tales que ¢(0) =1, ¥(0) =0. 5 ps.

b) Estudiar si la funcién g, definida en V' por
9(x) =z o(z) — 7+ ¥(x),

presenta un extremo relativo en xg. 12 ps.

Solucion:

a) Es inmediato que las funciones f; y fa son de clase C* en R3, pues asf lo son las trigonométricas, expo-
nenciales y polindmicas en sus respectivos dominios y, en consecuencia, sus composiciones, sumas y productos.
Pongamos, a tenor del enunciado, xg =0, yo = 1 y 2o = 0. Resulta que

J1(wo, 90, 20) = cos(0) +0—1=0; fa(20,y0,20) =1 =0 —1=0.
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Ademds, en (x0, Yo, 2z0) el menor de las derivadas parciales respecto a las variables que se pretende despejar es

afl/é)y 9f1/pz N Yy _(0 1>.
\2y —2z¢ ‘(0,1,0)_ 2 0

Af2/, oy 9f2/p

puesto que esta matriz es regular (su determinante es —2 # 0), estamos en condiciones de aplicar el teorema de
las funciones implicitas, es decir, concluimos la existencia de un intervalo abierto V' de R que contiene a zq, un
entorno W de (yo, 20), y una aplicacién g = (¢, 1): V' — W tan regular como f1 y fa (de clase C*), tales que para

cada z € V el punto (¢(z),(x)) es el inico de W que satisface f1(x, o(x), ¥(x)) =0y fo(x, o(x), () =0,
en particular, p(0) = ¢(x0) =yo =1y ¥(0) = 20 =0.

Para lo que sigue, nos serdn de utilidad las funciones (idénticamente nulas) definidas en V' por
Fi(z) = fi(@, o(@), ¥ () = cos(a?) + p(z) () — 1,
Fy(x) = f2(z,(2), ¥(2)) = p(2)? = 22e?@ —1.

b) Puesto que ¢ y ¢ son de clase C* en el intervalo V', también lo serd la funcién g(x) = x o(z)—z+9(x),
por lo que son aplicables los resultados sobre condiciones de extremo relativo.
La condicién necesaria de extremo relativo, ¢’(0) = 0, nos lleva al estudio de

§(0) = (pla) +a ¢ (@)~ 1+ /(@) _ =(0) = 1+%(0) =¥/(0),

cuyo valor obtendremos derivando en las relaciones implicitas:

(0,Y0,20)

0= Fi(x) = —2@sen(z?) + ¢’ (z) P(x) + p(a) ¥/ (x), (1)
0= Fy(z) =2¢(x) ¢ (z) -2 ew(x) —2ze? @Y (z). (2)
Evaluando en 2 = 0 (recordemos que ¢(0) =1y ¥(0) = 0) se sigue que

0=¢'(0)¥(0) + »(0) ¥’ (0) = () — ¢/(0)=0
0=2p(0)¢'(0) —2e"P =2¢/(0) -2  —  (0)=1,

y efectivamente ¢’(0) = ¢/(0) = 0 y 29 = 0 es un punto critico de g.
Para determinar si en este punto critico g alcanza realmente un extremo debemos examinar el signo de su
derivada segunda en dicho punto:

§'(0) = (¢'(@) + ¢/ (@) + 2" (@) + 4" @)|_ = 24/(0)+"(0) =2+v"(0).
Sélo queda calcular ¥"/(0), lo que se realiza derivando de nuevo en (1):
0= F{'(z) = —2sen(a?) — 4a? cos(2?) + ¢" (x) ¥(x) + ¢'(2) ¥/ (2) + ¢'(2) ¥/ () + p(2) " (2),
y al evaluar en = = 0 se tiene que
0= ¢"(0)1(0) +2¢'(0) ¥'(0) + ©(0) " (0) = ¥"(0).
En conclusién, ¢”(0) =2 > 0 y ya podemos afirmar que g presenta un minimo relativo estricto en zo = 0.

(Puesto que no se requiere el valor de ¢”(0) nos podemos ahorrar la derivacién de la ecuacién (2) y la
posterior evaluacién en 0).
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Soluciones del examen realizado en Febrero de 2006

CUESTIONES (Tiempo 1:45; 7 puntos cada cuestién)

= nla”
1.- Estudiar, para a > 0, el cardcter de la serie Z o
n=1
nla”
Solucion: Pongamos x,, = —— obviamente estos términos son positivos, asi que es licito aplicar el criterio del
cociente: " L
n—oo X, n—00 (n + 1)"+1 n!a™ n—00 n+1 e

Entonces la serie converge si a < e y no converge para a > €.
El caso dudoso al que conduce la condicién a = e se puede resolver mediante el criterio de Raabe, pero es
mucho maés sencillo estudiar el término general aplicando la férmula de Stirling:

. .onle™ .o nte ™27 n em .
lim z, = lim = lim —— = lim vV27nn =c0.
n—oo n—oo NN n—oo nm n—oo

Asi pues, si a = e la serie no converge pues su término general no converge hacia 0.

En resumen, la serie converge si, y solo si, a < e.

2.- Demostrar que el polinomio P(z) = 2% — 3z + 1 tiene tres raices reales, una en cada uno de los
intervalos (—2,—1), (0,1) y (1, 2).

Solucion: Toda funcién polinémica en una variable es de clase C*° en R. En particular, el polinomio P es
continuo en los intervalos cerrados y acotados [—2,—1], [0,1] y [1,2]. Ademds, P(-2) = —1, P(-1) = 3,
P(0)=1, P(1)=—1y P(2) =3, esto es, P(—2) P(—1) < 0, P(0) P(1) < 0y P(1) P(2) < 0. Entonces, por el
teorema de Bolzano, P tiene al menos una raiz en cada uno de los intervalos (-2, —1), (0,1) y (1,2). Puesto
que un polinomio de grado tres puede tener a lo sumo tres raices reales, P tiene exactamente tres raices reales,
una en cada uno de los intervalos citados.

Nota: Si no se cae en la cuenta de que el nimero de raices de un polinomio no excede su grado, también
se puede comprobar la unicidad de estas raices en los correspondientes intervalos estudiando la monotonia de
la funcién, esto es, el signo de su derivada P'(z) = 3 (22 — 1).

dz
cos?(z) (tg*(z) + 1)2

Solucion: Por ser tg*(x) + 1 = cos™?(x), tenemos que

dz | cos () di — cos(2x)+1 x:sen(Zx) T
/COSQ(x)(th(x)+1)2 _/ (z)d /72 d i +2 +C.

Nota: Esta primitiva también puede calcularse aplicando el cambio de variable tg(x) = ¢ para llegar a

3.- Calcular /

d
/ m , la cual se obtiene mediante el método de recurrencia expuesto en la seccién 8.1 del tema VI.

1 x
4.- Sea h:R — R una funcién continua y tal que h(x) = o(z3) en zg=0. Calcular 1ir% —4/ h(t)dt.
x—0 T 0
Solucidn: Definamos H(x) = [ h(t)dt. Por el teorema fundamental del calculo, H'(x) = h(z), ya que h es una
funcién continua. Puesto que la funcién g(z) = z* no se anula para = # 0, al igual que su derivada, podemos
aplicar la regla de L’Hopital y la definicion de “o pequena de Landau” para obtener

e L H(z) b)) ofa?)
—_— = — Y = -3 = 1 -
ti o [ ey e =t T = i S = i
5 5
Ty —yx®
5.- Estudiar la continuidad en R? de la funcién f definida por f(z,y) = z? +y? ) 7 0.0)

0 si (z,y) = (0,0).

Solucion: En los puntos distintos de (0, 0) la continuidad de f es evidente: se trata del cociente de dos polinomios
(funciones continuas), y en esos puntos no se anula el denominador 22 +y?. En cuanto al punto (0, 0), obsérvese
que
4 4
x —x
f(z,9) i By W2t

2 2
= = im — 2% =0= £(0,0).
(@) =(00) 2?4y @) =0.0)" Y < ) £(0.0)

lim
(x,y)—(0,0)
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Nota: También se puede calcular facilmente el limite anterior en coordendas polares:
‘ B 0% | cos(0) sen®(#) — sen(6) cos® ()|

5 <20 — 0.
0

0—0

‘f(gcos(@), Qsen(e))

6.- Estudiar en qué puntos de R? admite inversa local diferenciable la funcién g o f, siendo
flay) = (2® +2y,2y) v g(u,v) = (" +v,e” +u).
Solucion: Ambas funciones f y g son de clase C>® en R2. Entonces, la composicién ¢ o f también es de clase
C® en R? y su diferencial en cada punto (z,y) € R es (go f) (z,y) = ¢'(f(z,y))o f'(x,y) (regla de la cadena).
Segtin el teorema de la funcién inversa, los puntos (z,y) € R? en los que los que la funcién go f admite inversa
local diferenciable son aquellos en los que su determinante jacobiano J(go f)(z,y) = dg(f(z,v)) - f(x,y) es
no nulo, esto es,
e 1
1 e'U

e T2y

1 ery

2x 2
Yy

. ‘ 2z 2
wo)=fzy) 1Y 7
Para que esto suceda debe ser y #x2 y 2242y +zy #0.

= (X T _1)(22% — 29) £0.

7.- Se considera en R? la curva interseccién del plano de ecuacién 2 x+y-+2z = 3 y la superficie de ecuacién
222 +y — 2z = 1. Parametrizar el arco I' de esta curva de extremos (0,2,1) y (1,0,1) y determinar un vector
tangente a I' en el punto (0,2,1).

Solucion: Aunque no se exija en el enunciado, comprobemos que el conjunto citado es, en efecto, una curva de
clase C*. Pongamos g1(z,y,2) =2z +y+2—3y g2(x,y,2) = 222+ y — 2 — 1. Tanto g; como gz son de clase
C* en R3. Ademis, la matriz

Ag1,92) ( 2 1 1 >

a(xaya Z) dz 1 -1

tiene rango 2 (mdximo) en cada punto. Entonces, el teorema de las funciones implicitas garantiza que el
conjunto C = {(Jc, y,2) ER3: g1(x,y,2) = galw,y,2) = 0} se puede parametrizar localmente de forma regular.
Lo anterior sugiere también cémo proceder; el hecho de que el menor correpondiente a las derivadas parciales
respecto de y y z sea constante y de determinante no nulo, invita a despejar estas variables en funcién de x:

2$+y+223 N y+z:3—2x N y:—xQ—x+2
222 +y—2z=1 y—z=1-222 2=z —z+1
para obtener una parametrizacién
() = (x(t), y(t), 2(t)) = (t, > —t+2, > —t +1).

Evaluando en ¢ = 0 y ¢t = 1 se tienen los extremos del arco I', de manera que el intervalo de parametrizacién
debe ser [0, 1].
Puesto que (0,2,1) = «(0), un vector tangente a I' en (0,2,1) es

'(0)=(1,-2t—1,2t—-1)|,_, = (1,-1,-1).

PROBLEMAS (Tiempo: 2:00)

3
x

1. Seazx; € (0,\/5). Se define z,41 = x, — ?" ,n>1.

a) Demostrar que 0 < z,, < V3 paratodon € N. 4 ps.

b) Estudiar la monotonia de la sucesién {z,}52 1, deducir que es convergente y calcular su limite. 6 ps.
[eS) 0 2

c) Estudiar el cardcter de las series Z(—l)"xn y Z log (1 - ?") . 8 ps.
n=1 n=1

Solucion:

a) Por hipdtesis el primer término de la sucesién cumple 0 < 21 < V3. Si para un n € N suponemos que
0 < z, < /3, entonces r2<3y 0<1-— 3%2/3 < 1, de manera que también 0 < 41 = xn(l — 30,?/3) < V3.
Aplicando el principio de induccién concluimos que la relacién se cumple para todo n > 1.

Notas: También se puede ver que 0 < ,,41 < v/3 haciendo un estudio de la grafica de f(r) = x — 303/3
para z € (0,v/3), ya que 41 = f(z,).

Un error comin ha sido tratar de probar por separado que 0 < z,, y que x,, < v/3 para todo n > 1. En la
hipdtesis de induccién hace falta considerar conjuntamente las dos desigualdades para obtener el resultado.
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b) Como 41 —x, = —307;?'/3 < 0 para todo n > 1 segun el apartado a), se tiene que x,,+1 < x, para todo

n > 1, es decir, la sucesién es estrictamente decreciente. Como es mondtona y acotada (de nuevo de acuerdo

con el apartado anterior), es una sucesiéon convergente. Para calcular el valor de £ = lim x,, deducimos de la
n—oo

relacion de recurrencia que ha de ser ¢ = ¢ — 53/3 , de donde se obtiene que £ =0.

Nota: Si bien es cierto que ¢ = inf{x,, : n > 1} por ser la sucesién decreciente, en el apartado a) sélo se
afirma que 0 es una cota inferior de la sucesién, y en principio no tiene por qué ser su extremo inferior.

¢) La primera serie es alternada y el criterio de Leibnitz garantiza su convergencia, ya que hemos visto
que {z,}>°, decrece hacia 0. En cuanto a la segunda, que es una serie de términos negativos, basta observar

que
2

xT T
o (1= 5£) =t (2222) = on(a 1) ot

n

de modo que la serie es telescpica y no converge, porque lim log(x,) = —oo.
n—oo

2. Sea f la funcién definida en (0,00) por f(z) = sen(x — 1) — log(x).
a) Calcular el desarrollo de Taylor de orden 2 de f en el punto 2o = 1. 6 ps.

e —-1)-1
b) Estudiar, para p > 0, la convergencia absoluta de la integral / sen(z ) — log(z) dx . 10 ps.

1 (x—1)r

Solucion: En primer lugar notemos que, efectivamente, la funcién f estd bien definida para x > 0; ademas,
puesto que el logaritmo es de clase C*° en I = (0,00) y el seno en toda la recta, esta funcién es igual de regular
en su dominio de definicion.

a) Segun lo anterior tiene sentido considerar desarrollos de Taylor de f de cualquier orden en cualquier
punto zo € I. Para dar respuesta a la pregunta basta aplicar la definicion
@)

F@) = F0) + 7 @ = 1)+ I @ = 12 4o - 1)?),

que en este caso es sin duda lo mds sencillo; pero también se pueden usar los desarrollos conocidos del sen(t) y
log(1+t) en to = 0, método que resulta més econémico para calcular desarrollos de orden elevado. Explicitaremos
la solucién, no obstante, mediante este segundo procedimiento:

2 3

t3 t t2
sen(t):t—g—i-...:t—i-o(tQ), 10g(1+t):t—§+§+...=t—§+o(t2),

con lo que al poner x — 1 =1t (tg = 0 — xo = 1) se deduce que

f(z) = sen(z — 1) — log(z) = sen(x — 1) — log (1 + (z — 1))

=(x—-1)+o((xr-1)%) - ((Jc —1)— (JC_TU) +o((zr—1)%) = (JC_TU +o((z —1)?)
b) Pongamos F(z) — sen(x(; 1_)1—)1)103’;(30) _ (xfixl))p Es obvio que F es continua en (1,00) y, en

consecuencia, localmente integrable, asi que la integral propuesta, floo F(z)dx , tiene sentido y es impropia por
no estar el intervalo acotado superiormente, pero también porque el denominador de la fraccién que define a
F se anula en el extremo inferior. Para determinar el caracter de la integral elijamos cualquier punto de ese
intervalo, por ejemplo 2, y examinemos por separado

/2 sen(z — 1) — log(z) i . /OO sen(z — 1) — log(z) . (B2.1)
1 (x—1)P 2 (x—1)P

En ambos casos utilizaremos el criterio de comparacién (corolario 2.3.i del tema VIII), utilizando como referencia
las funciones test de las proposiciones 3.1 y 3.3.ii) del mismo tema.

—1)?
Para la primera, a tenor de lo obtenido en el apartado anterior, consideremos la funcién g(x) = Exilip =
T —
1
(W . Resulta que g es integrable en (1,2) si, y sélo si, p — 2 < 1, es decir, p < 3; por otra parte
T —
F 1)1 1 =12y +o((x —1)? 1
i F@) _ . sen(z — 1) — log(x) — lim ( /2 +o(( )?) (w—1p2= L
a1t g(z) a1+ (x—1)r g(x)  a—o1t (x—1)r 2

y por ser este finito y no nulo se deduce, en primer lugar que las dos funciones comparadas tienen el mismo
signo en un cierto intervalo (1, d) y después que las integrales correspondientes tiene el mismo carécter; asi pues
la integral de F en (1,2) es absolutamente convergente si, y sélo si, p < 3.
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_ log(z) 1

Para la segunda consideremos la funcién h(x) = = , que es integrable en (2,00) si, y
a? xP[log(x)
sélo si, p > 1. Se tiene que
. sen(z—1) —log(x) 1 ) P sen(z — 1) —log(z)
im = lim =—1.
e (@—1p k(@) e (@—1p  log(a)

Entonces F' mantiene el signo constante (negativo) a partir de un punto en adelante y su integral en (2, 00)
tiene el mismo caracter que la de h, es decir, converge absolutamente si, y solo si, p > 1.

En conclusidn, la integral de F' en (1, 00) converge absolutamente si, y sélo si, convergen las dos integrales
de (E2.1) y esto ocurre si 1 < p < 3.

Notas: También es posible deducir el cardcter de f;o F(z)dx aplicando el criterio de comparacién 2.1 del

tema VIII, acotando
log(z) — 1 | sen(z — 1) —log(x)| _ log(z) + 1
0<hi(r) =—"— < |F(2)| = < = ho(x), T >e,
< () = £ < |F()| T S e = het®)

y comparando luego hy y h2 con h. Pero no es suficiente aplicar el criterio 2.1 sélo con la desigualdad |F| < ha,
pues esto implica que si hg es integrable en (2, 00) (i.e., si p > 1) también lo es F, y no el reciproco.

El desarrollo de Taylor de f en g = 1 aproxima bien a f(z) cuando z tiende hacia 1, pero en ningin otro
punto. No es licito, para estudiar la segunda integral de (E2.1), sustituir f(zx) por el monomio (= — 1)2/2.

3. Sea f la funcién definida en R? por f(z,y,2) = et 4 cos(y +2)—2.

a) Probar que la ecuacién f(z,y,z) = 0 define una funcién implicita z = p(z,y), de clase C* en un

entorno de (xg,yo) = (0,0), y con ¢(0,0)=0. 3 ps.

b) Calcular lim M 6 ps.
(2,9)—(0,0) /22 + 32

c) ;Presenta ¢ un extremo relativo en (0,0)? 8 ps.

Solucion:

a) La funcién f es de clase C* en R3, por ser el resultado de operaciones vélidas (suma, composicién) de
funciones de esa clase (polinémicas, exponencial, coseno). Ademds, f(0,0,0)=0y

af 22
—2(0,0,0) = (e % —sen(y + = ‘ =1+#0,
5, (0,0,0) = ( (y +2)) 0o =17
por lo que el teorema de la funcién implicita permite asegurar que la ecuacién f(z,y,z) =0 define una funcién
implicita z = ¢(x,y), de clase C* en un entorno U de (zg, o) = (0,0), con ¢(0,0) =0 y de modo que
e HelEy) 4 cos(y + ¢(x,y)) —2=0, (x,y) € U. (E3.1)
b) El limite es indeterminado, pues la continuidad de ¢ en (0,0) implica que

lim z,y) = ¢(0,0) =0.
(w)ﬁ(omw( y) = ¢(0,0)

Calcularemos el desarrollo limitado de orden 1 de ¢ en (0,0), para lo que necesitamos las derivadas parciales
primeras de ¢ en dicho punto. Derivando en (E3.1) respecto de  obtenemos que, para cada (z,y) € U,

" " 0 0
et +e(z.y) (235 + a—i(x, y)) — sen (y + o(x, y)) a—i(x, y) = 0. (E3.2)
0
Evaluando en (0, 0) deducimos que 8_(;(0’ 0) = 0. Si derivamos en (E3.1), ahora respecto de y, deducimos que

para cada (x,y) € U,

2 +o(z,y) 8_(‘0 _ 8—('0 =
e 5y (&+4) —sen (v +e(z.y)) (1 vy (x,y)) 0, (E3.3)
0
y particularizando en (0, 0) se tiene que 8—('0(0, 0) = 0. Por lo tanto, el desarrollo buscado es
Y
¢ ¢ Vo)
@(x,y) = ()0(0) 0) + _(Oa 0) ($ - 0) + _(Oa 0) (y - 0) + O(\/(x - 0)2 + (y - 0)2) = O( x? + 92)5

ox oy

lo que implica que, por la propia definicién de la notacién de Landau,

o(z,y) o o(Vatt+y?)

lim ——= Ilm ——>* =0

@) —0.0) /22 32 (@9)—0.0) /22 + 2
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¢) Puesto que ¢ es de clase C* en U, para que f pueda presentar un extremo relativo en el punto (0, 0)
éste ha de ser un punto critico, lo que ya se ha comprobado en el apartado anterior.

Ahora bien, la condicién de punto critico no es suficiente para la existencia de extremo, y se hace necesario
el estudio de la matriz hessiana de ¢ en ese punto. Pasamos al cdlculo de dicha matriz:

Derivando en (E3.2) respecto de x, se tiene que para cada (x,y) € U,

2 . Op 2 2 . 0%
z=+p(z,y) i z=+p(z,y) Z v
e (230 + e (x, y)) + e (2 + 52 (x, y))
0 2 2
— cos (y + p(x,y)) (—(p(x, y)) —sen (y + @(2,y)) =2 (z,y) = 0.

Ox Ox?
K%
Si evaluamos en (0,0) resulta que —(0,0) = —2.
Ahora derivamos en (E3.2) respecto de y, obteniendo que para cada (z,y) € U,
2
2 4p(ay) 99 (2 9 ) 4@y 9P
—cos (y + ¢(z,9)) (1 + a—w(x, y)) 8—(p(x, y) —sen (y + o(z,y)) ¢ (z,y) = 0;
oy ox 0xdy
luando en (0,0) se ded 6)2‘9(00) 0
evaluando en se deduce que =0.
) q axay )
Finalmente, si se deriva en (E3.3) respecto de y resulta que para cada (x,y) € U,
2
24 o(z) (OP 2 24 o(zy) 0P
o te(a y)(a_y(x,y)) 1 e tele y)a—y?(””’y)
dp 2 e
— cos (y + ¢(z,9)) (1 s y)) —sen (y + ¢(z,y)) 2 (T ) = 0.

2
Particularizando en (0, 0) tenemos que 8—?(0, 0)=1.

En conclusién, la hessiana de ¢ en (0,0) es

Hp(0,0) = (‘02 ﬁ’)

que representa una forma cuadritica indefinida, lo que garantiza que ¢ no presenta extremo en el punto (0, 0).

Nota: En muchas de las respuestas se ha obtenido el desarrollo de Taylor de orden 2 de ¢ en (0,0), y se
ha utilizado éste para el cdlculo del limite en el apartado segundo. Por supuesto, esto es perfectamente valido,
tUnicamente se hacen con anterioridad unos cédlculos que sélo seran estrictamente necesarios para la respuesta
del tercer apartado.
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Soluciones del examen realizado en Septiembre de 2006

CUESTIONES (Tiempo 1:45; 7 puntos cada cuestién)

. x . 1 +2xo+...+x
1.- Se supone que lim —g =2. Calcular lim — 2 3 n
n—oo n n— o0 n

Solucion: Como la sucesién del denominador {n3} es estrictamente creciente y tiende a 400, podemos aplicar
el criterio de Stolz. Calculamos pues el limite
(x1+z2+ ...+ xn+2pt1)— (@1 +z2+ ...+ xp)

lim = lim __Tnt1
n—0o0 (n+1)3—n3 n—oo 3n?+3n+1"’

cuyo valor es 2/3, como se comprueba ficilmente sin més que dividir numerador y denominador por (n + 1)? y
aplicar la hipdtesis.

. p . X n n n(n—1)p
2.- Determinar el cardcter de la serie Y ( ) (-1) .
n=1 2 n — 1

Solucion: Lo més sencillo es comprobar que la serie es absolutamente convergente usando el criterio de la raiz:

n
si llamamos a,, = ( " ) (_1)"("—1)/2,

2n—1
1
lim n\/|an| = lim noo_ - <1.

n—00 n—oo 2n —1 2

Nota: Muchas de las respuestas proporcionadas en los exdmenes afirman que la serie es alternada, lo que
no es cierto. Por lo tanto, no es aplicable el criterio de Leibnitz. Sin embargo, puesto que la sucesién de signos
de los términos es +, —, —, +,+, —, —, +, +, . . ., no es dificil aplicar el criterio de Dirichlet.

3.- Demostrar que la ecuacién z —sen(z) =5 tiene una tinica solucién en el intervalo [3, 6].

Solucion: La funcién f(x) = x —sen(z) — 5 es continua en toda la recta real y toma valores de signo opuesto en
los extremos del intervalo [3, 6]. En estas condiciones el teorema de Bolzano garantiza que existe al menos una
raiz de la ecuacién f(x) = 0 en el intervalo [3,6]. Para demostrar la unicidad, basta realizar un estudio de la
monotonia de la funcién. Para ello calculamos su derivada, f/'(z) = 1 — cos(x), que toma valores estrictamente
mayores que 0 en el intervalo [3, 6], y por tanto f es estrictamente creciente en dicho intervalo, de manera que
puede tomar el valor 0 una tinica vez.

12 dx
4.- Estudiar, en funcién de a, el caracter de la integral impropia /
o x%log

(sen(z)) -

Solucion: Si z € (0,1/9], la funcién sen(z) toma valores en (0,sen(l/2)] € (0,1), de modo que la funcién

Jw) = xlog(sen(x))
(0,1/9]. Notemos también que f(z) < 0 para cada z € (0,1/9], es decir, | f(z)] = —f(x), y entonces en este caso
la integral impropia es convergente si y sélo si es absolutamente convergente (recuérdese que la convergencia
absoluta implica siempre la convergencia de la integral impropia, pero el reciproco en general no es cierto).
Segun aparece en el formulario, Tema 8, la integral impropia

/1/2 dx _/1/2 —dx
o x2logz)]  J, xlogw)

converge Unicamente si o < 1. Ahora bien, como sen(z) ~¢ x, y 1ir% sen(x) = 1ir% x =0 # 1, se tiene que
r— r—

estd bien definida y es continua en (0,1/9]. Por tanto f es localmente integrable en

log(sen(x)) ~o log(x) (véase la proposicién 7.7 del Tema 4). Por tanto,

2]
lim log(x) __
z—0+ —zlog (sen(z))

)

y aplicando el criterio de comparacién (para integrales de funciones positivas), es inmediato que la integral
impropia considerada converge si, y sélo si, a < 1.

T S ) £ 0,0)
5.- Estudiar la continuidad en R? de la funcién f definida por f(z,y) = { 22 + y4 SLARY T
0 si (z,y) = (0,0).

Solucion: La funcién f es cociente de dos funciones continuas en todo R2, y por tanto es continua en todo
punto que no anule su denominador, es decir, en todo (x,y) € R?\ {(0,0)}. Falta estudiar la continuidad en
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(0,0). En este caso no existe el limite de f en (0,0) y por tanto f no es continua en dicho punto. Para verlo,
basta considerar los dos siguientes limites a través de sendos subespacios:
22 + 4P G 22 + 4P g2
= lim =

im = =— =0, mientras que lim
@y)—(0,0) 22 +y*  y=0yl 4
x=0

—— =lim —-=1.
(z,9)—(0,0) 22 +y* 2022
y=0

Nota: Un error frecuente ha sido realizar un cambio a coordenadas polares y estudiar el limite
p% cos?(0) + p® sen®(9) 5 cos?(0) + p* sen® ()
=1l
p—0+ p?cos?(0) + ptsent(d)  p—ot cos?(6) + p? sent(0)

sin tener en cuenta que dicho limite ha de estudiarse de forma uniforme para 6 € [0, 27r]. Obsérvese que para
0 =T7/oy 0 =37/9 se tiene que cos(f) = 0 (se trata del primer limite arriba calculado) y para § =0y 6 =7 es
sen(f) = 0 (que corresponde al segundo limite).

6.- Estudiar los extremos relativos de la funcién f definida en R? por f(z,y) = (22 + y?) e~ @+v)

Solucion: La funcién es indefinidamente derivable en R? y en particular diferenciable. Por tanto sus extremos
relativos se encontrardn entre los puntos criticos, es decir, los puntos (z,y) tales que f'(x,y) = (0,0). Se ha de
resolver entonces el siguiente sistema de ecuaciones:

O () = (20 —a? 4"+ =0

X

g—f(x, y) =2y —a® —y?) e = 0.
Y

Restando ambas ecuaciones se tiene que (2 — 2y) e~ (#+Y¥) = 0, y como la exponencial no se anula, ha de ser
x = y. Sustituyendo esta condicién en cualquiera de las dos ecuaciones, se obtienen finalmente los dos puntos
criticos (0,0) y (1,1). A continuacién, previo cdlculo de las derivadas de segundo orden,

0% f 2,2\ (et 0% f 2, 2y —(z+
W:(Q—élx—i—x +y?) e @Y 8—y2=(2—4y+x +9?) e @Y
0% f 0% f 2, 2\ —(x

= = (=2¢ —2 —(z+y)
Ordy Oyox (F2e =2yt a7 +y)e ’

examinamos las matrices hessianas:

H(0,0) = (g g) , Hf(1,1) = (_22_2 ‘25_2>.

Claramente la primera es definida positiva y por tanto f presenta un minimo relativo en el origen. Sin embargo,
la segunda matriz es indefinida (tiene un valor propio estrictamente positivo y otro estrictamente negativo), y
f presenta un punto de silla en (1,1), es decir, f no presenta un extremo relativo en (1, 1).

7.- Determinar la ecuacién del plano tangente a la superficie de ecuacién z = 2% + 32y —2 en el punto
(1,1,2).

Solucidn: Se trata de una superficie definida de forma implicita en un entorno de (1,1,2) por la ecuacién
g(z,y,2) = 0, para la funcién g(x,y,2) = 23 + 32y — 2 — 2. En este caso el plano tangente a la superficie en
el punto (1,1,2) queda determinado por el vector normal Vg(1,1,2). Como Vg(z,y,z) = (322 + 3y,3x,—1),
resulta Vg(1,1,2) = (6,3, —1), y la ecuacién del plano es 6(x —1) +3(y —1) — (2 —2) = 0.

PROBLEMAS (Tiempo: 2:00)

[e's) (_1)”—1
1. Se considera la serie numérica », ———.
n=1 (n + 1)'
a) Probar que la serie es convergente. Denotaremos por S su suma. 4 ps.

b) Sea {z,}>2, la sucesién definida por zo =1, 21 =3, ¥y xp41 = (n+1)(xy, + z,—1) para cada

n > 1. Demostrar que para todo n € N se tiene que z, — (n + 1) 2,1 = (=1)""1. 5 ps.

¢) Utilizando la relacién anterior expresar la serie de forma telescépica. 4 ps.
x

d) Calcular el valor del limite lim ——— en funcién de S. 5 ps.

oo (n + 1)!

Solucion:
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a) Lo mds sencillo es probar la convergencia absoluta de la serle (que 1mphca su convergencia): si deno-

tamos por a, al término general de la serie en cuestién, entonces Z lan| = Z . ¥
n=1 n=1 (n + 1)-
! 1
fm Gtl o g ——0<1,
n—oo |an| n—oo (n+ 1)1 n—ocon+1

con lo que el criterio del cociente permite concluir.

Nota: También es posible aplicar el criterio de Leibnitz, puesto que la serie es alternada y de términos
decrecientes en valor absoluto hacia 0.

b) Para demostrar que x, —(n+1)z,_1 = (—=1)""!, n € N, haremos uso el principio de induccién. Para
ello, en primer lugar comprobamos que la igualdad es cierta para n = 1, esto es, que z1 —2x9 = (—=1)° =1,
la cual, al sustituir xop = 1 y x1 = 3, se convierte en la igualdad 1 = 1, trivialmente cierta. Ahora, supongamos
la igualdad cierta para un natural n > 1 arbitrario, esto es, que z,, — (n + 1) z,,—1 = (—1)""!, y demostremos
que, entonces, la igualdad también se verifica para su sucesor n + 1, esto es, que

Tpt1— (N+2)z, = (—-1)".
Puesto que 2,41 = (n + 1)(z, + 2,—-1) para cada n > 1, tenemos que
Tn+1 — (n + 2) Tp = (n + 1)(xn + xn—l) - (n + 2) Ty = —Tp+ (n + 1) Tn—1
y, por hipétesis de induccién, la tltima expresién es igual a (—1)(—=1)""1 = (=1)". Asf pues, la igualdad es
cierta para n 4+ 1 y, por el principio de induccidn, la igualdad es cierta para todo n € N.
¢) Debemos encontrar una sucesién de niimeros reales {b,}52, tal que

S

> [CES) > (bn = bn1)-

n=1 n=1

Utilizando la relacién del apartado b) tenemos que

S (D) Kaa (A Daenr o Tn_1
Zm_; (n+1)! <n+1 n! >

n=1 n=1

Asi pues, basta tomar b, ; para todo n > 0.

(n+1)!
d) Segtin el apartado c) y las propiedades generales de las series telescépicas, la suma satisface

= (=1 it x T
=N =N (b —bp_1) = lim by — by = lim —— — 2
S ; (n+1)! ;::1( n = bn-1) = Hm bn —bo = lim, CEST

esto es,
s TR
cos(z) )
2. Para z € R sea f(z) :/ el"dt.
0
a) Determinar los z € R en los que f(z) =0, enlos que f(z) >0 y en los que f(z) <0. 4 ps.
b) Demostrar que f es de clase C*°, periddica y acotada en R. 5 ps.
c) Estudiar los extremos relativos y absolutos de f. 5 ps.
d) Calcular lim f(x)tg(z). 5 ps.
g;—>71'/2+

Solucion:

a) La funcién f(x) estd definida mediante una integral cuyos extremos de integracién son 0 y cos(z).
Puesto que cos(x) toma valores en el intervalo [—1, 1], el intervalo de integracién es acotado para todo z € R.
Ademss, el integrando et” es una funcién de clase C® y acotada (por tanto integrable) en el intervalo [—1,1]:

1=¢"<e’ <el'=e para cada tel[-1,1].

Asf pues, la integral que define f(x) es una integral de Riemann para todo x € R. Ademds, la acotacién anterior
implica en particular que el integrando es estrictamente positivo en el intervalo de interés. De este hecho y la
monotonia de la integral se deduce que

i) f(z) = 0siy sélo si los extremos de integracién coinciden, esto es, cos(x) = 0;
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ii) f(x) > 0 si y sblo si el extremo superior de integracién es estrictamente mayor que el extremo inferior,
esto es, cos(z) > 0;
iii) f(x) < 0 siy sélo si el extremo superior de integracién es estrictamente menor que el extremo inferior,
esto es, cos(z) > 0.
En otras palabras:
i) f(x) =0siysdlosiz=7/o+km, k € Z;
i) f(z) >0siysélosiz e (—m/o+2km,T/o+2kn), k € Z;
iii) f(x) <0siysélosize (T/o+2knm,3m/o+2kn), k€ Z.
b) La funcién f es de clase C* en R por ser los extremos de integracién de clase C* en R y serlo también
el integrando en el intervalo [—1, 1]. Para verlo basta aplicar el teorema fundamental del cdlculo y la regla de
la cadena para obtener la derivada de f:

f(z) = —e<®  sen(z), z€R,

la cual es de clase C*° en R, por ser composicién y producto de funciones de clase C™.
La funcién f es periddica en R de periodo 27 por serlo cos(z), pues

cos(z+2m) 5 cos(x) 5
f(x+27r)=/ etdtz/ e"dt = f(z), x€R.
0 0

La funcién f es acotada en R ya que, por la monotonia de la integral y la acotacién del integrando dada

en el apartado anterior,
cos(z) ) 1
|f(x)|=‘/ etdt‘g/edtze, zeR.
0 0

¢) La variacién de f depende de la variacién del extremo superior de integracién, el cual es periédico.
Siendo el integrando positivo, es evidente que f alcanzard su valor maximo folet2 dt cuando cos(z) = 1, esto
es,z =2km, k €Z,y que f alcanzard su valor minimo fo_let2dt =— fflet2dt cuando cos(z) = —1, esto es,
x=(2k+ 1)m, k € Z. El mismo resultado se obtiene estudiando los ceros de f’ y el signo de f” en ellos. Estos
extremos relativos son también absolutos, ya que f es periédica y toma el mismo valor en todos los maximos y
el mismo valor en todos minimos.

d) Nos enfrentamos a una indeterminacién, pues

o0~
2
lim f(x :/ edt =0, lim tg(x) =—c0.
T—T/ot ( ) 0 z—T/pT (
Es posible entonces aplicar la regla de 'Hopital como sigue:
_ cos(at)2
lm o) tg(@) = fim O g~ s
=Tt et Ltg(x) o=t ~L/sen(x)?
3. Se consideran las funciones definidas en R?
a(@y,z)=z—y" +e” -1,  gav,y,2)=a"+e +2—1.
a) Demostrar que la ecuacién (g1, g2) = (0,0) permite despejar x y z como funciones implicitas de y,
de clase C* en un entorno V de yo = 0, con 2(0) =0y 2(0) = 0. 4 ps.
b) Estudiar si la funcién h, definida en V por h(y) = x(y) + 2(y)?, presenta un extremo relativo en
yo = 0. 10 ps.
Solucion:

a) Basta comprobar que se satisfacen las hipdtesis del teorema de la funcién implicita. Es inmediato que
tanto g1 como go son funciones de clase C* en todo R?® y que ¢1(0,0,0) = g2(0,0,0) = e® — 1 = 0.
Por otra parte, el determinante de la matriz de derivadas respecto a las variables que se pretende despejar

en el punto (xo, Yo, 20) €s
(g1, 92) 1 0
At AL LV = =1 )
det( ) (0,0,0) det 0 1 #0

Con todo, el citado teorema afirma que existen dos funciones x(y), z(y) de clase C* definidas en un entorno V' de
yo = 0, y un abierto W de R? que contiene a (z9, 20) = (0,0), y tales que para cada y € V, ¢(y) = (x(y), z(y))
es el inico punto de W que satisface

91(2(v),y,2(9) =2(y) —y* + @ W —1=0 vy g(2(y),y,2(y) =2x(¥)> + e +2(y) —1=0; [1]

en particular, 2(0) = z(0) = 0.
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b) De acuerdo con el apartado anterior, h estd definida en el entorno V de 0 y es de clase C*°. Para
estudiar el posible extremo relativo de h en yy = 0 necesitamos, primero, determinar si dicho punto es critico
para h, es decir, si h'(0) = 0: se tiene que

W(y) = a'(y) +22() (y)  yportanto  (0) = (0). 2

Luego, si la respuesta ha sido afirmativa (la condicién es necesaria, pero no suficiente), deberemos estudiar el
signo de h”(0); notemos que

W'(y) =" (y) +22'(y) 2 (y) +22(y) 2"(y)  conloque  h"(0)==z"(0)+22'(0)* [3]

Necesitamos, por tanto, calcular los valores de las derivadas primeras y segundas de z y la derivada de z
en el punto yp = 0; para ello, recurrimos a las relaciones implicitas [1]: derivando la primera se obtiene que

2 (y) = 2y + "W W (y) 2(y) + 2(y) 2/ (y)) =0, [4]

y puesto que z(0) = z(0) = 0, evaluando en y = 0 se deduce que z'(0) —e®-0 = 0. Por tanto h'(0) = 2/(0) =0
y, en efecto, yo = 0 es un punto critico de h.
Derivando la segunda igualdad de [1] se sigue que

2x(y)x'(y) +e¥ +2'(y) =0, portanto 0+ e’ +2/(0) =0, es decir, 2'(0)=—1.
Falta calcular z'(0), para lo cual derivamos de nuevo respecto de y la igualdad [4] obteniendo que
2 (y) = 2+ "2 (& (y) 2(y) + 2(y) #' (1)) + DO (2" (y) 2(y) + 20" (4) £ (y) + 2(y) 2" (4)) =0,
y puesto que x(0) = z(0) = 2/(0) = 0, evaluando en y = 0 se deduce que z'(0) = 2.

Finalmente h”(0) = z”(0)+22'(0)> =2+2(—1)?2 =4 > 0, y resulta que la funcién h presenta un minimo
relativo en 0.
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