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Capitulo 1

Complementos de calculo diferencial

El teorema de la funcién inversa y el de la funcién implicita encuentran su germen en los teoremas
clasicos de Cramer y Rouché del Algebra Lineal; se comienza recordando sus enunciados.

1.1. Funciones inversas e implicitas

Empezamos estudiando en qué condiciones una funcién, definida en un abierto A de R™ y con llegada
en R”, es localmente invertible en el entorno de un punto a € A.

Definiciéon 1.1. Sean A un abierto de R, @ un punto de A y f una aplicacion de A en R™ que es
diferenciable en a. El determinante
Ofi

Jf(a) = det (Djfi(a))lgi,jgn = det (8—%(11)) e

se denomina determinante jacobiano de f en a.

Teorema 1.2 (de la funcién inversa). Sean A un abierto de R” y f: A — R™ una aplicacién de clase
CF (k>1) en A. Si a € A es tal que la aplicacién lineal f'(a) es regular, o equivalentemente, tal que
Jf(a) # 0, entonces existen un abierto V' que contiene al punto a, y un abierto W que contiene al punto
f(a), tales que f aplica biyectivamente V en W y la aplicacién inversa f “L.W — V es también de clase
CF en W y se tiene que

o lo que es lo mismo,

Observaciones 1.3.

1) La tdltima férmula es una igualdad de aplicaciones lineales que implica, en particular, que la matriz
jacobiana de f ! en el punto f(x) es la inversa de la matriz jacobiana de f en @, y en consecuencia

1
I H(f@) = 5=, zeV
(@) = 57@)
11) A diferencia del caso lineal, en el que la inversibilidad es global, este teorema tiene caracter local,
es decir, la regularidad de la matriz jacobiana de f en el punto a sélo garantiza, en general, la
inyectividad de f en un entorno del punto a; considérese, por ejemplo, la aplicacién f : R? — R?

f(z,y) = (" cos(y), e" sen(y)),

a la que se puede aplicar el teorema anterior en cada punto, pero que no es inyectiva en R?, y no
admite por lo tanto inversa global.

Definicién 1.4. Sean Ay B dos abiertos de R™. Se dice que una aplicacién ¢: A — B es un difeomorfismo
o cambio de variables de clase C* si es biyectiva, de clase C¥ en A, y la aplicacién inversa ¢~ ': B — A
es también de clase C* en B.

Con esta definicién en mente, el teorema de la funcién inversa afirma que si una funcién de clase C!
tiene jacobiano no nulo en un punto, entonces dicha funcion define localmente, es decir, en un entorno
de dicho punto, un cambio de variables.
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También del teorema de la funcién inversa se sigue que para probar que una aplicacién de clase C!
de un abierto de R™ en R" es un difeomorfismo de ese abierto sobre su imagen, basta probar que es
inyectiva y que su jacobiano no se anula en ningin punto.

El objeto del teorema de la funciéon implicita es precisar condiciones tales que, dada una ecuacién

f((xlaan"'axn)a(ylayQa"'aym)) :0) (11)
se pueda asociar a cada punto = (z1,x2,...,2,) de un cierto conjunto X C R"™, un tnico punto
y = (y1,%2,-..,Ym) de otro conjunto Y C R™, de manera que el par (x, y) verifique la ecuacién. De esta

forma, queda definida una aplicacién

y = p(x),
con los pares de valores que son solucién de la ecuacién anterior. En estas condiciones la aplicacién ¢ se
dice que estéd definida implicitamente por la ecuacién (1.1).

Si la ecuacién (1.1) es lineal, la respuesta viene dada por el teorema de Rouché, pero en el caso
general la resolucion de tal ecuacion, aun cuando ésta tenga solucién unica, puede resultar imposible.
Parece entonces conveniente conocer las propiedades de la funcién ¢, aunque no se pueda obtener de
forma explicita.

Teorema 1.5 (de la funcién implicita). Sean A un abierto de R"™™, f: A — R™ una aplicacién de
clase C* (k> 1) en A, y (a,b) un punto de A tal que f(a,b) = 0. Se supone, ademds, que

OFf:

det (i(a, b)> # 0. (1.2)
Tntj 1<i,j<m

Entonces existen un abierto U de R™, con a € U, y otro abierto V de R™, con b € V, tales que para

cada x € U existe un tinico ¢(x) € V con f(x, p(x)) = 0; ademds, la funcién ¢: U — V asi definida es

una funcién de clase C¥ en U.

Observaciones 1.6.

1) De nuevo, a diferencia del caso lineal, el resultado tiene cardcter local; considérese por ejemplo la
funcién f:R? — R definida por
flry) =2 +¢> -1

11) La unicidad enunciada en el teorema de la funcién implicita, junto con la condicién f(a,b) = 0,
implica, en particular, que ¢(a) = b.

111) Aun sin conocer explicitamente la aplicacién ¢, es posible calcular sus derivadas parciales sucesivas
en el punto a, lo cual se reduce a resolver una serie de sistemas lineales cuya compatibilidad viene
garantizada por el hecho de que el determinante jacobiano respecto de las ultimas variables no sea
nulo.

1.2. Variedades diferenciables

Definicién 1.7. Se dice que un subconjunto conexo S de R” es una variedad (diferenciable) de clase C*
(k> 1) y de dimensidn d, 1 < d < n, si para cada punto p € S existen:

1) un entorno abierto U de p, y

1) una aplicacién biyectiva ¢ de un abierto V de R? en U N S, de clase C* y tal que el rango de la
matriz jacobiana (Dj%)1§i§n es maximo, es decir, igual a d, en cada punto de V.
1<j<d
El par (V, ¢) se denomina carta o parametrizacion local de S en torno al punto p.
Una familia de cartas locales {(V;, ;) : i € I} tal que cada punto p € S pertenece a la imagen de
alguna de ellas, es decir, tal que
S= U p,;(V;
iel ‘101( 1))

se denomina atlas de la variedad.
Definicién 1.8. Las variedades de dimensién 1 reciben el nombre particular de curvas, y las de dimension

2 el de superficies. Cuando para una variedad existe un atlas constituido por una sola carta local diremos
que la variedad es simple o elemental.
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Definicién 1.9. Sean S una variedad diferenciable de dimensién d y de clase C* en R”, p un punto de
Sy (V,¢) una carta local alrededor de dicho punto.

Pongamos que p = ¢(x), * = (z1, 2, ...,24) € V. El subespacio vectorial de R" generado por los d
vectores

Op
B é)xj

es decir, la imagen de la aplicacién lineal ¢’(x), se denomina espacio tangente a la variedad S en el
punto p. Sus elementos se denominan vectores tangentes a S en dicho punto.

Djp(x) (r), j=1,2,...,d,

Observaciones 1.10.
1) La definicién anterior es coherente puesto que, si (W, ~) es otra carta alrededor de p, la imagen de
la aplicacién lineal v/ (y~1(p)) es la misma que la de ¢'(x).
Para ilustrar esto nos concentraremos en el caso de superficies en R?, es decir, cuando (V,¢) y
(W, ~) son parametrizaciones regulares de sendas superficies en R®. En este caso el subconjunto M

de S dado por
M=pV)ny(W)CS

es una superficie elemental que contiene al punto p, y que puede ser parametrizada en un entorno
de dicho punto indistintamente por

i (M)->M o y:y'(M)—M

(véase la figura 1.1, en la que M es la parte sombreada de S).

Figura 1.1: Parametrizaciones de un entorno de un punto en una variedad

Se puede demostrar que el cambio de carta (o cambio de pardmetros)
=~""op:p (M) =~ (M)

es un difeomorfismo de clase C' y, obviamente, o = v 0 8. Ademds, la regla de la cadena establece
que
¢'(x) =~'(6(z)) 0 0'(x) paracada x € p (M),

y como @’ (z) es un isomorfismo lineal de R? en R?, laimagen ¢’ (x)(R?) es la misma que v/ (8(z)) (R?).

11) La segunda condicién de la definicién 1.7 garantiza que el espacio tangente a la variedad en un punto
es un subespacio vectorial de dimensién d de R"™, ya que los d vectores D;p(x), j =1,2,...,d, son
linealmente independientes.

1.2.1. Variedades definidas implicitamente

El siguiente resultado es consecuencia inmediata del teorema de las funciones implicitas.

Teorema 1.11. Sean U un abierto de R" y f:U — R"~? (n > d) una aplicacién de clase C* tal que
el rango de la matriz jacobiana en cada punto de U es maximo. Se supone que el conjunto X = {x €
U: f(x) =0} es no vacio. Entonces cada componente conexa S de X es una variedad diferenciable de
dimensién d y clase CF.
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Ejemplos 1.12.
1) El subconjunto de R* dado por {(x,y,2,u) € R* : (x—1)?+(y—2)?+2*+u* = 1} es una variedad
de dimensién 3 de clase C*° en R* (una hipersuperficie).
11) El subconjunto de R* definido por {(x,y,2,u) € R* : 2?2 +¢y>+22 =1, 2 +u = 0} es una variedad
de dimensién 2 de clase C*° en R*.

Proposicion 1.13. Sea S una variedad diferenciable en R™ de dimensién d que viene definida implici-
tamente en un entorno del punto p € S por las ecuaciones

gi(x) =0, 1<i<n-—d,

donde las funciones g; son de clase C* en un abierto U de R™ que contiene a dicho punto y tales que el
rango de la matriz jacobiana
(ngi)1§i§n—d
1<j<n
es maximo en cada punto de U. Entonces el espacio tangente a la variedad en un punto € SNU es
precisamente el conjunto de vectores v que satisfacen

g'(x)(v)=0, i=1,2,...,n—d.

Es decir, los vectores fila de la matriz jacobiana de g = (g1, 92, - - -, gn—d) en el punto & son una base del
complemento ortogonal en R™ del espacio tangente a S en dicho punto.

1.3. Extremos sujetos a condiciones de ligadura

Si se consideran una funcién numérica definida en un abierto A de R™ y un subconjunto S de A, es
evidente que los maximos y minimos locales de la restriccién de f a S no tienen por qué coincidir con
los extremos relativos de f en A.

El problema de determinar los extremos de f| g s, en general, extremadamente dificil, a no ser

que las propiedades geométricas del subconjunto S permitan alguna simplificaciéon: por ejemplo, en la
Programacién Lineal, S es un subconjunto convexo de un subespacio afin y la funcién f es lineal.

Una situacion mas general es aquélla en la que el subconjunto S estd constituido por los puntos del
abierto A que satisfacen unas determinadas condiciones de ligadura dadas por funciones g1, ..., gm que
determinan localmente una variedad diferenciable

S={zcA:g(z)=g2(z) =...=gm(x) =0},
siendo el rango de la matriz (ngi($))1§i§m méximo (igual a m) para cada « € S.
1<j<n
Definicién 1.14. En las condiciones anteriores, si €y € S es un punto en el que f g alcanza un
extremo relativo, se dice que [ presenta un extremo relativo en xg, sujeto a las condiciones de ligadura
(o condicionado a) g1, ..., gm.

Segun el teorema de la funcién implicita, en un entorno de cada punto & € S se podran despejar m
variables en funcion de las restantes y, sustituyendo esas variables en la funcién f, es decir, parametri-
zando la variedad S, puede tratarse el problema de encontrar los extremos relativos de f| g en la forma

ordinaria, estudiando una funcién definida en un abierto de R™~". Pero, como comentabamos antes,
obtener la expresion explicita de las funciones determinadas por las condiciones de ligadura suele resultar
complicado. El teorema de Lagrange permite resolver esta dificultad:

Teorema 1.15 (de los multiplicadores de Lagrange). Sean A un abierto de R™, f una funcién real
de clase C! en A, y m condiciones de ligadura,

gi(xl,xg,...,xn):o, i:1,2,...,m, (13)
donde las funciones g; son también de clase C' en A. Entonces, si & es un extremo de f sujeto a las

condiciones de ligadura (1.3), y el rango de la matriz (Dj gi(wo))1§i§m es m, existen numeros reales

1<j<n
m
ALy Aye .oy A tales que  f/(x0) — Y. Nigi’(xo) = 0, es decir, se verifican las relaciones
i=1
m
D;f(wo) = > ANiDjgi(z0) =0,  j=1,2,...,n. (1.4)
i=1

Las constantes A1, Aa,..., Ay, reciben el nombre de multiplicadores de Lagrange.
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El conjunto de ecuaciones dadas en (1.3) y en (1.4) constituye un sistema de n 4+ m ecuaciones con
n +m incégnitas (las n coordenadas del punto xg y los m multiplicadores A;, 1 < i <m), cuya solucién
permite localizar los posibles extremos.

Una vez localizados los “puntos criticos” se hace necesario dar condiciones suficientes para poder
garantizar que en estos puntos la funcién presenta un extremo.

Teorema 1.16 (1* condicién suficiente de extremo). Con las mismas hipStesis y notacién que en
el teorema anterior, se supone ademéds que las funciones f, g1, 92, ..., Gm, son de clase C? en A.
Si gy A1, Aa,..., A\p satisfacen (1.3) y (1.4), y L denota la funcién

L(z) = f(z) - Z)\igi(%), x € A,

es condicion suficiente para que f presente un méximo (resp. minimo) relativo en el punto xg, sujeto a
las condiciones g1, g2, - - -, gm, que la forma cuadratica

h — hHL(xo)h'

sea definida negativa (resp. positiva), donde HL(x() es la matriz hessiana de L en el punto xg.

Observaciéon 1.17. Esta condicién no es necesaria, es decir, puede ser que [ presente un extremo
relativo en xg sujeto a las condiciones g1, go, . . ., gm, siendo la forma cuadratica indefinida.

El resultado anterior se puede mejorar en el sentido siguiente:

Teorema 1.18 (2 condicién suficiente de extremo). Con las mismas hipStesis y notacién que en
el teorema anterior, si

hHL(xo)h' <0, (resp. hHL(xo)h' > 0)
para cada h € R™ con h # 0 y tal que
gil(ilio)(h)zo, i=1,2,...,m,

entonces f presenta un maximo (resp. minimo) relativo en el punto xg, sujeto a las condiciones

915925+ - -y Gm-
Es decir, basta comprobar la condicién de definida positiva o negativa para los vectores del espacio

tangente a la variedad S (de dimensién n — m) en el punto x.

La teorfa de Lagrange permite resolver problemas de extremos (absolutos o relativos) més generales,
en los cuales el conjunto donde esta definida la funciéon viene dado mediante condiciones de ligadura
dadas por relaciones de igualdad o desigualdad:

{x:9i(x) ~0,i=1,2,...,m},

donde ~ es cualquiera de las relaciones =, <, >, > o <.

En las condiciones anteriores, una descomposicién adecuada del conjunto permite la localizacién de
los posibles extremos. En lugar de desarrollar minuciosamente esta teorfa (que constituye el denominado
teorema de Kuhn-Tucker), la ilustraremos con un ejemplo suficientemente significativo.

Ejemplo 1.19. Consideremos el subconjunto K de R? limitado por el plano z = 0 y el hemisferio
superior de la esfera de radio unidad centrada en el origen, esto es,

K={(z,y,2) eR¥*:2? + > + 2> —1<0,2 > 0}.

Puesto que K es compacto cualquier funciéon f continua en K alcanzard sus extremos absolutos. Estos
extremos serdn también relativos y se encuentran en uno de los siguientes conjuntos (disjuntos dos a

dos):
1) En el interior de K, es decir, en el conjunto
IO(: {(z,y,2) eR® 1z + 9> +2° -1 <0,2> 0},
y se tiene un problema de extremos ordinarios en este abierto.
11) En la parte de su interseccién con la esfera
S ={(z,y,2) eR*:2? + > + 22 —1=10,2 > 0}.

En este caso se tiene una condicién de ligadura g(x,y,2) = 22 + 94> + 22 — 1 = 0 en el abierto
{(z,y,2) € R?: 2z > 0}, siendo ¢'(x) # 0 para cada = € S;.
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111) En la parte de su interseccién con el plano
Sy ={(z,y,2) e R®: 2?2 + 4> + 22 -1 <0,z =0}.

Se tiene ahora una condicién de ligadura g(z,y,2) = z = 0 en el abierto de R® {(x,y,2) € R? :
2?2 +y* 4+ 22 — 1 < 0}, con ¢'(x) # 0 para cada = € Ss.

1v) En la interseccién de la esfera y el plano
C={(z,y,2)eR®: 2 492+ 22— 1=0,2=0}.

En este caso se tienen dos condiciones de ligadura en el abierto R3: g1 (7, y,2) = 22 +3? +22 -1 =0,

g2(x,y,2) = z = 0, siendo el rango de la matriz jacobiana de g = (g1, g2) maximo en cada punto
de C.

Si la funcién f es de clase C! en un abierto que contiene a K, sus posibles extremos se localizan en
cada uno de los cuatro casos segin los métodos expuestos. Obsérvese que, al tratarse de un problema de
extremos absolutos, no es necesario recurrir a los criterios suficientes de extremo; basta seleccionar de
entre los candidatos hallados (puntos criticos en alguno de los cuatro conjuntos anteriores), aquéllos en
que la funcién tome los valores maximo y minimo.

1.4. Coordenadas curvilineas

Aunque no hay ninguna dificultad en extender la materia que se aborda bajo este epigrafe a espacios
de dimensién arbitraria, nos concentraremos en el caso de R3, suficientemente ilustrativo y, por otra
parte, el usual en el estudio de las ecuaciones de la Fisica Matemaética.

Es habitual que los campos vectoriales, asi como los operadores diferenciales, se describan referidos a
una misma base de R"; en R3 la compuesta por los tres vectores i = (1,0,0), 5 = (0,1,0) y k= (0,0, 1).
Pero sucede con frecuencia que el problema que se estudia presenta ciertas simetrias que permiten simpli-
ficaciones, principalmente en la reducciéon del nimero de variables independientes. Estas simplificaciones
se llevan a cabo mediante cambios de variables eligidos ad hoc y que conducen a la consideracion para
cada punto x del abierto V en el que se trabaja de una base {e1(x), e2(x), e3(x)} de R®. Los resultados
mas fructiferos son aquéllos en que esta base es ortogonal.

Definicién 1.20. Sean U, V dos abiertos de R" y ¢: U — V un difeomorfismo (cambio de variables).
Cada punto (z,y, z) de V viene determinado unfvocamente por (u,v,w) = ¢~ !(z,y, 2). En estas con-
diciones se dice también que el conjunto de ternas (u,v,w) correspondientes a las coordenadas de los
puntos de U define un sistema de coordenadas curvilineas en V.

Pongamos ¢! = 1 = (t1,12,13). Fijado un valor constante ug € R la interseccién del plano
de ecuaciéon u = ug con U se corresponde con una superficie contenida en V'; la de ecuaciéon implicita
P1(x,y, 2) = up. Andlogamente con las otras dos componentes. Estas variedades se denominan superficies
coordenadas. Las intersecciones de dos superficies coordenadas, dadas implicitamente por {uq(x,y, 2) =
vo, Y3(x,y, z) = wo}, ete., son las denominadas curvas coordenadas.

Observaciéon 1.21. En las condiciones y con la notacién de la definicién anterior. Por cada punto

o = (20, Y0, 20) € V pasan tres superficies coordenadas distintas y tres curvas coordenadas distintas; si

ug = (up, v, wo) = YP(xp) estas curvas se parametrizan en respectivos entornos de ug, vy y wo por
71(“) = ‘10(“) Vo, wO) ) 72(U) = ‘10(“0’ v, wO) ) ’73(11}) = QO(UOa Vo, U}) )

asi que la tangente a cada una de estas curvas en el punto x( tiene por vector director

22 ) = (L), L), Zwo)), Ppug), P,

respectivamente. Resulta que estos tres vectores son linealmente independientes, es decir, conforman una
base de R3.

Definiciéon 1.22. Se dice que un sistema de coordenadas curvilineas en el abierto V', dado por el
difeomorfismo (u,v,w) € U +— (z,y,2) = @(u,v,w) € V, es ortogonal si para cada ug € U los tres

13}
vectores 8—(’5(1;0), 8—(’5(1;0), %(uo) son ortogonales dos a dos.

Es obvio que los vectores tangentes no son necesariamente unitarios (de médulo 1), por lo que conviene
definir las siguientes cantidades:
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Definicién 1.23. Dadas las coordenadas curvilineas (u,v,w) € U +— (z,y,2) = p(u,v,w) € V se
definen en U las funciones

wl=VG GG o=z =152l
o= 5l =V Ge) +Go) + G a=lEl =15l
denominadas coeficientes de Lamé del sistema de coordenadas curvilineas. Si el sistema es ortogonal,
para cada xo = ¢(ug) € V la tripleta de vectores
L J¢ L % L 9

eu(®0) = T 5 (W) enl@o) = gosBlwe),  ew(@o) = —os

denominados versores del sistema de coordenadas curvilineas, es un sistema ortonormal de R3.

('LLQ) 5

Observacién 1.24. Consideremos un campo vectorial F: V — R3, representado mediante sus compo-
nentes F' = (F1, Fy, F3) = F1i+ Foj + F3k en la referencia cartesiana estdndar. Pero también, dado
xo = p(ug) € V, el vector F(xp) es combinacién lineal de los versores:

F(xg) = Fyu(uo) ey(xo) + Fy(ug) ey (o) + Fu (o) €y (o).

Las funciones F,, F,, F,, son las componentes del campo F' respecto del sistema de coordenadas cur-
vilineas (u, v, w). Si este sistema es ortogonal se tiene que
10 1
F,=F-e,=F 22—~ (Rt oL+ BT,
adu  « u u u
y andlogamente,
1 ox Jy 0z 1 ox Jy 0z
F,:—(F— Y F—), F:—(F— Ry F—)

RNG} 181)+ 281)+ > v Yy 18w+ 28w+ *ow
Reciprocamente, conocidas las componentes (F,, Fy,, F},) de F respecto del sistema ortogonal de coor-
denadas curvilineas, las componentes en la base estandar se obtienen mediante las férmulas

F, 0 F, 0 F, 0
Fy=e % e e 0T
a Ou (B Ov v Ow
Fu Oy  Fo Oy  Fu Oy

wou B o v ow’
F, 0z F, 0z F, 0z

F:—— —_— - T .
s a8u+ﬁé)v+'yé)w

=

Seguidamente se expone cémo se representan los operadores diferenciales cldsicos (gradiente, rota-
cional, divergencia y laplaciano) respecto de un sistema de coordenadas curvilineas.

Proposicién 1.25. Sea (u,v,w) € U — (z,y, z) = p(u,v,w) € V un sistema ortogonal de coordenadas
curvilineas en el abierto V' tal que Jyp(u) > 0 para cada u € U. Sean f un campo escalar y F' un campo
vectorial en V', tan regulares como sea preciso. Entonces:

_10(foy) _10(foe) 1 0(f o)
I) [vf]u - ET) [vf]'u - ﬁ v ) [vf]'w - ~y Ow
1 /0 0 1,0
1) [rotF]u:ﬁ—,y(%(fy ) %(M,)), [rotF]q,:a—v(%(aFu) 5 (YFu)):
0 0

ot Flu = = (50 (0R) - 5o (@ F)):

. 1 0 0
) divF = m(a(ﬁ’yFu) —1—%(04’qu,) +—w(aﬁFw))

L (0 (ByO(foep) 9 ray 0(foe) 9 raB o(foep)

MAh;7Gﬂ7 Ju Fafﬁf%ﬁ+a%7iﬁﬂ>

En las tablas 1.1 y 1.2 se detalla el estudio anterior en los casos particulares de las coordenadas
cilindricas y esféricas, adecuados para el tratamiento de problemas que presenten simetrias axiales o
centrales, respectivamente, y que son sin duda los de uso més frecuente.

No obstante, el lector podra imaginar facilmente que, a propésito de otras configuraciones geométricas
del problema que se trate, se empleen otro tipo de coordenadas, tales como las toroidales, conicas,
paraboloidales, ete.
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(z,y,2) = @(r,0,w) = (rcos(d), rsen(f), w)

Coordenadas cilindricas:
(a,a427) xR

(r,0,w) e U= (0,00) x

0 = cte. — semiplanos verticales,

r = cte. — cilindros,

Superficies coordenadas:
w = cte. — planos horizontales.
Coeficientes de Lamé: a=1, [B=r, ~=1; Jp=afy=r
_0(foy) 1 9(fo¢p) I(foep)
Vi= = et " 4T g o
_ 1/ 9 Afop)y , P(fop) | 0% (fop)
Af_r2<rar(7“ 5 )t g T s
Componentes de un campo F = (Fy, Fa, F3) respecto de {e,,eg, ey }:
F, = Fy cos(0) + Fssen(6), Fp = Fycos() — Fy sen(h), F, =F;
1,0 OF,  OF,
WF=-(—(rF)+ 28 S
divF =2 (50 F) + Gt +r 50
1,0F,  OF, OF, OF, 1,0 OF,
o F = (G5 g ) et (Ga — ) et (50 R) - 57)

Tabla 1.1: Céalculo vectorial en coordenadas cilindricas

(r,y,2) = @(r,0,0) = (7“ cos(f) sen(¢), rsen(6) sen(qb),rcos(qb))

Coordenadas esféricas:
(0,7) X (a,a+ 2m)

(r,¢,0) € U = (0,00) x

Superficies coordenadas:  r = cte. — esferas, 6 = cte. — semiplanos verticales,

¢ = cte. — conos (degeneran en el plano z = 0 para ¢ = T/9
Coeficientes de Lamé: B=r ~=rsen(p); Jp = afv =r?sen(o)
_O(foep) 10(foep) 1L O(foep)
VIi= ar " * r 0¢ - sen(¢p) 06 o
a(foso)) N 82(f090)>

1 0 o(f o 0
Af = m (senQ(qb) E(TQ %) + sen(¢) —(sen(qb) 9 502
(F1, Fy, F3) respecto de {e,, es, ep}:

Componentes de un campo F =

2 a =1,

F, = Fy cos(6) sen(¢) + Fs sen(6) sen(6) + Fs cos(g),
Fyy = Fy cos(6) cos() + Fasen(6) cos(¢) — Fysen(g),  Fp = Fycos(f) — Fy sen(0)
divF_TQSen( )( (qb)a( F)—i—?“%(sen(qb)F(/,)-i-r%)
o = e (a0 ) = ) e s (G (015 o))
3 (5 - 5 e

Tabla 1.2: Céalculo vectorial en coordenadas esféricas
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Ejercicios

1.1 Sea S una superficie de clase C' en R?® dada de forma implicita por la ecuacién g(x,y,2) = 0.
Demostrar, haciendo uso del teorema de Lagrange, que si a € R3\ S y la distancia d(a, S) se alcanza en
un punto p € S, entonces el vector determinado por a y p es ortogonal al plano tangente a S en p.

1.2 Determinar los extremos relativos de la funcién f(x,y,2) = 2 4+ z en la esfera de ecuacién
2242+ 22 =1.

1.3 Calcular el méximo y el minimo absolutos de la funcién f(z,y, z) = 2° + y* + 2z en el conjunto
K={(z,y,2) eR¥: 22 +y?> =8, v+ y+2z =1}

1.4 Encontrar el mayor y el menor valor de 23 + y* + 23 sujeta a las condiciones

2?4y 42 =1, r+y+z=1

1.5 Encontrar los puntos del conjunto A = {(x,y,2) :  + 2 = 1,42% + y? < 16} més préximos y mas
alejados del origen.

1.6 Sean H el subconjunto de R? dado por
H = {(z,y,2) e R :2a® +y* =22 +2, -2 < 2 < 2},
y f la funcién real definida en R? por f(z,y,2) =zy.
1) Demostrar que f estd acotada en H y alcanza sus extremos.
11) Calcular los extremos absolutos de f en H, asi como los puntos donde se alcanzan dichos extremos.

2 y2

1.7 Determinar los extremos relativos de la funcién f(x,y) = zy sobre la elipse de ecuacién —+ 2= 1.
a

1.8 Determinar los extremos relativos de la funciéon f(z,y, z) = 2% + y* + 2 condicionados por las
ligaduras
4P+ ay+yz+az—1=0, r+2y—32=0.

1.9 Sea f:R? — R la funcién definida por
fx,y,2) =22 +9% + 2%
1) Calctlense los extremos absolutos de f sobre el conjunto
M = {(z,y,2) e R®: 2?4+ 22 =25 2% —3 =9},
justificando su existencia.
11) ;Tiene la funcién f extremos absolutos en el conjunto
N = {(z,y,2) € R®: 2% + 2% <25, 2% —¢? <9}?
Si los tiene, calctilense.
1.10 Determinar los extremos absolutos de la funcién f(z,y) = e**¥ en el conjunto

D={(v,y) eR*: 2?2 +¢y* <1, 2 + (y—1)* < 1}.

1.11 Determinar las dimensiones del paralelepipedo rectangular que, de entre todos los de volumen
dado Vj, tenga minima la suma de las dreas de sus caras.

1.12 Hallar el maximo y el minimo de las distancias entre los puntos de las circunferencias de ecuaciones

(x—22+@wy—-22%=1 y 2 49% =18.

1.13 Se consideran los campos

R(z,y,z) = (v,y,2) =zi+yj+zk vy r(2y2) =Ry 2)|=vVa?+y?+22.
Probar que en R? \ {0} se tiene que:
V™) =nr"?R, V(ogr))=r2R, V(") =n(n+1)r""2 div(r"R) = (n+3)r"

Realizar los célculos en coordenadas cartesianas y esféricas.



Capitulo 2

Complementos de calculo integral

La extension del concepto de integral impropia de Riemann al caso de funciones de varias variables no
es tan sencilla como para la integral de Riemann clasica. Para no entrar en detalles, comenzaremos dando
una definicién de convergencia adecuada para nuestros propositos, relativa a la integral de funciones no
necesariamente acotadas en conjuntos abiertos (acotados o no). A continuacién se presenta la teorfa de
integrales dependientes de pardmetros y algunas de sus aplicaciones, como el estudio de las funciones
eulerianas y de las transformadas integrales de Fourier y Laplace.

2.1. Convergencia de la integral impropia en varias variables

Aunque la nocién es algo més general, serd suficiente convenir que un conjunto compacto K de R?
(respectivamente, de R3) es medible si su frontera es unién de un ntimero finito de soportes de curvas de
clase C! en R? (respectivamente, de un niimero finito de soportes de curvas o de superficies de clase C!
en R?). Por supuesto, esta idea se puede extender sin dificultad a un espacio R? cualquiera.

Definiciéon 2.1. Sea f una funcién real definida en un abierto V' de RP, p = 2 o 3. Se dice que f es
localmente integrable en V si al ser restringida a cada subconjunto compacto y medible K de V resulta
ser acotada e integrable (en el sentido de Riemann) en K.

Observaciones 2.2.

1) Si f es localmente integrable en V' también se dice que tiene sentido considerar la integral impropia
de f en V, es decir, el simbolo
| @z,
v

o cualquier otro a semejanza de las notaciones introducidas en la definicién de la integral de Riemann.

11) En la inmensa mayorfa de los casos la integrabilidad local de una funcién viene dada por su conti-
nuidad o, en su defecto, por su continuidad salvo en un conjunto “de medida nula” (en la practica,
una unién de curvas en R?, unién de curvas y superficies en R?, etc.).

Antes de dar la definicién de convergencia para integrales dobles y triples, introducimos la termino-
logia adecuada.

Notacién: Dada una funcién f definida en un abierto V de RP = R™*t9, denotaremos por f* a la
funcién definida en todo R? que se obtiene al extender f por 0 en los puntos que no pertenecen a V. Si
se toma x € R™, la seccion de f* por « es la funcién f;, : RY — R dada por

f2(y)=f(z.y), yeR.
Anélogamente, si y € RY, la seccion de f* por y es la funcién ¢ € R™ — fr(x) = f(z,y).
Comenzamos con la definicién de integral doble convergente, que sélo requiere el conocimiento de la
integral impropia de Riemann en la recta real.

Definicién 2.3. Sea f una funcién real definida y localmente integrable en un abierto V' de R? = R!*+!,
Se dice que la integral impropia de f en V es convergente si alguna de las dos integrales iteradas

[([iza)a o [([if@ia)a

existe y es finita (es decir, todas las integrales impropias en R tienen sentido y son convergentes). En ese
caso, se define el valor de la integral mediante

/Vf(x,y)dxdy=/Rf*(x,y)dxdy=/R(/Rf*(x,y)dy> ar,

10



2.1. Convergencia de la integral impropia en varias variables 11

siempre que las integrales iteradas tengan sentido como integrales impropias absolutamente convergentes

en R. Andlogamente,
/f(x,y)dxdy=/ (/f*(x,y)dx> dy,
1% R \ JR

cuando la integracion iterada tenga sentido.
Podemos basarnos en la nocién anterior para dar la definicién de integral triple convergente.

Definicién 2.4. Sea f una funcién real definida y localmente integrable en un abierto V' de R? = R?+1,
Se dice que la integral impropia de f en V es convergente si alguna de las dos integrales iteradas

L([izwia)a o [([ i5@ie)da

existe y es finita (es decir, todas las integrales impropias en R? y R tienen sentido y son convergentes).
En ese caso, el valor de la integral se define como antes, para cualquier agrupacién y permutacion del
orden de las variables.

Es sencillo concluir que la convergencia equivale a que la integral iterada

/_O:O (/_Z(/_Z |f*($1,x2,x3)|dx1) dx2>dx3

exista y sea finita. Lo mismo se puede decir para cualquier permutacién del orden de las variables.

Observaciones 2.5.

1) Ya queda claro en qué términos se puede definir la convergencia de una integral impropia de una
funcién en un nimero arbitrario p de variables. Se propone al lector que proporcione los detalles.

11) En la préctica, las integrales iteradas anteriores se escriben teniendo en cuenta que la funcién f*

es nula en el complementario de V. Esto hace que dichas integrales aparezcan extendidas a los
intervalos (“secciones”) adecuados de acuerdo con la definicién de V.

A diferencia de lo que ocurria en el caso unidimensional, ahora se tiene la siguiente equivalencia.

Teorema 2.6. Sea f una funcién real definida en un subconjunto abierto V' de R? y localmente integrable
en V. La integral impropia de f en V es convergente si, y sélo si, lo es la integral impropia de |f| en V.
En caso de que converjan se tiene que

‘/Vf(m) dx

Observacién 2.7. Cuando la integral impropia de una funcién f en un abierto V' de R? tenga sentido
y sea convergente diremos también que f es integrable en V. El contexto establecera en cada caso si esta
integrabilidad se refiere al sentido estricto de Riemann o al sentido impropio.

< /Vlf(w)ldw-

Teorema 2.8 (Criterio de comparacion). Sean f y g dos funciones reales definidas y localmente
integrables en un abierto V' de RP, y tales que

|f(x)| < |g(x)] paracadaxecV.
Entonces:
1) Sig es integrable en V', también f es integrable en V.

1) Si f no es integrable en V', tampoco g es integrable en V.

Por dltimo, mencionaremos que la propiedad de aditividad respecto de los conjuntos se verifica
igualmente para integrales impropias.
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2.2. Integrales paramétricas

Esta seccion se dedica al establecimiento de los resultados fundamentales relativos a las denominadas
integrales dependientes de pardmetros o integrales paramétricas, que se definen como la integral de una
cierta funcién de varias variables respecto de un grupo de ellas, jugando las otras variables el papel de
parametros. Como veremos, la regularidad de la funcién integrando, junto con ciertas condiciones de
acotacion, garantizan la regularidad de la funcién integral.

En lo que sigue se consideraran subconjuntos E de RP compactos y medibles o abiertos, en los que
tenga sentido la integral de las funciones correspondientes, bien en el sentido de Riemann, bien en el
sentido impropio.

Teorema 2.9 (de la convergencia mondétona). Sean F un subconjunto de R? y { f,,}2° ; una sucesién
de funciones no negativas e integrables en E. Se supone que:

.z s oo , . .
1) Para cada y € F la sucesién numérica { fn (y)} es mondtona creciente, es decir,

n=1
0<fi<fo<...<fun<f o1 <.
11) Para cada y € E es finito el limite f(y) = lim f,(y) (que existe por la monotonia de la sucesién),
n—oo
y tiene sentido la integral en E de la funcién limite f.

Entonces

/ fly)dy = lim [ fo(y)dy.
E E

Teorema 2.10 (de la convergencia dominada). Sean E un subconjunto de RP y {f,}5°, una
sucesion de funciones integrables en E. Se supone que:

1) Para cada y € FE existe el limite lim f,(y) = f(y) € R, y tiene sentido la integral en E de la
n—oo
funcién limite f.
11) Existe una funcién g integrable en E tal que

|fn(’!/)| < g(y) para todo y € F y todon € N.

Entonces f es integrable en F, se verifica que lim [, | fly)— fn (y)| dy = 0, y en consecuencia,
n—oo
[ fwdy =i [ g dy.
E nmoJE

Observacién 2.11. Como siempre, lo que suceda en conjuntos de medida nula es irrelevante, y los
dos teoremas anteriores se pueden reformular relajando las hipdtesis, permitiendo que las condiciones
impuestas a {f,}5°; no se verifiquen en un subconjunto de E de medida nula.

A partir de los teoremas precedentes se deducen los siguientes resultados sobre continuidad y deri-
vabilidad de integrales paramétricas.

Teorema 2.12 (de continuidad bajo el signo integral). Sean A un subconjunto de R™, F un
subconjunto de RP, y F(x,y) una funcién real definida en A x E C R™P. Sea xy un punto de A, y
supongamos que:

1) Para cada @ € A la funcién Fy, definida por Fy(y) = F(x,y), es integrable en E.
11) Para cada y € E la funcién F),, definida por Fy(x) = F(x,y), es continua en x.

111) Existen un entorno V' de xg y una funcién integrable g : E — R tales que

|F(x,y)] < g(y) paratodox € VN Aytodoy e FE.

Entonces la funcién f, definida de A en R por
f@) = [ Pla.y)dy,
E
es continua en xg.

El teorema anterior, de caracter local, admite una version global si la acotacién expresada en la
tercera de las hipdtesis es vélida para todo « € A. En concreto:
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Corolario 2.13. Sean A un subconjunto de R™, E un subconjunto de R?, y F(x,y) una funcién real
definida en A x E C R™*P. Supongamos que:

1) Para cada @ € A la funcién Fy, definida por Fy(y) = F(x,y), es integrable en E.

11) Para cada y € E la funcién F, definida por Fy(x) = F(x,y), es continua en A.

1) Existe una funcién integrable g : E — R tal que

|F(x,y)| < g(y) para todo x € Ay todoy € E.

Entonces la funcién f, definida de A en R por f(z) = [, F i F(x,y) dy, es continua en A.

Teorema 2.14 (de derivacién bajo el signo integral). Sean A un abierto de R™, E un subconjunto
de RP, y F una funcién real definida en A x E C R™*P. Supongamos que:

1) Para cada @ € A la funcién Fy, definida por Fy(y) = F(x,y), es integrable en E.
11) Para cada y € E la funcién Fy, definida por Fy(x) = F(z,y), admite derivada parcial continua

respecto de z; en A.

oF
1) La funcién y — 8—($’ y) es localmente integrable en E y existe una funcién g; integrable en E tal
»

J
que

OF
|Dij(m)| = ‘%(m,y)‘ < g;(y) paratodox € Ay todoy € E.
j

Entonces la funcién f, definidaen A por f(z) = [, F  F(z,y) dy, admite derivada parcial continua respecto
de z; en A, y se tiene que

0 oF
Djf(a’):%/EF(%Z’J)CZ?/:/E%(J’;?/)CZ% zcA.
J J

Corolario 2.15. Si en el teorema anterior las condiciones ii) y iii) se verifican para cada indice j =

1,2,...,m, entonces f es de clase C' en A y se tiene que
aof oF
dy, i=1,2,...,m.
axj( T) = /Eaxj(w ydy, j m

Observacion 2.16. El teorema de derivaciéon puede ser aplicado a las derivadas sucesivas cuando la
funcién F(x,y) es suficientemente regular y asi, por ejemplo, si se verifican las condiciones pertinentes,

8k1+k2+-~~+kmf / oFrtket. tkm

dxtroxkz . ok g 0z ozk: | oxkn

(z,y)dy.

2.2.1. Integrales eulerianas

Las denominadas funciones eulerianas Gamma (I') y Beta (B) estdn definidas por integrales pa-
ramétricas, y al igual que las trigonométricas, de Bessel, integrales elipticas, etc., son trascendentes (no
algebraicas), pero estdn perfectamente tabuladas, y resultan de gran utilidad en el estudio de numerosos
problemas.

Definicién 2.17 (Funcién Gamma). Para cada t € (0, 00) se define

I'(t) :/ et dx.
0

Propiedades 2.18.
1) I'(t) estd definida y es positiva para todo ¢ > 0.
I'(t) es de clase C* en (0,00) y ademads, para cada n € N, T™(t) = fooo ez~ (log(z))" du.
I(t)=(t—1)T(t—1) para todo ¢t > 1.
I'(1)=1,T(n) = (n— 1)}, n > 2 (ver figura 2.1).
v) I(

Lj2) = \/_YF(n—i—) 2(22:)'\/7?7161\1

v

iy
I11)
)
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vi) lim T'(t) =400y lim T'(t) = +o0; mds ain,
t—0+ t—+oo

L(t+1)
im ————— =
t—too e=tt\/27t
De esta relacion se deduce que
, I'(m+a)
Iim —=~
m— o0 mar(m)

(Férmula de Stirling)

! 1-3---2m —1
=1, lim 7(771 + 1) =1, lim —( n )
m—oo  m! mP m— 00 2-4---2m

Jm =

-

ma 1 -1 m—
vil) Férmula de Gauss: m™" I'(n) F(n + E) . -F(n + mT) = (27r)( Uk Vm T(mn).
Nz

1
Como caso particular, para m = 2 se obtiene que I'(n) F(n + 5) = 5201

T'(2n).

24

1 2 3 4 5

Figura 2.1: La funcién T interpola al factorial.

Definicién 2.19 (Funcién Beta). Para cada (u,v) € (0,00) X (0, 00) se define
1
B(u,v) :/ 71— 2)" da.
0

Propiedades 2.20.
1) B(u,v) estd bien definida para todo (u,v) € (0,00) x (0, 00).

11) La funcién B es de clase C* en (0, 00) x (0,00), y para todos n,m € N se tiene que

omtmB

durdum

(o) = /0 (log(x))" (log(1 — @)™ &~ (1 — )"~ " da.

1) B(u,v) = B(v, u) para todo (u,v) € (0,00) x (0, 00).

. _Tw)I(v)
1v) Para cada (u,v) € (0,00) x (0, 00) se tiene que B(u,v) = T(utv)
V) Férmula de los complementos: Para cada 6 € (0, 1) se verifica que B(6,1 — 6) = o) es decir,
sen (O
T
r'oO)ra—-e) = .
(6) I ) sen(67)

1
V1) Férmula de duplicacidn: B(m,m) = SomT B(m, 1/9).
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La tabla 2.1 muestra los valores de la funcién Gamma en el intervalo (0, 1], comenzando en el punto
0,005 y con incrementos sucesivos de 5 milésimas. La entrada de cada fila y columna representa I'(x),
siendo x el niimero que resulta de sumar los valores de las respectivas etiquetas.

Para valores de x mayores que 1 basta recordar que I'(x + 1) = 2 T'(x). Por ejemplo, aplicando esta

férmula el nimero de veces necesario y utilizando finalmente la tabla 2.1, se tiene que

['(3,495) = 2,495-T(2,495) = 2,495 - 1,495 - I'(1,495) = 2,495 - 1,495 - 0,495 - I'(0,495)
= 2,495 -1,495 0,495 - (0,475 + 0,020) = 2,495 - 1,495 - 0,495 - 1,790051752 = 3,305084204
+ 0,005 + 0,010 + 0,015 + 0,020 + 0,025
0 1994277071 9943258512  66,10408592  49.44221016  39,44695853
0,025 32,78499835  28,02775887 2446095502  21,68776204  19,47008531
0,05 17,65641030  16,14572749  14,86810742  13,77360061 12,82557759
0,075 11,99656638  11,26555914  10,61621654  10,03563919  9.513507705
0,1 9,041468360  8,612686400  8,221515782  7,863251547  7,533941601
0,125 7,230241921  6,949303967  6,688686183  6,446283836  6,220272874
0,15 6,000064656  5,811269166  5,625664921 5451174180  5,286842414
0,175 5131821191  4,985353834  4,846763353  4,715442226  4,590843712
0,2 4472474442 4,359888062  4,252679767  4,150481580  4,052058254
0,225 3,059803723  3,870737989  3,785504410  3,703867315  3,625609909
0,25 3,550532417  3,478450453  3,409193565  3,342603942  3,278535271
0,275 3,216851702  3,157426936  3,100143401  3,044801507  2,991568989
0,3 2,940080293  2,890336054  2,842252586  2,795751447  2,750759036
0,325 2,707206223  2,665028015  2,624163256  2,584554344  2,546146977
0,35 2,508880025  2,472734812  2,437635922 2403550020  2,370436185
0,375 2,338255656  2,306971699  2,276549466  2,246955885  2,218159544
0,4 2,190130588  2,162840628  2,136262649  2,110370928  2,085140960
0,425 2,060549386  2,036573928  2,013193326  1,990387280  1,968136401
0,45 1,946422154  1,925226818  1,904533440  1,884325791 1,864588332
0,475 1,845306176  1,826465056  1,808051289  1,790051752  1,772453851
0,5 1,755245494  1,738415068  1,721951417  1,705843814  1,690081949
0,525 1,674655902  1,659556128  1,644773442  1,630298996  1,616124269
0,55 1,602241050  1,588641427 1575317767  1,562262713  1,549469163
0,575 1,536930265  1,524639404  1,512590193  1,500776462  1,489192249
0,6 1,477831792  1,466689522  1,455760053 1445038175  1,434518848
0,625 1,424197195  1,414068493  1,404128172  1,394371805  1,384795102
0,65 1,375393909  1,366164199  1,357102068  1,348203731 1,339465518
0,675 1,330883868  1,322455328  1,314176545  1,306044266  1,298055333
0,7 1,290206678  1,282495323  1,274918376  1,267473025  1,260156538
0,725 1,252966262  1,245809615  1,238054088 1232127242  1,225416702
0,75 1,218820162  1,212335374  1,205960154  1,199692374  1,193529963
0,775 1,187470905  1,181513239  1,175655051  1,169894481 1,164229714
0,8 1,158658983  1,153180566  1,147792785  1,142494004  1,137282628
0,825 1,132157103  1,127115911  1,122157575  1,117280653  1,112483737
0,85 1,107765455  1,103124467  1,098559467  1,094069179  1,089652357
0,875 1,085307787  1,081034282  1,076830683  1,072695858  1,068628702
0,9 1,064628136  1,060693106  1,056822580  1,053015553  1,049271042
0,925 1,045588084  1,041965740  1,038403093  1,034899245  1,031453317
0,95 1,028064453  1,024731813  1,021454577  1,018231942  1,015063124
0,975 1,011947356  1,008883886  1,005871980  1,002910919 1

Tabla 2.1: Valores de la funcién I" en el intervalo (0, 1].
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Las propiedades de las dos funciones eulerianas permiten expresar una amplia gama de integrales
en funcién de ellas realizando simples cambios de variable. En la tabla 2.2 se relacionan una serie de
integrales que mediante cambios de variable se expresan en términos de las funciones eulerianas. Se indica
la integral, su solucién y el cambio de variable realizado, asi como los valores de los parametros para los
que la correspondiente integral impropia tiene sentido y es convergente.

Integral Cambio de variable

{Pardmetros admisibles}

 aap 1 1
I / e " aldy = S F(q+ ) ar? =y
0 pa(fﬁ' )/p P

{p,a>0,q>—1}

@ pHqr+l 1
II /x”(a"—xr)qu:a B(p+ ,Q+1) " =a"y
0 T T
{p.q>-1,a,7r >0}
b
111 /(x—a)p(b—x)qu:(b—a)p+q+1B(p+1,q+1) z=a+(b—a)y
a
{p.q> -1}
v /b (x—a)p(b—x)qu_(b—a)p+‘1+1B(p+1,q+1) x_a(b—c)—i—c(a—b)y
o |z—cprot? T Ja— et —cptt (b= +(a—bly
{paq> —1,C¢ [aab]}
1
v /°° e p b9 (a—i—l a—l—l) b
€T = 4= PR
o (aar+b)° pa’T PR arr+b Y
{a,b,p>0,a>—1,q>(a+1)/p}
2 1 1 1
VI /0 sen” () cos?(0) df = §B(Z%, %) sen?(0) =y
{p.a>-1}
p+1 g+1
2 cosP(6) sen?(0) db B( 9 ' 9 ) 5 ay
vil P FESRPESY s (0) = Ty T
O (acos?(f)+bsen?(6)) 2 2a 2702 4

{p.g>-1,a,b> 0}

Tabla 2.2: Integrales reducibles a las eulerianas.

2.3. Transformadas integrales

En el estudio de numerosos problemas de las Ciencias y la Técnica, aparecen transformaciones del
siguiente tipo: a cada funciéon f de un cierto espacio se le asigna una nueva funcién T f mediante la
expresién

Tf(a) = /A K(z,y) f(y) dy,

donde K es una funcién, denominada nicleo integral, y las variables & y y recorren ciertos subconjuntos
en los espacios euclideos apropiados. Estas aplicaciones f — T f reciben el nombre de transformadas
integrales, y ejemplos de ellas son las transformaciones de Fourier, Laplace, Mellin, Hilbert, etc. Recor-
daremos la definicion y propiedades fundamentales de las dos primeras, poniendo de relieve el papel que
juegan los teoremas relativos a integrales paramétricas para deducir algunas de dichas propiedades.
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2.3.1. Transformacion de Fourier
Definicién 2.21. Para cada funcién f:R" — C integrable se define su transformada de Fourier, deno-

tada por fo F(f), como la funcién f : R™ — C dada por

~ ~

f(w) f(wl,wg, .. 'wn) = /n e—iw.m f(il:) dx

= / e~ twimitwarateton®n) g g0 x ) drydesy . day, .

Propiedades 2.22. Sean f y ¢ funciones complejas e integrables en R™. El teorema del cambio de
variables para integrales multiples y los resultados relativos a integrales paramétricas estudiados en este
tema, junto con las propiedades elementales de la integral, permiten demostrar (y se pide que el alumno
lo haga) las siguientes propiedades:

1) La transformada de Fourier de f es una funcién acotada; concretamente,
|f(w)| < / | f()| de para cada w € R".
RW,

11) La transformacién de Fourier es lineal, es decir, si a,b € C entonces
Flaf+bg)=aF(f)+0F(g).

) StA€R, A> 0,y g(x) = f(®/)\) para cada x € R", entonces §(w) = A" FOw).
) Sig(x) = f(—x) para cada x € R", entonces g(w) = f(—w) :
) Si g(x) = f(x) para cada = € R™, entonces §(w) = ﬁ

Vi) Sixg € R" y g(x) = f(x —xp) para cada & € R™, entonces g(w) = A(w) emiw o
) Siwg € R" y g(x) = f(x) e!“*'® para cada = € R", entonces g(w) = f(w —wp) .
) La funcién f es continua en R™.
)

Si la funcién & € R™  |z|| f(z) € C es también integrable, entonces f es diferenciable en R™ y
para cada j =1,2,...,n se tiene que D, f(w) = F(—ix; f(x)), es decir,
8J? . —i(wiz1tweze+...Fwnxn)
%(w) = —izje nEn) f(xy, @9, ..., Tpn) derdey . .. dx,.
J n

X) Se supone que f es diferenciable en R y que D; f es una funcién integrable y se anula en el infinito

o~

( lm D;f(x)=0). Entonces D/J\f(w) =iw,; f(w), es decir,

||| —o0

/n e tw® é?—J{J(m) dr = iwj/n e T f(x)de.

(Obsérvese que, en las condiciones del enunciado, xligloo D;f(x1,x2,...,2,) =0 para cualesquiera
j

X1, ..y Tj_1,Tj41, - - ., Ty prefijados.)

2.3.2. Transformacién de Laplace

En este apartado consideraremos exclusivamente funciones f: (0,00) — C tales que para todo b > 0

la integral
b
/ f(t)dt
0

es convergente. Conviene observar que esta condicién es algo mas restrictiva que la de la integrabilidad
local en (0, ), pero incluye a amplias clases de funciones, como las restricciones a (0, 00) de funciones

1
continuas a trozos en [0, 00), o a funciones como f(t) = —, t > 0.

Vit
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Definicién 2.23. Se dice que f admite transformada de Laplace si existe un nimero complejo z tal que

la integral
(o)
/ ft)e =t dt
0

converge absolutamente. En ese caso, el conjunto
(o]
A= {a eR: / f(t)e " dt converge absolutamente }
0

es no vacio, y se tienen dos posibilidades:
1) A no estd acotado inferiormente. Se define o,(f) = —occ.
11) A estd acotado inferiormente. Se define o,(f) = inf A € R.

El valor o, (f) se denomina abscisa de convergencia absoluta de la transformada de Laplace de f, deno-
tada por Lf(z) y definida en el dominio de convergencia absoluta

D.(f) ={z€C: Re(z) > aq(f) }

Lf(z) = /000 f(t)e " dt.

A continuacion introducimos una clase de funciones con transformada de Laplace y que engloba a la
inmensa mayoria de las funciones que aparecen en las aplicaciones.

Definiciéon 2.24. Se dice que [ es de orden exponencial si existen constantes M > 0, a € Ry b > 0
tales que

|f(t)] < Me~t para todo t > b. (2.1)

Proposicién 2.25. Si f es de orden exponencial y verifica (2.1), entonces f admite transformada de
Laplace y oq(f) < a.

Nota: Como veremos en el siguiente tema, la nocion de diferenciabilidad para funciones de varias
variables reales en un abierto de RP tiene su andlogo para funciones complejas de variable compleja,
f:ACC—C, donde A es un abierto del plano complejo: se dice que f es holomorfa en A si para cada

z € A existe
i L) =1C)
w—z W — 2

cuyo valor se denomina la derivada de f en z y se denota por f'(z). Aunque no entraremos en detalles,
es sencillo adaptar el teorema de derivacion de integrales paramétricas a este contexto, y dicho resultado
serd aplicado en el estudio de la holomorfia de la transformada de Laplace en su dominio de convergencia
absoluta.

La prueba de las siguientes afirmaciones se basa en las propiedades elementales de la integral, el
teorema del cambio de variable y el resultado que acabamos de mencionar.

Propiedades 2.26. Sean f y g funciones que admiten transformada de Laplace. Se tiene que:

1) Linealidad: si «a,3 € C entonces o f + g admite transformada de Laplace, o,(af + fg) <
sup{oa(f),0a(9)}, ¥

Llaf+B9)(z) =akf(z) +BLg(z) st Re(z) > sup{oa(f),0a(9)}-

m) Si b> 0y h(t) = f(bt) para cada ¢ > 0, entonces h admite transformada de Laplace, o4(h)
boa(f) ¥

Lh(z) = %Lf(%) si Re(z) > boa(f).

1) Sitp >0y se define
h(t):{f(t—to) sit > to,

0 si0<t<ty,

entonces h admite transformada de Laplace, o4(h) = 0,(f) v

Lh(z) =e L f(2) si Re(z) > aq(f).
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V) Si zp € C y se define h(t) = e* ! f(t) para cada t > 0, entonces h admite transformada de Laplace,
0a(h) = 0a(f) + Re(z0) ¥
Lh(z) =Lf(z— 2) si Re(z) > o4(f) + Re(zo).

v) La funcién L f es holomorfa (ver la nota previa) en D,(f), y para cada n natural y cada z € D,(f)
se tiene que

(n) o > _f\n e—zt
€)™ = [ rwea

vI) Supongamos que f es de clase C" en [0, 00), y que para todo j € {0,1,...,n} la funcién fU) admite
transformada de Laplace y existe a € R tal que o, ( f(J)) < «. Entonces, para cada z tal que
Re(z) > « se tiene que

Lf0(2) = 2" Lf(2) = 2" (0) = 2" 2f/(0) — ... = 2f"72(0) — f"71(0).

Ejercicios

2.1 Calcular los siguientes limites:
n n
1) lim (1 — E) €2 dx
" T\ o
1) lim (1 + —) e 2 dx
1
1) lim e
n—oo Jo 14 n2ax?
% p2g e’
IV) lim 2 dx .
n—oo [y 1+x

2.2 Sean F un compacto medible o un abierto de R™ y f: E — R una funcién no negativa e integrable
en F. Si a>1 calcular

lim n log (1 + (f(ﬂi)/n)a) dx .

n—00 E

2.3 Demostrar que si |z| < 1yt > 0 para cada n € N se tiene que
n
2
Yoot < 2
et —x
k=0

y deducir que si |z| < 1 entonces

n—1

°° sen(t) oz
dt = lim :
/0 et —x m1—>oongll+n2

2.4 Probar que
1 3 m
VT , 9
1 =1 —_—
/O o1 08@)d ml_rféo;(3n+4)2

2.5 Para cada t € R se considera
o0
f(t) = / e cos(2tz)dx .
0

1) Probar que f estd bien definida y es derivable en R, con derivada f'(t) = =2t f(t).

11) Demostrar que la siguiente integral impropia es convergente y calcular su valor:

// T e~ @™ ") os (2t /a2 +y?)dxdy.
(0

00 x(0,00) T2 + 2
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2.6 Demostrar que la funcién definida por

fx) = / o S g g,
0 Y

es derivable en (0, 00), calcular su derivada y obtener una expresion explicita de f.

2.7 Calcular el valor de la integral

_[*° arctg(xy)
flo) = /0 yi+e2) ¥

2.8 Calcular, para x € R, el valor de

001_
h(x):/ Me—y@.
0 Y

2.9 Estudiando la derivabilidad de la funcién

“log(l+xt)
= —_— >
f(x) A 1+t2 dt’ x_oa

deducir el valor de

1
log(1
/7()?;( 1) g,
o 1+f2

2.10 Sea ¢ > 0. A partir de la funcién
(o) xy
= _ d
fy) /O o

obtener que

/w log(a) |, wlogle) /w log(@)v7
0 0

™
= €r =
22 + 2 2v2¢

72 + 2 2¢
2.11 Se considera el intervalo I = (0,7) x (0, 7). Probar que la integral impropia
/ / / dx dydz
1 — cos(z) cos(y) cos(z)

2.12 Sean p, ¢, r,m ntmeros reales positivos, y B la bola abierta de R? centrada en 0 y de radio 1.
Estudiar para qué valores de esos pardmetros la siguiente integral impropia es convergente y calcular su

valor cuando proceda:
Plyld | 2|7
[/ "
(22 +y2 +22)"

es convergente y calcular su valor.



Capitulo 3

Funciones de Variable Compleja I

Partiendo del conocimiento del cuerpo de los ntimeros complejos y de las operaciones definidas en
él, se introducen las sucesiones y series de numeros complejos, lo que permite definir rigurosamente
las funciones elementales. Tras observar que las nociones topolégicas en C son las conocidas en R?, se
desarrolla la teoria elemental de las funciones derivables en abiertos de C, denominadas holomorfas.

3.1. Sucesiones y series de niimeros complejos

Definiciéon 3.1. Una sucesion de numeros complejos es una aplicaciéon o:N — C. Se representa de
forma mds compacta por el simbolo {z,}5°,, donde z, = o(n); z, se denomina término n-ésimo de
la sucesién. Una subsucesion de una dada {z,}52, es la composicién de una sucesién estrictamente
creciente de niimeros naturales {n;}72, con aquella, y se representa por {2z, }72 ;.

Observacién 3.2. En ciertos campos de la Ciencia, cuando la sucesién {z,}52; representa una senal
discreta (dicho mas correctamente “en tiempo discreto”), es usual representar por z[n] el término z,.
Esto se hace para distinguir de las senales en tiempo continuo, denotadas de la forma usual f(t).

Definicién 3.3. Una sucesién {z,}5°, de ndmeros complejos es acotada si existe M > 0 tal que
|zn] < M para cada n € N.

Proposicién 3.4. Una sucesién {z,}52, de ntmeros complejos es acotada si, y sélo si, lo son las
sucesiones de nimeros reales {Re(z,)}>2; e {Im(z,)}52, .

Definicién 3.5. Se dice que una sucesién {z,}52; de nitimeros complejos es convergente si existe un
nimero complejo z verificando la siguiente propiedad:

“Para cada ntmero real € > 0 existe un ntimero natural ng (que depende de ¢) tal que para cada
ntimero natural n > ng se tiene que |z, —z| <e&”.

En este caso el nimero z, que es unico, se llama limite convergente de la sucesién; se dice que la

sucesién {z, }°2, converge hacia z y se escribe z = lim z,.
nin=1 n— oo

Proposicién 3.6. Una sucesién {z, }22; de nimeros complejos es convergente si, y sdlo si, las sucesiones
de ntimeros reales {Re(z,)}52; e {Im(z,)}52; son convergentes. En este caso,

lim z, = lim Re(z,) +4 lim Im(z,).
n—oo n—oo n—oo

Propiedades 3.7.

1) Sila sucesién {a,}>°, estd acotada y la sucesién {b,}5° , converge hacia 0, entonces la sucesién
{anb, }32, converge hacia 0.

11) Silasucesién {a,}2° , converge hacia el nimero complejo a, entonces la sucesién {|a,|}22; converge
hacia |a|. El reciproco, en general, no es cierto; no obstante, es inmediato a partir de la definicién
que la sucesién {a, }22; converge hacia 0 si, y s6lo si, la sucesion {|a,|}52; converge hacia 0.

11) Si la sucesién {a, }22; converge hacia el nimero complejo a y la sucesién {b, }52 ; converge hacia el
ndmero complejo b, entonces la sucesién {a,, + b, }22 ; (respectivamente, {a,b, }° ) converge hacia
el nimero complejo a + b (resp. ab).

21
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1v) Si la sucesién {a,}>2; converge hacia el nimero complejo a y la sucesién {b,}22; converge hacia
el nimero complejo b, con b # 0, b,, # 0 para cada n € N, entonces la sucesién {a"/bn}%oﬂ converge
hacia el nimero complejo @/p.

Definicién 3.8. Dada una sucesién de ntimeros complejos {a,}52 1, se le puede asociar una sucesién
{Sn}22, de sumas parciales: S, =a;+azs+--++an, n=1,2,..., construyendo asf la serie de término
&)

general a,, que se representa por Y a.
n=1

o)
Definicién 3.9. Se dice que una serie Y a,, de niimeros complejos es convergente si la sucesién de sus
n=1
sumas parciales {S,}22, es convergente. En este caso el nimero complejo 1lim S,, se llama suma de
n—oo

la serie y es usual escribir, abusando de la notacion,

&)
lim S, = Y an.
n—oo n=1
&)
Teorema 3.10 (Condicién necesaria de convergencia). Si la serie de niimeros complejos > ay, es
n=1

convergente, entonces lim a, = 0.
n—oo

(o]
Teorema 3.11. La serie Y a, de ntimeros complejos es convergente si, y sélo si, las series de niimeros
n=1

&) &)
reales > Re(a,) vy > Im(a,) son convergentes. En este caso
n=1 n=1

io: ap, = io: Re(an) +1¢ io: Im(ay,).

n=1 n=1 n=1

Ejemplos 3.12.

&)
1) Sia,re€C,a0,laserie (geométrica) Y ar™ converge si, y s6lo si, |r| < 1; en este caso, su suma
n=0
es el nimero complejo
a

1—r"

&)
11) Una serie telescdpica de ntimeros complejos > (by41 — by,) es convergente si, y sélo si, la sucesién
n=1
{b,}5°_, es convergente; en este caso, su suma es el nimero complejo

lim bn —-bl.
n—00

[ee]
Definicién 3.13. Se dice que una serie Y a, de ntimeros complejos es absolutamente convergente si la
n=1

&)
serie Y |ay| es convergente.
n=1

[ee]
Teorema 3.14. La serie ) a, de niimeros complejos es absolutamente convergente si, y sélo si, las
n=1

[ee] [ee]
series de ntimeros reales > Re(a,) y Y. Im(ay,) son absolutamente convergentes.
n=1 n=1

[ee]

Proposicién 3.15. Si la serie de ntimeros complejos > a,, es absolutamente convergente, entonces es
n=1

convergente. Ademds,

o
> an
n=1

=)
< X lanl.
n=1
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[ee]
Proposicién 3.16 (Criterio de comparacién). Sea ) a, una serie de nimeros complejos y sea
n=1

[ee]

>~ by, una serie de términos positivos (es decir, b, € R y b, > 0). Se supone que existe un niimero
n=1

natural ng, tal que

|an| < by, para cada n > ng.

[ee] [ee]
Entonces, si la serie Y b, converge, también converge la serie > ay,.
n=1 n=1
Habitualmente la comparacién se efectia mediante el estudio de los cocientes |an |/bn’ como se
concreta en el siguiente resultado.

Corolario 3.17. Sean Z Gn ¥ Z b, dos series como en el resultado anterior. Se supone que b,, # 0
n=1
para cada n € N y que eX1ste el limite

lim M:LER.

n—00 n

[ee] [ee]
Entonces, si la serie Y b, converge, también converge > a,.
n=1 n=1

El criterio de comparacion adopta multiples formas, mas o menos generales. Entre otras, se puede
citar:

&)

Proposicién 3.18 (Criterio de d’Alembert o del Cociente). Si > a, es una serie de nimeros
n=1

complejos no nulos y existe

lim |an+1|

n—00 |an|

= ) (finito 6 infinito),

la serie converge (de hecho, absolutamente) si A < 1, y no converge si A > 1. Si A = 1 no puede, a priori,
asegurarse nada sobre la naturaleza de la serie.

[ee]
Proposicién 3.19 (Criterio de la raiz). Si ) a, es una serie de niimeros complejos y existe
n=1

lim {/|a,| = A (finito 6 infinito),

n—oo
la serie converge (de hecho, absolutamente) si A < 1, y no converge si A > 1. Si A = 1 no puede, a priori,
asegurarse nada sobre la naturaleza de la serie.

Observacion 3.20. Aunque no se deduce de ninguno de los criterios anteriores, razonamientos elemen-
tales muestran que la serie de niimeros reales positivos
[ee]
1
E —, a >0,
n()(
n=1
es convergente si, y sélo si, a > 1. Estas series se utilizan frecuentemente como modelo con las que
comparar otras de aspecto méas complicado.

Introducimos ahora una operacion ‘producto’ de series y alguna de sus propiedades.

[ee] [ee] [ee]
Definicién 3.21. Sean . a, y > b, dos series de ntimeros complejos. La serie Y ¢,, donde
n=0 n=0 n=0

cn=agby, +a1by_1+...+an_1b1 +a,by, n=>0,

se llama producto de Cauchy de las series dadas.

[ee] [ee]
Teorema 3.22. Sean Y a, y >, b, dos series de niimeros complejos.
n=0 n=0

1) Criterio de Mertens: Si una es convergente y la otra es absolutamente convergente, el producto de
Cauchy de ambas es convergente. Ademas, su suma es el producto de las sumas de las series factores:

oo oo oo
g Cn = g Qnp g by
n=0 n=0 n=0

I1) Si ambas series son absolutamente convergentes, su producto de Cauchy es absolutamente conver-
gente.
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3.2. Funciones elementales

Admitiendo la existencia de las funciones trigonométricas (reales de variable real) ‘seno’ y ‘coseno’,
se puede definir la exponencial compleja como sigue: Si z = 2z +iy € C (z = Re(z),y = Im(z)), se define
la exponencial de z, denotada por exp(z), como

exp(z) = € (cos(y) + i sen(y)) .
De aqui se deduce inmediatamente que para cada z € C,
lexp(z)| = €™y Im(z) € Arg (exp(2)),
donde, para un nimero complejo w, Arg(w) es el conjunto de todos sus argumentos. También,
exp(z) =1 si, y s6lo si, z=2kmi para algin k € Z,
de donde
exp(z) = exp(w) si, y sdlo si, z=w+2kmi para algin k € Z.

Sin embargo, la construcciéon habitual de las funciones trigonométricas reales es mas intuitiva que
rigurosa. La siguiente seccién se destina a presentar la construccion de estas y otras funciones elementales
con todo rigor, para lo que sélo es necesario hacer uso de la aritmética compleja y de otros resultados,

fundamentalmente relativos a series numéricas.
n

, denominada exponencial de z (la serie

&)
Definicién 3.23. Para cada z € C se define exp(z) = 3 Z—'
n=0 T

que la proporciona es convergente para todo z).
Propiedades 3.24.

1) exp(z + w) = exp(z) exp(w) para todos z,w € C.
11) exp(z) # 0 para cada z € C.

1) exp(—z) = para todo z € C.

1
exp(z)
1v) Si z € R, entonces exp(z) = e*.

Observaciéon 3.25. De acuerdo con esta tltima propiedad, es habitual representar, también cuando
z ¢ R, exp(z) = e*.

La funcién exponencial no es inyectiva, pero si admite inversa si se restringe adecuadamente su domi-
nio. Comentamos a continuacion la construccién de dichas inversas, denominadas ramas del logaritmo.

Definicién 3.26. Dado ¢ € R denotaremos por B, a la banda
B.={z€C:c<Im(z) <c+2n}~{(z,9) eR?:c <y <c+27},
y por E.: B. — C\ {0} a la restriccién de exp a Be, es decir, E.(z) = exp(z), z € B..

Notese que si ¢ € Ry z € C, z # 0, existe en el intervalo [¢,¢+ 27) un dnico argumento de z. A
partir de aqui no es dificil probar el siguiente resultado.

Proposicién 3.27. Para cada ¢ € R, la aplicacién E,. es una biyeccién (es inyectiva y suprayectiva) de
B. en C\ {0}.

Es licito considerar, a tenor del resultado precedente, la aplicacién inversa
E.':C\{0} - B..

Definicién 3.28. La aplicacién inversa de E. se denota por log, y se denomina rama o determinacion
del logaritmo con rango B.; cuando ¢ = —m recibe el nombre particular de rama principal del logaritmo.

Observaciones 3.29.
1) Un sencillo cdlculo muestra que si ¢ € Ry z € C\ {0}, entonces
log.(2) = In(|z[) + i arg(2),

donde arg(z) es el tnico elemento de Arg(z) que pertenece al intervalo [¢,c+ 2 7). En particular, si
se toma la rama principal del logaritmo, resulta que

log_ () = In(x)
para cada z € R, x > 0.
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11) Para un ndmero complejo z # 0, la expresion ‘log(z)’ representa el conjunto de todos los valores de
las ramas del logaritmo en el punto z. Es decir, fijado un argumento de z, arg(z),

log(z) = {In(|2|) + arg(z) i+ 2kmi: k € Z}.

Definiciéon 3.30. Sea z un numero complejo, z # 0. Fijada una rama del logaritmo con rango B., se
define para w € C la potencia de base z y exponente w por

w

2" = exp (wlog,(2)) .

En caso de que no se especifique lo contrario, la expresién z* denotard todos los valores posibles de
las potencias en las distintas determinaciones.

Ejemplo 3.31. En la rama principal, i* = exp ( (7T 2/2)) e~7/2 . El resto de los valores en las distintas

determinaciones viene dado de forma genérica por
it = exp ( (mifg + 2k:7rz)) =e 2T kel
Las funciones trigonométricas se definen en términos de la funcién exponencial, lo que se presenta a
continuacién, y sus propiedades de periodicidad, etc., se deducen de sus expresiones en forma de serie.
Definicion 3.32. Si z € C, se definen

_exp(iz) — exp(—iz)
sen(z) = 5 ,

exp(i z) + exp(—i 2)
2 ?
denominadas coseno y seno de z, respectivamente.

cos(z) =

Propiedades 3.33. Si x € R se verifica:
1) exp(—iz) = exp(ix).
) |exp(iz)|=1.

1) cos(z) = Re (exp(ix)) = Z (_1)? 2",

1v) sen(x) = Im (exp(iz)) = Z ﬂ 2t

<}
S
S
+
N

n—=
V) |cos(z)| <1 y |sen(z)] < 1.

Proposicion 3.34. Las funciones sen : C — C y cos: C — C son periddicas, de periodo 27, es decir,

cos(z+2m) =cos(z) y sen(z+2m)=sen(z) paracadazé€ C.

Propiedades 3.35. Para todos z,w € C se verifica:

1) exp(iz) = cos(z) +isen(z) y exp(—iz) = cos(z)— isen(z).
sen(z) = —sen(—z) y cos(z) = cos(—z).
+ sen?(z) = 1.

1) cos?(z
z

—

)
+ w) = sen(z) cos(w) + cos(z) sen(w).
\Y% + w) = cos(z) cos(w) — sen(z) sen(w).

VI

1)
)
V) sen(
) cos(z
) sen(22) =2 sen(z)cos(z) y cos(2z) = cos?(z) —sen?(z).
1 —cos(2z) 1+ cos(2z)
2 2 '
cos(z — w) — cos(z + w) .
2
cos(z — w) + cos(z + w)
2
sen(z + w) + sen(z — w) .
2

vin) sen?(z) = y cos’(z) =

VIII) sen(z)sen(w) =

IX) cos(z) cos(w) =

X) sen(z) cos(w) =
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™R

Propiedades 3.36.

1) cos(0)=1 y sen(0)=0.
cos (T/2) =0 'y sen(7/9) =1.
m) cos(m) =—-1 'y sen(w) =0.
sen(z+m) = —sen(z) y cos(z+m) = —cos(z) paratodo z € C.
sen (T/9 — z) = cos(z) 'y cos(T/g—z) =sen(z) para todo z € C.
Vi) sen(z) =0 si, y sélo si, z = kw para algin k € Z.

11)
)
v)
)
)
)

\%

VII) cos(z) =0 si, y sblosi, z = T/9 4+ km para algin k € Z.

Definicién 3.37. Para z € C, z # kw4 7/9 (k € Z), se define

_sen(z) » exp(iz) — exp(—i 2)
te(z) = cos(z)  exp(iz) +exp(—iz)’

que recibe el nombre de tangente de z. Para z € C, z # kn (k € Z), se define

_cos(z) ; exp(i z) + exp(—i 2)
cote(2) = sen(z)  exp(iz) —exp(—iz)’

denominada cotangente de z.

Definicion 3.38. Si z € C, se definen

(s - PP (=) ()  ©P() —ep(-2)
2 2
denominadas coseno hiperbdlico y seno hiperbolico de z, respectivamente.

Proposicion 3.39. Las funciones Sh: C — C y Ch:C — C son periddicas, de periodo 271, es decir
Ch(z+27i)=Ch(z) y Sh(z+2mi)=Sh(z) paracadazecC.

Propiedades 3.40. Para todos z,w € C se verifica:
) Sh(z) = —=Sh(—z) y Ch(z) = Ch(—2).
1) Ch?(z) — Sh%(z) =1.
1) Sh(z) = —isen(iz), sen(z)= —i Sh(iz).
Ch(z) = cos(iz), cos(z) = Ch(iz).
Sh(z 4+ w) = Sh(z) Ch(w) 4+ Ch(z) Sh(w).
+

(
vil) Sh(2z) =2 Sh(z)Ch(z) y Ch(2z)= Ch*(z) + Sh*(2).
22) v CR(z) = Ch(22,z) +1
Propiedades 3.41. Si z € Cy x = Re(z), y = Im(z), se verifica:
1) Sh(z) = Sh(x) cos(y) + ¢ Ch(x) sen(y).
11) Ch(z) = Ch(z) cos(y) + i Sh(z)sen(y).
11) sen(z) = sen(x) Ch(y) + 4 cos(x) Sh(y).
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1v) cos(z) = cos(z) Ch(y) — 4 sen(x) Sh(y).

V) Sh(z) =0 si, y sélo si, z =ik para algin k € Z.

Q

v1) Ch(z) =0 si, y sélo si, 2 =i (7/g+ k) para algtn k € Z.

Definicién 3.42. Para z € C, z # i (k7 + 7/2) (k € Z), se define
_ Sh(z)  exp(z) —exp(—2)
Ch(z) exp(z) +exp(—2)’
que recibe el nombre de tangente hiperbdlica de z. Si z € C, z #ikn (k € Z), se define
_ Ch(z)  exp(z)+exp(—2)

~ Sh(z)  exp(z) —exp(—2)’

Tgh(2)

Cotgh(z)

denominada cotangente hiperbélica de z.

Las funciones trigonométricas e hiperbdlicas que acabamos de definir no son inyectivas, de manera
que sus posibles funciones inversas han de buscarse de forma local; el problema es exactamente el mismo
que se plantea para la funcién exponencial, donde aparecen las distintas determinaciones del logaritmo.
Tlustraremos esto con un ejemplo:

e —e~

Pongamos w = sen(z) = — Entonces

e”(1— (e ")?) =2iw, obien 1—(e ) =2iwe "*.

iz

Poniendo r = e™** se obtiene la ecuacion de segundo grado
r?+2iwr—1=0,

cuyas soluciones son 7 = —iw + /1 — w?. Nétese que, excepto en el caso w? = 1, estos dos niimeros

“

complejos corresponden a las dos determinaciones de la raiz cuadrada. De esto se sigue que “z =
i log ( —iw + V1 —w? )”, es decir, de manera puramente formal
arcsen(w) =i log (—iw + V1 —w?).

Proponemos como ejercicio al lector determinar las ramas de la raiz y del logaritmo que se han de
elegir para que la funcién definida por la expresién anterior en la bola abierta B(0, 1) coincida, al ser
restringida a B(0,1) N R, con la funcién real

arcsen : (—1,1) — (—7T/2,7r/2) )
3.3. Nociones topolégicas en C, limites y continuidad

Observemos que, como conjunto, el cuerpo de los ntimeros complejos es R2. Si a esto se afiade el
hecho de que el médulo de un ntimero complejo z = x + iy es la norma euclidea del punto (z,y) de R,
se concluye que todos los conceptos topoldgicos ya conocidos en R? se pueden trasladar a C. Asi, no es
necesario repetir las definiciones de: bolas abiertas B(zp,r) y cerradas B(zo,7) de centro zg y radio r
(también denominadas discos); puntos interiores a, adherentes a, o de acumulacién de, un subconjunto
U de C; conjuntos abiertos, cerrados, acotados o compactos; y limites de funciones y continuidad.

Notacién: En lo que sigue, si z es un ntimero complejo, la expresion z = x + iy significard que
x = Re(z) e y =Im(z),
y si f es una funcién compleja definida en un subconjunto A de C, las expresiones
foutiv o ()= fle+iy) = uley) +ivy)
se utilizaran para significar que
w=Re(f) y v=TIn(f).

De este modo, la funcién f se puede identificar con la funcién f definida de A € R? en R? mediante

f(xay) = (u(x,y),v(x,y)).

Proposicion 3.43. Con la notacién anterior, la funcién f = u+iwv tiene limite £ en el punto zp = xg+1i yo
si, y s6lo si, las funciones reales u y v tienen limites Re(¢) e Im(¢), respectivamente, en dicho punto.
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Observacién 3.44. Segun la proposicién anterior, todos los resultados sobre limites que se verifiquen
para aplicaciones de R? en R? se verifican para funciones complejas de variable compleja. Por ejemplo,
el limite, si existe, es nico y se escribird, en las condiciones anteriores, como es usual:

lim f(z) =¢.

zZ—20

Son vélidas también las propiedades aritméticas de los limites, etc. Puesto que suponemos conocidas
por el lector todas estas propiedades en el caso de aplicaciones a valores en R™, no insistiremos en estos
aspectos.

Proposicion 3.45. La funciéon f = u+1iv es continua en zg = xg + i yo si, y so6lo si, las funciones reales
u y v son continuas en dicho punto; es decir, si, y sélo si, la aplicacién

(xay) EAr— (u(x,y),v(x,y)) € RQ

es continua en (zq, yo)-

Observacién 3.46. De nuevo, los resultados sobre aplicaciones continuas de R? en R? se verifican para
funciones complejas de variable compleja y por esta razén no se exponen.

En el estudio de las funciones de variable compleja son importantes una clase de conjuntos que
definimos a continuacién y que generalizan la idea de intervalo.

Definiciéon 3.47. Se dice que un subconjunto F de C es inconexo si se puede escribir de la forma
FE = FE1 U Ey de manera que:
1) Fr #QDy Ey # 0.
11) Existen dos abiertos Uy y Uy de C, con Uy NU; = @, y tales que
E,cU, EyCUs,.

En caso contrario se dice que E es conexo.

Al tratar con conjuntos abiertos la propiedad de conexién admite una formulacién maéas facil de
visualizar desde el punto de vista geométrico enunciada en términos de curvas:

Definicién 3.48. Un subconjunto FE de C es conero por caminos o arcoconexo si, para cada par de
puntos z,w € F existe una curva continua : [a,b] — E tal que v(a) =z y v(b) = w.

Proposicion 3.49. Todo subconjunto de C conexo por caminos es conexo.

Corolario 3.50. Si E es un subconjunto de C ~ R? convexo o estrellado respecto de alguno de sus
puntos, entonces F es conexo.

Teorema 3.51. Sea U un subconjunto abierto y conexo de C. Para cada par de puntos z,w € U existe
una curva continua y de clase C! a trozos, v: [a,b] — U, tal que vy(a) = z y v(b) = w.

Observacion 3.52. Los resultados anteriores muestran que para conjuntos abiertos son equivalentes la
conexion y la conexion por caminos. Si un conjunto E es conexo pero no abierto, no se puede garantizar
que sea arcoconexo.

3.4. Derivabilidad de las funciones complejas de variable compleja

Para funciones de variable compleja el concepto de derivabilidad se define exactamente igual que en
el caso de funciones de una variable real, mediante limites de cocientes incrementales, y en principio
se obtienen resultados andlogos. Ahora bien, la existencia del limite de una funcién en un punto de
C ~ R? implica la existencia de limites en todas las direcciones; esto impone una relacién entre las
partes reales e imaginarias de una funcién derivable que, como veremos mas adelante, proporciona una
serie de sorprendentes resultados no véalidos en el caso de funciones de variable real.
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Definicién 3.53. Sean U un subconjunto abierto de C, f: U — C una funcién y zo un punto de U. Se
dice que f es derivable en zj si existe el limite

lim f(z) = f(z0) _ lim f(z0 +h) — f(20)

z—20 zZ— 2 h—0 h

cC. (3.1)

El limite anterior se denomina derivada de f en zy y se denota f’(zp).

La funcién f es holomorfa en el punto z si existe un disco B(zp,r) C U tal que f es derivable en
cada punto z € B(zg, ). Se dice que f es holomorfa en U si es holomorfa en cada punto de U, es decir,
si es derivable en cada punto de U.

El siguiente resultado da condiciones equivalentes a la derivabilidad en términos de las partes real e
imaginaria de la funcién bajo estudio.

Teorema 3.54. Sean U un abierto de Cy f = w—+4v una funcién compleja definida en U. Es condicion
necesaria y suficiente para que f sea derivable en un punto zg = zg + iyg de U que las funciones wu, v
sean diferenciables en el punto (zg,yo) v verifiquen las condiciones de Cauchy-Riemann:

ou ov ou ov
%(Jco,yo) = 8—y($0,yo); a—y($0,yo) = - %(xo,yo)-

Corolario 3.55. Sea f = v +4v una funcién compleja en un abierto U tal que u, v son de clase C! en U
y verifican las condiciones de Cauchy-Riemann en cada punto de U. Entonces la funcién f es holomorfa
en U.

Observacién 3.56. Con la notacién anterior, si se definen

af ou . Ov af _ Ou _Ov
%('ZO) - %(an yO) +1 O (an yO) 5 ay (ZO) - 8y (an yO) +1 8y (an yO) 5
las condiciones de Cauchy-Riemann se expresan de forma equivalente como

0 .0
a_i(anyO) +1 a_i(anyO) = 0)

y si f es derivable en el punto zy se tiene que

F(e0) = 5 o) = =4 S ansan) = 3 (S o) =i 5 ) ).

Pasamos a exponer las propiedades elementales de las funciones derivables.

Proposicion 3.57. Sea f una funcién compleja definida en un abierto U de C. Si f es derivable en el
punto zg € U, entonces f es continua en zy. Como consecuencia, si f es holomorfa en U, entonces f es
continua en U.

Propiedades 3.58. Sean U un subconjunto abierto de C, zp € U, y f,g dos funciones complejas
definidas en U.

1) Si fy g son derivables en zp v «, 3 € C, entonces « f + 3 g es derivable en zy, y ademés
(af+B9)(20)=af(20) + B3 (20)-
1) Si f y g son derivables en zg, entonces f g es derivable en zg, y ademés
(f9)'(20) = f'(20) 9(20) + f(20) g’ (0) -
1) Si f y g son derivables en 29 y g(20) # 0, entonces f /g (que estd definida en un entorno adecuado
de zg) es derivable en zp, y ademés
Ny [(20) 9(20) — f(20) ' (20)
— (ZO) = B} .
9 9(20)

La regla de la cadena se enuncia exactamente igual que en el caso de aplicaciones diferenciables en
espacios euclideos.
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Teorema 3.59 (Derivacién de la funcién compuesta). Sean U y V abiertos de C, f:U — V' y
g:V — C funciones tales que:

1) f es derivable en zp € U.
11) g es derivable en wy = f(z9) € V.

Entonces la funcién compuesta g o f es derivable en zy. Ademas,

(g0 ) (20) = g'(f(20)) f'(20) = g'(wo) f'(20) -

Seguidamente nos dedicamos a proporcionar ejemplos de funciones holomorfas. La derivabilidad de
estas funciones se obtiene en unos casos directamente de la definicién y en otros de los resultados
anteriores.

Ejemplos 3.60.

1) Si f es una funcién constante (f(z) = ¢ € C para todo z), entonces f es holomorfaen Cy f'(z) =0
para todo z € C.

11) Si Id:C — C denota la funcidn identidad (Id(z) = z para todo z), Id es holomorfa en todo C y
Id’(2) = 1 para todo z € C.

1) Sin € N, n > 2, la funcién p,: C — C dada por p,(z) = 2™ es holomorfa en todo C y p,/(z) = nz"~*
para todo z € C.

1v) Si P es un polinomio con coeficientes complejos en la variable z,
P(z)=apn2" +an 12" ' 4+...+a12+ao,
entonces la funcién z — P(z) es holomorfa en C y
P(2)=na, 2" '+ (n—1a, 12" 2+... +a;.

V) Si Py @ son polinomios con coeficientes complejos en la variable z, puesto que ) tiene un niimero

finito de raices 11,79, ..., m, la funcién racional R dada por R(z) = P(Z)/Q(Z) estd bien definida
en el abierto U = C\ {r1,72,...,7m} y es holomorfa en él; su derivada es a su vez una funcién
racional,
P’ - P !
R(z) = (Z)Q(ZC)Q( )Q(Z)Q G bara todo = € U.
z

vI) La funcién exponencial exp: C — C es holomorfa en C y exp’(z) = exp(z) para cada z € C. (Es fécil
comprobar que esta funcién, como aplicacién de R? en R2, es de clase C™ y satisface las condiciones
de Cauchy-Riemann en cada punto.)

viI) Las funciones trigonométricas sen, cos, y las funciones hiperbélicas Sh, Ch son holomorfas en todo
C, y para cada z € C se tiene que

sen’(z2) = cos(z), cos'(z) = —sen(z),
Sh'(z) = Ch(z), Ch’(z) = Sh(z).

En cuanto a la derivabilidad de la funcién inversa, el siguiente resultado se basa en el homénimo para
funciones de varias variables reales.

Teorema 3.61 (Teorema de la funcién inversa). Sean U un abierto de C y f una funcién holomorfa
en U tal que su derivada f’ es continua en U. Entonces, si zo € Uy f'(z0) # 0, existen un entorno abierto
V de zp y un entorno abierto W de f(zy), tales que:

1) f'(2) # 0 para cada z € V.
11) f aplica biyectivamente V en W.
111) La funcién inversa f~1: W — V es holomorfa en W y su derivada viene dada por

-ty _ b ara cada z
(f )(f(z))—f,(z) p da z eV,

o lo que es lo mismo,

_I'wZ; ara cada w .
(f )( ) f,(f_l(w)) p d cW.
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Observaciones 3.62.

1)

1)

I11)

Al igual que sucede en el caso real, el teorema anterior tiene cardcter local; aunque una funcién
holomorfa tenga derivada continua y distinta de 0 en todo punto no se puede garantizar que sea
globalmente inyectiva. Un ejemplo sencillo se presenta con la funcién exponencial, que es periddica
de periodo 2 1.

La hipétesis de continuidad de la derivada es necesaria para la aplicacion del teorema de las funciones
inversas en R2. Como veremos méas adelante, esta hipétesis es redundante, pues resulta que si
f =u+iv es holomorfa en el abierto U, entonces las funciones reales u y v son de clase C* en U.

El teorema anterior permite deducir la holomorfia de las inversas de las funciones elementales,
tales como ramas del logaritmo, arcos de las funciones trigonométricas, etc., algunas de las cuales
presentamos seguidamente.

Ejemplos 3.63.

)

1)

I11)

Puesto que la derivada de la funcién exponencial es ella misma, el teorema de la funcién inversa
garantiza que es localmente invertible en un entorno de cada punto zy € C, pero podemos decir
més: Fijado ¢ € R tal que ¢ < Im(zp) < ¢+ 2, el abierto

Vo={z€C:c<Im(z) <c+27}~{(z,y) eR*:c<y<c+2nm}
contiene a zy y exp es una biyeccion entre V. y el abierto
W.=C\{re“:recR,r>0},

cuya inversa es la correspondiente rama del logaritmo, log,; el teorema de la funcién inversa garantiza
que log, es holomorfa en W, y que su derivada es
1 1 1
logl.(w) = = =—, weW,.
8(w) exp’ (log.(w))  exp (log,(w)) w ¢

Si a es un nimero complejo y se define, elegida una rama del logaritmo en el abierto W, correspon-
diente, la funcién potencial

f(z) = 2% =exp (alogc(z)) , z€W,,
ésta es holomorfa en virtud de la regla de la cadena, y su derivada es

, a z¢
I () = exp (alog,(2)) S =a
La funcién seno es derivable en todo C y su derivada, la funcién coseno, es nula en los puntos de
la forma kw4 7/, k € Z. Para el resto de los puntos existe inversa local, que denominaremos de
forma genérica un arcoseno y denotaremos por ‘arcsen’; en estos puntos se tiene que
1 1 +1
arcsen’(w) = = =

sen’ (arcsen(w))  cos (arcsen(w)) V1 —w?

El signo 4 hace referencia a la determinacion o rama particular elegida para la raiz.

Ejercicios

3.1

3.2

Estudiar la convergencia de las sucesiones de ntimeros complejos de término general:
1 1 n 1 1 n
I)anz(—§+§\/§i) Il)an:(—§+§\/§i)

n? +in+1 2+ (n+1)i —i\"
) ap, = ———— ) ap = —————— v)an:( )

mn?+n+1i n

n

[ee]
Se considera la determinacién principal del logaritmo. Probar que la serie Y 1/,z converge abso-
n=1

lutamente si Re(z) > 1.

3.3
1)

Demostrar que:
1
n!z

[ee]
La serie ). — converge absolutamente si |2| # 0.
n=1
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R A" .
11) La serie ) — converge absolutamente si |z| < 1.
n=1

< 1
1) La serie ) — converge absolutamente si [2| > 1.
n=1 %

3.4 Sea n € N. Demostrar la igualdad

. . . ISVANE
(1 +ef 420 4 eme) sen (g) = sen (7(71—; ) ) ek

3.5 Resolver la ecuacién |sen(z)| = | cos(z)].

3.6 Seann € N, n > 1, y w una raiz n-ésima de la unidad distinta de 1.
1) Probar que se verifica 1+ w+w?+---+w" 1 =0.

11) Deducir del apartado anterior el valor de la suma

( 27 )+ ( 4 )+ n ( 2nm )
COS COS .
ot o+ 1 o+ 1

1) Calcular 142w+ 3w? +---+nw™ L.

(1+14) hTz(ff)

0 siz=0,
ciones de Cauchy-Riemann en el punto zg = 0, pero no es derivable en dicho punto.

3.8 Sea f:C — C la funcién definida por
f(z)=+I|zyl, z=Re(z),y=1Im(z).

. Es holomorfa dicha funcién? Estudiar las condiciones de Cauchy-Riemann en zg = 0.

siz # 0,

3.7 Probar que la funcién f definida en C por f(z) = verifica las condi-

3.9 Sea f una funcién definida en C de la forma
f(z)=flz+iy) =u(@)+ivly),  w=Re(f), v=Im(f),
y tal que f es holomorfa en todo C. Obtener una expresion de f.

3.10 Sean U un abierto conexo de C y f:U — C una funcién holomorfa en U. Se supone que existe
a € C tal que
f'(z) =af(z) paratodo z € U.

Demostrar que para cada par de puntos z,w € U se verifica que

f(2) = flw) et G,

3.11 Sean U un abierto conexo de C y f una funcién holomorfa en U. Demostrar que cada una de las
condiciones siguientes implica que la funcién f es constante en U.

1) f(2) =0 para cada z € U.
11) Existe k € R tal que Re (f(z)) = k para cada z € U.
1) Existe k € R tal que Im (f(2)) = k para cada z € U.
1v) Existen a,b,c € C, con a y b no simultdneamente nulos, y tales que para cada z € U se tiene que
aRe(f(2)) +bIm (f(z)) = c.
v) Existe k € R, k > 0, tal que |f(z)| = k para cada z € U.

3.12 Hallar los puntos z € C en los que las siguientes funciones son derivables y calcular en ellos la
correspondiente derivada:

1) sen(z) 1) Ch(z) 1) zRe(z) V) e

e’ e’

V) sen (e*) V1) 213

3.13 Determinar los puntos de C en un entorno de los cuales la funcién f correspondiente admite inversa
holomorfa:

1) f(z)=224+2+1 1) f(z) = exp(2? + 2).
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Funciones de Variable Compleja 11

Recordemos al lector que si una funcién de variable real f es suficientemente derivable, es posible
aproximarla localmente mediante polinomios, los de Taylor. Esto conduce, para funciones de clase C*°,
a considerar el caso limite, que consiste en una serie de potencias. Este tema tiene por objeto desarrollar
esta idea desde el punto de vista inverso, es decir, el estudio de las propiedades de las funciones definidas
mediante una serie de potencias.

Veremos con posterioridad que el concepto de analiticidad, que introducimos aqui, coincide con el
de holomorfia, hecho que puede resultar sorprendente al observar que para este ultimo sélo se exige la
existencia de la derivada de primer orden. Este aspecto es uno de los més relevantes en lo que se refiere
a las diferencias entre las funciones derivables de variable real y las de variable compleja.

4.1. Series de potencias

Definicién 4.1. Una serie de funciones (o serie funcional) definida en un conjunto X es la asignacién
a cada punto x € X de una serie numérica

Z fn(x) )
n=0

donde f,: X — C es una funcién para cada n=0,1,2,....

Definicién 4.2. Sea zp un nimero complejo. Siag € Cy {a, }22, es una sucesién de nimeros complejos,
la serie funcional
[ee]
n
g an (z — 20)
n=0

se denomina serie de potencias centrada en el punto zy (en este contexto, se sigue el convenio de notacién
(2 — 20)° = 1 para cada z € C).

Observacién 4.3. Para cada n € N, el polinomio f,(z) = a, (2 — 20)" define una funcién holomorfa
(indefinidamente derivable, de hecho) en C. Se suscitan entonces de forma natural las siguientes cuestio-
nes:

1) En primer lugar, el estudio de la convergencia de este tipo de series funcionales.

11) En segundo lugar, determinar las propiedades que hereda la funcién suma de los términos de la
serie.

En esta seccion y en la siguiente se tratara de dar respuesta a estas dos preguntas.

[ee]
Definicién 4.4. Se considera la serie de potencias Y a, (z — 29)".
n=0

o)
1) Se dice que la serie converge en el punto w € C si la serie numérica Y a, (w — 29)" es convergente.
n=0
Si converge en cada punto w de un conjunto X C C se dice que converge puntualmente en X.

o)
11) Se dice que la serie converge absolutamente en w € C si la serie Y |a, (w — z0)™| es convergente.
n=0
Si converge absolutamente en cada punto w de X C C se dice que converge absolutamente en X.

33
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[ee]
Definicién 4.5. Sea ) a, (2 — 29)" una serie de potencias que converge puntualmente en un conjunto
n=0
X C C. Para cada z € X denotemos por {S,(2)}>2, a la sucesién de sumas parciales correspondiente y
por S(z) a la suma de la serie.
Se dice que la serie converge uniformemente en X si para cada ¢ > 0 existe ng € N (que depende
s6lo de ¢€) tal que si n > ng se tiene que

|Sn(z) — S(2)] <& paracada z € X.

Definicién 4.6. Se dice que la serie de potencias > ay,, (z — 2¢)
n=0

" converge normalmente en un conjunto

o0
X C C si existe una serie convergente de nimeros reales positivos . m,, tal que
n=0

lan, (z — 20)"| < m, paracadan € Ny para todo z € X.

o)

Proposicién 4.7 (Criterio M de Weierstrass). Si la serie de potencias . a, (z — z0)™ converge
n=0

normalmente en el conjunto X C C, entonces converge absoluta y uniformemente en X.

o)
Proposicién 4.8 (Lema de Abel). Se considera la serie de potencias Y a, (2—zp)™. Si R es un niimero
n=0
real estrictamente positivo tal que la sucesién de ndmeros reales positivos {|a,| R"}22, es acotada,
entonces la serie de potencias es absolutamente convergente para cada z € C con |z — 29| < R.

Es més, la serie converge normalmente en los discos de la forma B(zq,r) para todo 7 con 0 < r < R.

[ee]

Corolario 4.9. Si la serie de potencias Y a, (z — z0)™ converge en el punto z; € C, 21 # 29, entonces
n=0

converge absolutamente en cada punto z que verifique |z — zo| < |21 — 20|, y converge normalmente en

los discos compactos B(zg,7), 0 < r < |21 — 20|.
Los resultados precedentes muestran que el conjunto de puntos donde una serie de potencias converge
puede ser:
1) Sélo el punto z en el que esta centrada.
11) Un disco abierto centrado en el punto zp, junto con algunos puntos de su frontera.
111) Todo el plano.
Esto da sentido a la siguiente definicién.
00
Definicién 4.10. Dada la serie de potencias > a, (z — 20)™, se define su radio de convergencia, que
denotaremos por p, como: e
1) Sila serie converge inicamente en el punto zp, entonces p = 0.
1) Sila serie converge en cada punto de C, se dice que p = co.
111) En otro caso, su radio de convergencia se define como el superior del conjunto de los niimeros reales

&)
positivos r tales que la serie numérica > |a,|r™ es convergente.
n=0

[ee]

Proposicién 4.11. El nidmero real p > 0 es el radio de convergencia de la serie Y a, (z — 20)" si, y
n=0

s6lo si, la serie converge en todo punto z con |z — zp| < p ¥y no converge en cada punto z con |z — zg| > p.

&)
Definicién 4.12. Dada la serie de potencias Y a, (2 — 29)™ con radio de convergencia p > 0, el disco
n=0
abierto B(zp, p) se denomina abierto de convergencia de la serie (en el caso de que p = co se entiende
que dicho disco coincide con C).
El conjunto de los puntos z € C donde la serie converge se denomina campo de convergencia de la

serie.
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Observaciones 4.13.

1) El campo de convergencia de una serie de potencias contiene al abierto de convergencia y, si su
radio de convergencia p es finito, estd contenido a su vez en el disco cerrado B(zp, p). Los siguientes
ejemplos ilustran distintas situaciones que se pueden presentar:

oo oo 1 oo (_1)n oo 1
PIEETED Db LA ND D AP DY e ok
n=0 n=0 n=0 n=0

En todos ellos el radio de convergencia es 1, pero el campo de convergencia de la primera es el
disco abierto, el de la ultima el disco cerrado, la segunda converge en —1 pero no en 1 y la tercera
converge en 1 pero no en —1.

11) El radio de convergencia de una serie de potencias depende unicamente de sus coeficientes ay,
n=20,1,2,... es decir, las series

E an (z — z0)" E an 2

tienen el mismo radio de convergencia; el campo de convergencia de la primera es el trasladado por
zop del de la segunda.

&)
Proposicién 4.14 (Férmula de d’Alembert). Dada la serie de potencias Y a, (z —2p)™, se supone

que existe el limite, finito o infinito, e
lim W =\
n—oo
Entonces, si p es el radio de convergencia de la serie, se tiene que
oo si A= 0;
p— 0 si\=o0; (4.1)

1 .
T si0<A<oo.
A
En particular, si todos los coeficientes de la serie son no nulos, al menos a partir de un término en
adelante, y existe

i |an|
im ,
n—00 |ap41]

este limite coincide con p.

4.2. Funciones definidas por series de potencias

En lo que sigue consideraremos series de potencias con radio de convergencia no nulo. La convergencia
normal, y por tanto uniforme, de este tipo de series en los subconjuntos compactos del abierto de
convergencia permite concluir interesantes resultados sobre las propiedades de la funciéon suma.

[ee]

Teorema 4.15. Sea p > 0 (quizd o) el radio de convergencia de la serie de potencias Y a, (z — 29)"
n=0

Si para cada z € B(zg, p) se denota por f(z) a la suma de la serie numérica correspondiente, resulta que

f es continua en B(zp, p) (si p = oo se entiende que dicho disco es C).
De la continuidad de la funcién suma se sigue la siguiente propiedad.

Teorema 4.16. Siuna serie de potencias tiene suma nula en un entorno del punto en el que esté centrada,
entonces es la serie idénticamente nula.

&)

Corolario 4.17 (Principio de identidad). Se supone que las series Y a, (z—20)" y Z by (z—20)"
n=0

tienen radios de convergencia no nulos p; y p2, respectivamente, y que existe un numero real §, con

0 < § < min{p1,p2}, de manera que las sumas de ambas series coinciden para cada z € B(zo,é).
Entonces las series son iguales, es decir,

an =b, paracadan=0,1,2,...

Para abordar el problema de la derivabilidad de una serie de potencias se hace uso del siguiente lema.
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&)
Lema 4.18. Sea p el radio de convergencia de la serie de potencias Y a, (z — 2z9)™. La serie derivada
n=0

o0
Znanz—zo Zn—i—l ant1 (2 — 20)"
n=0

tiene también radio de convergencia p.

&)
Teorema 4.19. Sea f la funcién suma de la serie de potencias Y a, (z — 29)", definida en el abierto

n=0
de convergencia B(zg, p). Entonces f es holomorfa en este disco y
(o)
f(z) = Z(n +1)ant1 (2 — 20)" para cada z € B(zg,p) .
n=0

Corolario 4.20. En las mismas condiciones del teorema anterior, f admite derivadas de cualquier orden
en B(zp, p). Adem4ds, para cada m € N se tiene

[e )

f(2) =Y (n+m)n+m—1)(n+1)anim(z—2)", z€ Bz, p).
n=0
En particular,
m)
™ (z0) = m!lan, 6 Q= fi('zo) para cada m > 0.
m!

&)

Teorema 4.21. Sea [ la funcién suma de la serie de potencias > a, (z — 20)", definida en el abierto
n=0

de convergencia B(zp, p). Si C' € C, la funcién F, suma de la serie de potencias

LS
ZO)n—i—l —C+ Z ar;L—l (Z o Zo)n,

n=1

A
7 (2

— N+
es una primitiva de f en B(zg, p), es decir, F'(z) = f(z) para cada z € B(zo, p).

Prestamos ahora atencién a las operaciones con series de potencias, en concreto, con funciones defi-
nidas por sumas o productos de éstas.

&)
Definicién 4.22. Dadas las series de potencias > a, (z — 20)" v Z bn (z — 2z0)™, se define la serie
n=0

o0
Z an + by) (z — 20)",
n=0

suma de ambas por

y la serie producto de Cauchy como

o0 n
ch(z—zo)", siendo cn=Zakbn_k, n>0.
k=0

No existe un criterio general que permita determinar el radio de convergencia de una suma o un
producto de series, sin embargo es posible dar una estimacién del mismo, como se muestra en el siguiente
teorema.

[ee]

Teorema 4.23. Sean p; y p2 los radios de convergencia de las series Z an (z—20)"y Z b (2 — 20)™,
=0

respectivamente. Entonces las series suma y producto de Cauchy de las anteriores tlenen radios de

convergencia mayores o iguales que pg = min{py, p2}.

Definicién 4.24. Sean A un subconjunto abierto de C y f una funcién compleja definida en A. Se dice
que f es analitica en un punto zg € A si existen un nimero 0 > 0 tal que B(zp,d) C A, y una serie de

(o]
potencias Y a, (z — zp)™ convergente en B(zp,d), tales que
n=0

= Z an (z — z0)" para cada z € B(zp, 9).

Se dice que f es analitica en A si es analitica en cada punto de A.
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Observaciones 4.25.

1) En las condiciones de la definicién anterior es habitual obviar el dominio de definicién de la funcién
f; lo que en realidad es relevante es el radio de convergencia de la serie que la representa en un
entorno del punto zp. Diremos simplemente que f es analitica en el punto zp.

11) El teorema anterior muestra que la suma y el producto de funciones analiticas en un punto zy son
también funciones analiticas en dicho punto.

111) En virtud del corolario 4.20, si f es analitica en el punto zg, entonces es holomorfa en zy, e incluso
indefinidamente derivable en un entorno de dicho punto. De hecho, se verifica una propiedad mas
fuerte que se enuncia a continuacion.

Teorema 4.26. Se supone que la funciéon f es analitica en el punto zg, esto es, f se representa en un

&)

entorno B(zg, §) mediante la suma de la serie Y a, (2 — 2z0)™. Entonces f es analitica en cada punto
n=0

FARS B(ZQ, 5)

En lo que respecta a la divisién de series de potencias, es decir, de funciones analiticas, se tiene el
siguiente resultado.

Teorema 4.27. Sean f y g dos funciones analiticas en el punto zy. Si g(zo) # 0, entonces la funcién
/g es analitica en 2.

Observacion 4.28. En las condiciones del teorema anterior, supongamos que las series de potencias
(o]

o)
San(z—20)"y D bn(z — 20)™ representan a las funciones f y g, respectivamente, en un entorno
n=0 n=0

[ee]

de zg. Para calcular los coeficientes de la serie > ¢, (2 — 20)™ que representa a f /g se puede proceder
n=0

efectuando la divisién formal de las dos series anteriores en potencias crecientes de (z — zp), lo cual es

posible ya que by = g(z0) # 0 (en particular, cg = Z—g).

Sin embargo, es mas comodo proceder mediante el método de los coeficientes indeterminados: teniendo
en cuenta que se debe verificar que

o0 o0 o0
Zan (z—2z)" = an (z—z)" ch (z—20)" | ,
n=0 n=0 n=0

se identifican los coeficientes a,, con los correspondientes al producto de Cauchy de las otras dos series.
Esto da lugar a un sistema (infinito) de ecuaciones lineales

ayg — bo Co

ay = bocy +bico

az = boca+bici+baco

an, = bocy,+bicu_1+...4+b,co
cuyas incégnitas ¢,, n = 0,1, 2, ..., se despejan recurrentemente.

Por 1ltimo, respecto a la composicién de funciones analiticas se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.29 (Teorema de sustitucién). Sean g una funcién analitica en el punto zp, y f una
funcién analitica en el punto wg = g(zp). Entonces la funcién f o g (que estd bien definida en un entorno
de zg por ser g continua) es analitica en zg.

A continuacién se presentan desarrollos en serie de potencias de algunas funciones elementales. La
analiticidad de las funciones exponencial, trigonométricas e hiperbdlicas se deduce de la propia definicion,
en otros casos de los resultados presentados en este capitulo.

Todos los desarrollos se refieren al punto zy = 0. En cada caso se relaciona el abierto de convergencia
de la correspondiente serie de potencias, donde dicha serie representa a la funcién.
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ord (2n+1)!
= 1
— 2n
Ch(z)—z (2n)!z , zeC
n=0
1 (o)
_ n
1_2—22, z € B(0,1).
n=0
1 (o)
=S (1) 2, € B(0,1).
S senon)
SN
log(1+ z) = Z — 2", z € B(0,1). (rama principal)
n=1

4.3. Integral compleja a lo largo de curvas

Dada una curva paramétrica v: [a,b] — R?, ésta se puede entender también como una curva en C,
y viceversa; asi, los conceptos de regularidad (continuidad, derivabilidad a trozos, etc.) enunciados para
las primeras se trasladan a este otro contexto. Escribiremos habitualmente

() =z(t) +iy(t) o z(t) ==z(t) +iy(h),
y para los puntos ¢t donde la curva sea derivable se tendra que
v'(t) =2 (t) +iy/(¢).
Otro tanto se puede decir respecto de la nocién de curva paramétrica orientada.

Como es habitual, confundiremos las curvas paramétricas regulares y simples (I,4) (que no se cortan
a sf mismas) con su soporte v*, es decir, con la curva geométrica que parametrizan, obviando estos objetos
y hablando simplemente de curvas paramétricas, incluso cuando se tenga en mente que se esta trabajando
en el conjunto

F=~"={~(t)=xz(t)+iy(t) e C:t e I},
que es el mismo para todas las parametrizaciones regulares equivalentes a (I, ).

El teorema del cambio de variable para integrales garantiza la coherencia de la siguiente definicién.

Definicion 4.30. Sean U un abierto de C, f:U — C una funcién continua y I' una curva geométri-
ca orientada y de clase C! a trozos, parametrizada por la aplicacién ~: [a,b] — U (coherente con su
orientacién). Se define la integral de f a lo largo de la curva T' como

b
/ F(v(@®) ~'(t) dt,

que se denota indistintamente por /Ff(z) dz o / f(z)dz.
'7

Propiedades 4.31. Sean U un abierto de C, f, g dos funciones complejas y continuasen U y : [a, b] — U
una parametrizacién de una curva geométrica orientada I' de clase C' a trozos. Se verifica:

) [ raea= [ e+ [ o)
1) SicE(C,/Fcf(z)dZZC/Ff(z)dz.

1) ‘/I’ f(z) dz‘ < sup{|f(z)| : z € T’} long(T").
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Proposicién 4.32. Sean (I,7), (J, ) dos curvas paramétricas equivalentes que definen orientaciones
opuestas en la curva geométrica I' que parametrizan. Si f es una funcién continua en un abierto que
contiene al soporte de la curva, entonces

/yf(z)dZZ—/gof(z)dz.

Definicién 4.33. Sean U un abierto de C y f: U — C una funcién continua en U. Se dice que f tiene
una primitiva en U si existe una funciéon F' definida y holomorfa en todo el abierto U de tal manera que
F'(z) = f(z) paracada z € U.

Proposicion 4.34. Sea [ una funcion continua en el abierto U con primitiva F en dicho conjunto, y
sea v: [a,b] — U una curva de clase C* a trozos. Entonces

/yf(Z) dz = F(’y(b)) — F('y(a)) )

Teorema 4.35. Sean U un subconjunto abierto y conexo de C y f:U — C una funcién continua. Son
equivalentes los siguientes enunciados:
1) La integral de f a lo largo de una curva con soporte contenido en U sélo depende de los extremos
de la curva, es decir, si v:[a,b] — U y ¢:[c,d] — U son dos curvas de clase C* a trozos y con los
mismos extremos (y(a) = ¢(c), v(b) = ¢(d)), entonces

z)dz = z)dz.
BE Lf()

11) La integral de f a lo largo de cualquier curva cerrada con soporte contenido en U es nula, esto es,
si y:[a,b] — U es una curva cerrada de clase C! a trozos, entonces

j{yf(z) dz =0.

111) f tiene una primitiva en U.

4.4. Foérmula integral de Cauchy

La férmula integral (de Cauchy) para funciones holomorfas establece una enorme diferencia en el
tratamiento y los resultados aplicables a esta clase de funciones. No deja de ser asombroso el hecho de
que una condicién aparentemente tan simple como la de la derivabilidad proporcione una representacién
integral como la que sigue.

Teorema 4.36 (Férmula integral de Cauchy para circunferencias). Sean U un abierto de C,
f:U — C una funcién holomorfa en todo U y 2 € U. Si el disco cerrado B(zg,r) estd totalmente
contenido en U y se denota por I' a su borde con la orientacién inducida, entonces para todo z € B(zp, r)
se verifica que

flz) = 1 de.

2 Jrw—z
Esto es, parametrizando la circunferencia I' por v(t) = 29 + re't, t € [0,2 7], se tiene que

27 7 %
f(2) = 1 flzo +ret)re't

=— . dt.
27 Jo zo+ret—z

Corolario 4.37. Si f es una funcién holomorfa en un abierto U de C, entonces f es indefinidamente
derivable en dicho abierto.

Corolario 4.38. Si f es una funcién continua en un abierto U de C y tiene una primitiva en U, entonces
es holomorfa en dicho abierto.

Corolario 4.39. Sean U un abierto de C y f una funcién continua en todo U y derivable en todos los
puntos de U excepto quiza en una cantidad finita de ellos. Entonces f es holomorfa en todo U.
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Es posible generalizar la férmula integral de Cauchy a curvas cerradas, simples y de clase C' a trozos,
siempre que su soporte junto con el dominio de Jordan que encierran se encuentre contenido en el abierto
de holomorfia correspondiente.

Teorema 4.40 (Férmula integral de Cauchy). Sean U un abierto de C y f:U — C una funcién
holomorfa en todo U. Si D es un dominio de Jordan tal que su adherencia D U 0D estd contenida en U,
entonces

1 f(w)
=57 D
f(2) 27”7{8D w—zdw para todo z € D,

considerando en 9D la orientaciéon inducida por D. En consecuencia, si n € N,

n n! f(w)
f )() 2—7”ng mdw para todo z € D.

Recordemos que toda funcién analitica (es decir, que se puede representar en un entorno de cada

punto como la suma de una serie de potencias) es holomorfa; a partir de la férmula integral de Cauchy
se obtiene el reciproco.

Teorema 4.41. Si f es una funcién holomorfa en un abierto U de C, entonces f es analitica en U. De
hecho, si zg € U y B(zo,r) C U, entonces para cada z € B(zp,r) se tiene que

0 rp) 5
floy =3 T oy

n!
n=0

La serie anterior se denomina serie de Taylor de f en el punto zy. El teorema anterior implica que,
si B(zp, R) es el mayor disco abierto centrado en zp y contenido en U, entonces el radio de convergencia
de esta serie es mayor o igual que R; por tanto, si U = C, la serie de Taylor converge en todo C.

En el corolario 4.17 ddbamos una versién del principio de identidad para funciones analiticas. Ahora
mejoraremos dicho resultado a partir del teorema siguiente.

Teorema 4.42 (Principio de los ceros aislados). Sea f una funcién holomorfa en un abierto conexo
U de C. Supongamos que existe un subconjunto A C U tal que:

1) f(a) =0 para cada a € A.

11) A tiene al menos un punto de acumulacién en U.

Entonces f es la funcién idénticamente nula en U.

Corolario 4.43 (Principio de identidad). Sean fy g dos funciones holomorfas en un mismo abierto
conexo U de C que coinciden en un subconjunto A que tiene al menos un punto de acumulacién en U.
Entonces f(z) = g(z) para cada z € U.

Observacién 4.44. De otro modo, el principio de los ceros aislados establece que si una funcién f,
holomorfa en un abierto conexo U y no constante, se anula en un punto a, existe un disco B(a,d) tal
que f(z) # 0 para cada z € B(a,0), z # a, y de hecho existen una funcién g holomorfa en todo U,
con g(a) # 0, y un nimero natural m tales que f(z) = (z — a)™g(z) para cada z € U. El niimero m se
denomina el orden de a como cero de f, y verifica que

f@=Ff)=...=f"Ya)=0 'y  f"a)#0.

Admitiremos también que pueda ser m = 0, entendiendo en este caso que f(a) # 0, es decir, que a no
es cero de f.

Ejercicios

4.1 Determinar el ablerto de convergen(na de las siguientes series de potencias:

0o n e 1 o 1 /2\2n

I mn ! 111 z" v — (z—=1)" Y —(—)

U SR ILETD o S o TR A 3F (€
0> w S (ry) e SR w3
n:l n=0 n=1 n=1
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n

o] n n o] 2
a b " (=)"n
- 4+ L ()
)ngl(n+n)z,a,b>0 XI)E T (z—2) X1I)

n=1 n=1

=) (z+1)"
n2”

Mz

4.2 Se considera la serie de potencias
2n

00
Z4n 2'

Demostrar que su radio de convergencia es co. Si se denota por f a la funcién suma de esta serie, probar
que para cada z € C se tiene que

2f'(2)+ F(2) + 2 f(2) =

4.3 Sumar las series:

n?4n+1
1) Z —————  (Indicacidn: considerar el desarrollo de e*.)
n!
n=1
(o)
1
1) Z Y YT (Indicacion: considerar el desarrollo de log(1 — z).)

3
Il
_

1
(3n? +4n+5) 3 (Indicacion: considerar la suma de la serie geométrica y sus derivadas.)

NE

I11)

Il
-

n

6

4.4 Calcular la derivada décima de la funcién f(z) = z° e* en el punto zy = 0.

4.5 Desarrollar en serie de potencias en un entorno de zy = 0 las siguientes funciones:

2z 9 e *
I) —— I1 I11
) T ) sen’(2) ) 1

4.6 Determinar la funcién f, analitica en zyp = 0, solucién de la ecuacién diferencial

f () +2f(2) + f(z) =0

sujeta a las condiciones iniciales

I) > .2n H) im IH Z »2n+1
—2n —nn—1) — 2n+1)

v - 1) 1)
) Loy Vg0 Z*

4.8 Calcular / Re(z) dz en los siguientes casos:
r

1) I es el segmento de extremos 0y 1+ 4.
11) IT" es la circunferencia centrada en 0 y de radio 1.
1) T es el borde del cuadrado [0, 1] x [0, 1].

4.9 Calcular / |z| dz en los siguientes casos:
r

1) I es el segmento de extremos i y —i.

11) I es el arco de la circunferencia centrada en 0 y de radio 1 que une los puntos i y —i en el semiplano
{Re(z) > 0}.

1) I es el arco de la circunferencia centrada en 0 y de radio 1 que une los puntos i y —i en el semiplano
{Re(z) < 0}.
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dz
4.10 Sea I la circunferencia centrada en 0 y de radio 1. Calcular jg 7% | |
z

4.11 Sean zy un punto de C y D el cuadrado de vértices zo —a—1ia, zo+a—ia, zo+a+ia, zo—a+ia
(a > 0). Demostrar que, al considerar en el borde de D la orientacién inducida por D, se tiene que

g dz .
=2m.
0D z— Zo

4.12 Sea I el arco de circunferencia centrada en 0 que une el punto 2 con 24, y recorrido en sentido

positivo. Probar que
1 s
‘ dz‘ < —.
rz2+1 3

4.13 Sea I el borde del tridngulo de vértices 0, —4 y 3i. Probar que

‘ﬁ(ez —E)dz‘ < 60.

4.14 Calcular:

1) / sen(2 z) dz, donde T es el segmento que une 1+ ¢ con —i.
r

2
11) / ze® dz, siendo I' una circunferencia.
r

d
4.15 Calcular la integral / -
1422

1) T es la elipse de ecuacién x2 + 4y% = 1.

en los siguientes casos:

11) T es la elipse de ecuacién 422 + % = 4.

d
4.16 Sea I una curva cerrada contenida en el semiplano {z € C : Re(z) < 0}. Probar que 7% 72 =0.
JAdmite la funcién f(z) = 1/, primitiva en C\ {0}7

4.17 Evaluar las siguientes integrales:

iz
1) / 6—2 dz, donde I es la circunferencia unidad.
r

z
sen( ) )

11) dz, donde I es el cuadrado de vértices 1, i, —1, —i.
I11) / ——— dz, donde I es la circunferencia centrada en 0 y de radio 2.

/ dz donde I' es la circunferencia unidad.

it
/ 1) ————dz, donde T estd parametrizada por y(t) = 1+ = t € [0,27], y la raiz se considera
(z —

con la determlna(non principal.

1
/ 2 + dz, donde I' es la circunferencia de centro 0 y radio r, en los casos 0 <r <2y r > 2.

1
VII) L(Z) dz, donde T es la circunferencia de centro 1y radio 1/9, y el logaritmo se considera con
r(z—1)

la determinacién principal.

4.18 Sea «a un nimero complejo con || # 1. Calcular

/271' do
o 1—2acos(f) +a?’

1
Indicacion: Integrar f(z) = ———————— en la circunferencia unidad.

(z —a)(z = 1/a)



Capitulo 5

Funciones de Variable Compleja 111

5.1. Singularidades aisladas y su clasificacién

Un punto singular (en sentido estricto) de una funcién holomorfa es un punto adherente a su dominio
de definicién en el cual es imposible definir un valor para extender, al menos de forma continua, la
funcién original.

Por ejemplo, si se considera la rama principal del logaritmo, la funcion

=3

estd definida y es holomorfa en el abierto
U=C\ ({z € C:Im(z) =0, Re(z) <0} U {i,—i});

los puntos de la semirrecta real negativa son todos adherentes a U y es imposible definir en ellos de
forma continua una prolongacién de f (puesto que es imposible definir el logaritmo de forma continua).
Ademsds, en cualquier entorno de uno de estos puntos hay infinitos puntos del mismo tipo, esto es,
singulares para f.

Otra cosa bien distinta sucede en i y —i: en estos puntos sigue siendo imposible extender la funcién
f de forma continua, puesto que no estd acotada en ningin entorno suyo, pero la funciéon es holomorfa
en cualquier conjunto del tipo

con 0 < 0 < 1. Este ultimo tipo de singularidades es el objeto de nuestro estudio.

Definicién 5.1. Sean U un abierto de Cy zp € U. Si f es una funcién definida y holomorfa en U \ {2},
se dice que f presenta o tiene una singularidad aislada en el punto zy. En estas condiciones:

1) Siexiste y es finito lim f(z), se dice que la singularidad es evitable.
Z—2z0
1) Si lim |f(z)] = oo, se dice que la singularidad es polar o que zy es un polo de la funcién f.
Z—2z0
111) Si la singularidad en el punto zy no es evitable ni polar, se dice que es esencial.

Ejemplos 5.2.
1) La funcién definida en C\ {0} por

tiene una singularidad aislada evitable en el punto zp = 0 pues
Sh
lim (2)

z—0 z
11) La funcién definida en C\ {kx : k € Z} por

f(z) =

tiene singularidades aisladas en los puntos de la recta real de la forma k7, k € Z.

= Sh’(0) = Ch(0) = 1.

z

sen(z)

1. El punto zy = 0 es una singularidad evitable de f pues

z 1 1 1
1/ —= 1/ —= —= —= 1
Py sen(z) pey sen(z)/,  sen’(0)  cos(0)

43



5.1. Singularidades aisladas y su clasificacién 44

2. Las demas singularidades de f son de tipo polar ya que, si k € Z, k # 0, se tiene que

, 2|

lim
z—km

’

z
= = 00,

sen(z)| e | sen(z)]

ya que el numerador converge hacia k|7 # 0y

h'ril |sen(z)| = 0.

1) La funcién definida en C\ {0} por
1
f(z) = exp (;)
tiene una singularidad aislada de tipo esencial en el punto zy = 0 pues

1 1
lim exp (—) =00 y lim exp (—) =0;
x—0t X z—0" €T
z€eR TE€R

el primer limite muestra que la singularidad no puede ser evitable mientras que del segundo se
deduce que tampoco puede ser polar.

Observaciéon 5.3. Es habitual obviar el dominio de definicién de las funciones a tratar cuando, como
sucede en los ejemplos anteriores, sus puntos singulares vienen dados de forma evidente como aquéllos
para los que carece de sentido la férmula que las define.

Los dos teoremas siguientes proporcionan otros criterios para la clasificacion de singularidades aisladas
que resultan en ciertas ocasiones de aplicaciéon mas sencilla que los de la definicién.

Teorema 5.4 (Caracterizaciéon de singularidades evitables). Sean U un abierto de C, zp € U y
f una funcién holomorfa en U \ {2p}. Son equivalentes:
1) zp es una singularidad evitable de f.
11) Existe una funcién g holomorfa en todo U y tal que f(z) = g(z) para cada z € U \ {z0}.
11) Existe ¢ > 0 tal que B(z0,e) C U y f estd acotada en B(zp,¢) \ {20}
) lim (z — z0) f(2) = 0.

zZ—20

v

Teorema 5.5 (Caracterizacién de singularidades polares). Sean U un abierto de C, zp € U y f
una funcién holomorfa en U \ {zp}. Son equivalentes:

1) zp es una singularidad polar de f.

11) Existe una funcién g holomorfa en todo U con ¢g(zp) # 0 y un nimero natural m tales que f(z) =

9(2)
———— paracada z € U \ {20}.
et \fz0)
1) Existe un nimero natural m tal que el limite lim (z — 29)™ f(2) existe, es finito y no nulo.
z—20

Observacién 5.6. El ntimero natural m que se cita en los dos tltimos apartados del teorema anterior
resulta ser el mismo y se denomina orden del polo de f en zj.

En numerosas ocasiones las singularidades aisladas aparecen al considerar cocientes de dos funciones
holomorfas en los que el denominador se anula en algunos puntos del dominio de definicién, siendo estas
singularidades aisladas en virtud del principio de los ceros aislados.

Proposicién 5.7. Sean f y g dos funciones definidas y holomorfas en un disco B(zg,d) tales que f
tiene un cero de orden p en zy y ¢ tiene un cero de orden ¢ en zy. Entonces la funcién f /g tiene una
singularidad aislada en el punto zy y se verifica que:

1) La singularidad es evitable si, y sélo si, p > ¢. En este caso f /g tiene un cero de orden p — q en zj.
11) La singularidad es polar si, y sélo si, p < ¢q. En este caso f/g tiene un polo de orden ¢ — p en zj.
Proposicién 5.8. Sean f y g dos funciones holomorfas en B(zp,0) \ {20} tales que f tiene un polo de

orden p en zy y ¢ tiene un polo de orden ¢ en zy. Entonces la funcién f /g tiene una singularidad aislada
en el punto zg y se verifica que:

1) La singularidad es evitable si, y sélo si, p < ¢. En este caso f /g tiene un cero de orden ¢ — p en zj.

11) La singularidad es polar si, y sélo si, p > ¢. En este caso f/g tiene un polo de orden p — q en zj.
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5.2. Series de Laurent

A la hora de considerar series de Laurent las coronas juegan un papel analogo al de los discos en los
desarrollos de Taylor.

Definicién 5.9. Sir y R son dos numeros reales con 0 <r < Ry zy € C, el conjunto dado por
{z€C:r<|2— 2| < R} = B(z0,R) \ B(20,7)

se denomina corona (abierta) centrada en zy de radios r y R. El concepto de corona se generaliza
admitiendo la posibilidad de que » = 0 6 R = co. Concretamente:
En el caso particular de que r =0y R € R el conjunto

{zeC:0<|z— 2| <R} =B(z,R)\ {20}

se representa por B'(zp, R) y se denomina disco punteado de centro zg y radio R.
Si R = o0, la corona centrada en zy y de radios r e 0o es

{zeC:r<|z— 2]},
es decir, el complementario de la bola cerrada B(zp,r) si 7 > 0,6 C\ {2} si r = 0.

Teorema 5.10 (Desarrollos de Laurent). Sea f una funcién holomorfa en un abierto U de C que
contiene a la corona C ={z€ C:r < |z— 2| < R}, 20 € C, 0 <r < R < co. Entonces existen:

&)
1) Una serie de potencias Y a, (z — 20)"™ que converge absolutamente en B(zp, R) y
n=0

&)
11) Una serie de potencias negativas > by,

( B que converge absolutamente en el complementario
n=1 2 =20

de B(zo,7),
tales que, para cada z € C,
[ee] [ee] 1
f(z) :Zan (z—zo)"—i—anin. (5.1)
n=0 n=1 (Z o ZO)

Los coeficientes de estas series vienen dados por

1 f(w)
. = dw, n=0,1,2,... 5.2
‘ 2m’7{“ (w— 21 " (5:2)

bn

p
1
mﬁpf(w)(w—zo)"_ldw, n=12,...,

siendo I', cualquier circunferencia centrada en zp y de radio p, r < p < R, orientada positivamente.

Observaciones 5.11.

1) La expresion (5.1) se denomina desarrollo en serie de Laurent de f en la corona C; la primera serie
es la parte regular del desarrollo y la segunda la parte residual o singular. Las expresiones (5.2)
muestran que el desarollo en serie de Laurent es tinico.

11) Es usual denotar, para n > 1, b, = a_, y asf la expresién (5.1) se escribe de forma mds compacta

como
o0

fR) =Y an(z—2)"

n=—00
y las férmulas dadas en (5.2) se resumen en una:

ap = 1 7% (wf(w) dw n € 7.

27 —zo)n

111) Caso de particular interés es el que se refiere a funciones holomorfas en abiertos del tipo U = V'\ {29},
es decir, con una singularidad aislada en el punto zg, en los que el radio menor r es nulo. En esta
situacién la parte regular del desarrollo de Laurent de f define una funcién holomorfa en B(zp, R),
mientras que la parte residual, si es no nula, aporta el caracter singular de la funcién en dicho punto.
El siguiente resultado precisa esta consideracion.
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Teorema 5.12 (Clasificacién de singularidades). Sean f una funcién holomorfa en un disco pun-

teado B'(z9, R) y
[ee] [ee]
1
Zan(z—zo)"—l—ani
n=0 n=1 (Z o ZQ)"

su desarrollo de Laurent en B’(zy, R). Entonces:

1) zp es una singularidad evitable de f si, y sélo si, la parte residual del desarrollo es nula, es decir, si
b, = 0 para todo n € N.

1) 2o es un polo de f si, y sélo si, la parte residual del desarrollo es una suma finita, es decir, si existe
m € N tal que b,, # 0y b, = 0 para todo n > m. En este caso m es el orden del polo.

1) zp es una singularidad esencial de f si, y sélo si, la parte residual del desarrollo tiene infinitos
términos no nulos.

El problema de determinar el desarrollo de Laurent de una funcién, es decir, de encontrar los coefi-
cientes a, y by, es en general dificil si se hace uso de las férmulas dadas en (5.2). En la préctica se recurre
a otro tipo de argumentos basados en las propiedades de series ya conocidas, el producto de Cauchy de
series, etc. Ilustraremos esto con unos ejemplos.

Ejemplos 5.13.

1) A la hora de calcular desarrollos de Laurent de fracciones racionales resultan de utilidad los desa-
rrollos de Taylor de la suma geométrica y sus derivadas, vélidos en B(0,1):

fw) = =Y w,
n=0

k! -
M) = ——— = n+k)n+k—-1)---(n+1)w", k>1
P = g = 0+ B Joo (1w, k>
Resulta inmediato comprobar que el desarrollo de Laurent de una suma finita de funciones holo-
morfas en una corona es la suma de los desarrollos de Laurent de cada una de ellas, y puesto que
toda fraccién racional se descompone en una suma de fracciones simples del tipo
Cjm

Gy GmEE

siendo las 7; las raices del denominador, es suficiente determinar los desarrollos de estas tltimas:

1. En primer lugar, si zg = rj, la fracciéon
1 1

(z—r)™ (2= 2)™

es ya el desarrollo de Laurent (que consta de un sélo sumando) de la funcién que representa
en la corona C\ {zo}.

2. Si zg # rj, se puede escribir

1 _ 1 _ (= 1
(z— i)™ ((Z —z0) — (Tj — ZO))m (Tj — zo)™ (1 — (2 - ZO)/(Tj — zo))m
o= (D™ (n4m—1)-(n+1) (2—2)"
B T;O (rj — zo0)™ (m —1)! (rj —zo0)"

que es el desarrollo de Taylor de dicha funcién, valido en el disco B(zo, |r; — 20]), puesto que
esta serie converge para

zZ— 2
Q < 1.
|rj = 2ol

|w] =

También se puede considerar el desarrollo en la corona {z € C : |z — zg| > |rj — 20|}, en este
caso se escribe

1 _ 1 _ 1 1
(z —rj)m ((z—20) — (rj —20))"  (z=20)™ (1—(rj - ZO)/(Z — ZO))m
1 & mametm—D(nt]) (- z0)"
(2= 20)™ Z m! (z = z)"
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B = (n+m—1)---(n+1) . ym 1
= Z ( J 0) (Z _Zo)n_,’_ma

siendo ésta una serie en potencias negativas de (z — zp) que converge para

|7j — 20

|w| = < 1.

|z — 20|

11) La funcién f definida en C\ {0} por

f(z) = 2 exp G)

tiene una singularidad aislada en el punto zy = 0. Para calcular su desarrollo de Laurent en la corona
C\ {0}, es decir, en potencias de z, basta recurrir a la serie de Taylor de la funcién exponencial en
torno al punto wy = 0; asi, para z # 0,

) = 22 (1) Qill 2, +1+i 11

= X — = _—— = z — —_—

AP - nlzn = ° 2 (n+2)! 27’
n=0 n=1

siendo este tltimo el desarrollo de Laurent en la citada corona; la parte regular del desarrollo es el

1
polinomio 2% + z + 3 y la parte residual la ultima serie.

5.3. Residuos

Dedicamos este epigrafe al concepto de residuo y a los métodos practicos de célculo de residuos que
se utilizan de forma constante en las aplicaciones que se expondran posteriormente.

Definicién 5.14. Sean f una funcién holomorfa en un disco punteado B’(zo, R) y

(o] (o] 1
an (2 — 20)" + by, ————
L e

su desarrollo de Laurent en B’(zp, R). El niimero complejo by se denomina residuo de f en zp y se denota
por
Res(f, z0)-

Observacion 5.15. En las condiciones de la definicién anterior, el residuo de f en el punto zy se obtiene,
de acuerdo con las férmulas (5.2), mediante la integral

1
_ Q_Mﬁpf(w)dw,

siendo I', la circunferencia centrada en z y de radio p, con 0 < p < R, orientada positivamente. Ahora
bien, la evaluacion de estas integrales es, salvo en casos muy concretos, de extremada dificultad, y se
recurre en la practica a otros argumentos. Concretamente, en el caso particular de que el punto zg
sea una singularidad polar de la funcién f, los siguientes resultados proporcionan diversos métodos de
calculo, obtenidos a partir de las propiedades ya expuestas de las funciones analiticas y las singularidades
aisladas.

b1

Proposicién 5.16. Sean U un abierto de C, zp € U y f una funcién holomorfa en U \ {29} que tiene
una singularidad de tipo evitable en el punto zp. Entonces

Res(f,20) =0.

Corolario 5.17. Sean f y g dos funciones holomorfas en un entorno del punto zy € C tales que tienen
un cero del mismo orden en zy. Entonces

Res (5, zo) =0.

Lo mismo sucede si el orden del cero de f en zy es superior al del cero de g.
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Corolario 5.18. Sean U un abierto de C, zgp € U y f, g dos funciones holomorfas en U\ {zo} que tienen
un polo del mismo orden en zy. Entonces

Res (5, zo) =0.

Lo mismo se puede decir si el orden del polo de g en 2, es superior al del polo de f.

Proposicién 5.19. Sea g una funcién holomorfa en un disco B(zp,r) con g(zg) # 0. Si m € N, la
funcién f definida en el disco punteado B’(zg, ) por

9(2)
f(Z) - (Z _ Zo)m
tiene un polo de orden m en el punto zg y
gm—l) ZO)
Res(f.20) = =50,

Observacion 5.20. Toda funcién f que tenga un polo de orden m en el punto zy se puede escribir
como en la proposiciéon anterior, pero puede resultar extremadamente laborioso determinar en situa-
ciones concretas esa funcion g. Seguidamente se presentan algunos resultados relativos a singularidades
polares de orden pequeno, que surgen al considerar cocientes de funciones, y que permiten soslayar ese
inconveniente.

Proposicién 5.21. Sean f y g funciones holomorfas en un entorno del punto zy € C tales que f no se
anula en 2y y ¢ tiene un cero simple en zg, es decir,

f20) #0,  g(20) =0 y g¢'(20) #0.

Entonces f /g tiene un polo simple en zg y

Res (g,zo) = 1(z) .

El resultado anterior se generaliza en la siguiente

Proposicion 5.22. Sean f y g dos funciones holomorfas en un entorno de 2y € C tales que f tiene un
cero de orden m en zy y g tiene un cero de orden m + 1 en zy. Entonces f /g tiene un polo simple en 2y y

J™ (20)

Res (5, ZQ) = (m + 1) g"LT)(ZO)

Proposicién 5.23. Sean f y g funciones holomorfas en un entorno del punto zy € C tales que f no se
anula en 2y y ¢ tiene un cero doble en zy, es decir,

f(z0) 70, g(20) =¢'(20) =0 y g¢"(20) #0.
Entonces f /g tiene un polo doble en zy y

f'z0) 2 f(z0)g"(20)
g//(ZO) 3 [9”(20)]2

Res (5, zo) =2

Proposicion 5.24. Sean f y g funciones holomorfas en un entorno de zy € C tales que f tiene un cero
simple en 2y y g tiene un cero de orden 3 en zg, es decir,

fl20) =0, f'(20)#0,  g(z0)=49'(20) =g"(20) =0 y ¢"(20)#0.
Entonces f /g tiene un polo doble en zy y

) 3 1) oY o)
gIII(ZO) 2 [9’”(20)]2

Res (5, zo) =3
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5.4. Teorema de los residuos. Aplicaciones

La idea clave del teorema que da nombre a este epigrafe es bien simple: utilizar el concepto de residuo
para calcular integrales complejas. Las aplicaciones de este teorema que presentamos aqui justifican
sobradamente el interés de este resultado.

Teorema 5.25 (Teorema de los residuos). Sean U un abierto de C y f una funcién definida y
holomorfa en U salvo quizd en una familia de puntos que son todos ellos singularidades aisladas de f.
Supongamos que D es un dominio de Jordan con D U dD C U y tal que ninguna de las singularidades
de f estd en la curva I' = 9D. Entonces, si z1, 29, . . ., 2, son las singularidades de f en el interior de D,
se tiene que

jéf(w) dw = 27ri§:1Res(f, 2j),

cuando en I' se considera la orientacion natural inducida por D.

Observacién 5.26. En las condiciones del teorema anterior la funciéon f tiene una cantidad finita o a
lo sumo numerable de singularidades aisladas (es decir, éstas se pueden numerar como los términos de
una sucesién). Ademds, en cada subconjunto compacto del abierto U (en particular, en 5) sélo puede
haber un ntimero finito de ellas.

Los resultados que se presentan a continuacién son consecuencia del teorema de los residuos y pro-
porcionan métodos practicos para la evaluacion de cierto tipo de integrales de Riemann o impropias que
en ocasiones son imposibles de obtener mediante el cdlculo de primitivas.

5.4.1. Integrales del tipo [ f(z)da.

Proposicion 5.27. Sean U un subconjunto abierto de C que contiene al semiplano superior
Ot ={z € C:Im(z) >0},

y [ una funcién definida y holomorfa en U excepto para un numero finito de singularidades aisladas,
ninguna de las cuales estd en el eje real. Si existen constantes M, R > 0y p > 1 tales que en IIT se tiene
que

|f(2)] < % si |z] > R, (5.3)

entonces f es integrable en R y

/OO flx)de =271 Z Res(f,a).

o0 Im(a)>0

Observaciones 5.28.
1) Si se verifican las condiciones de la proposicién anterior sustituyendo IIT por el semiplano inferior
I~ ={z€C:Im(z) <0},

entonces f es integrable en R y su integral viene dada por

/_OO flz)de=—-2mi Z Res(f,b).

Im(b)<0

11) Las férmulas anteriores se obtienen aplicando el teorema de los residuos al borde de semicirculos
del tipo
{zeC:|z| <R, Im(z) >0} y {zeC:|z] <R,Im(z) <0},

respectivamente; estas curvas consisten en la unién del segmento [—R, R] C R y una semicircunfe-
rencia. Para radios R suficientemente grandes, todas las singularidades de la funcién en el semiplano
correspondiente se encuentran en el interior del semicirculo, y el resultado se deduce al pasar al limite
cuando R — o0.

111) Las funciones racionales f = P /@, donde Py @ son polinomios tales que grado(Q) > grado(P) + 2
y @ no tiene ceros en la recta real, verifican la condicién (5.3) en ambos semiplanos, concretamente,
el exponente p es en este caso

p = grado(Q) — grado(P) > 2 > 1.
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Proposicién 5.29 (Lema de Jordan). Sea f una funcién holo- ,
morfa en un disco punteado B’(zg,7) v tal que en el punto zy tiene ,,:"' ys
un polo simple. Para cada € con 0 < € < r, sea 7, un arco de cir- €/

cunferencia de centro zg, angulo fijo « y radio €, recorrido en sentido / ‘.f"
antihorario. Entonces [

lim (2)dz = ai Res(f, 20). e
Ve .

El lema de Jordan se demuestra sin hacer uso del teorema de los )
residuos, y combinado con éste proporciona nuevas herramientas de
célculo entre las que se encuentra el método expuesto a continuacion. %

5.4.2. Valor Principal de Cauchy.

Antes de dar la definicién presentaremos un ejemplo sencillo que a buen seguro arrojard mucha luz
sobre el asunto que tratamos:

Consideremos la funcién definida en R\ {0} por f(z) = 1/;. Es de sobra conocido que f no es
integrable en ningun intervalo que tenga a 0 por extremo. Ahora bien, es sencillo comprobar que fijados
a,b€eR tales que a < 0<b, para cada &, con 0 < e < min{|al, b}, se tiene que

~cdx b dx b , ~cdx b dx b
— + — =1In (—) y por tanto lim — + — | =In (—) .
o e T —a —o\J, = . T —a
El valor de este limite no es, por supuesto, el de ninguna integral impropia; es el denominado valor
principal de Cauchy de la integral de f en (a,b) y se escribe

b
dx
VP | — = In()—In(—a).
o T
Definicion 5.30. Sea f una funcion definida y continua en R excepto en un ntimero finito de puntos
21 <@g <...<xy.Sif esintegrableen (—oo,z1—¢) y (zn+e,00) paratodo £ >0 (osimplemente,
si las correspondientes integrales impropias convergen) y existe y es finito el limite

lim (/xl_gf(x) dx—l—/m_gf(x) dx—l—...—i—/xn_g f(z) dx—l—/oo f(z) dx),

=0\ J—0o T14€ Tp—1+eE Tpte

entonces dicho limite se denomina valor principal de Cauchy de la integral de f en R (o, simplemente,
valor principal de Cauchy de f en R) y se denota por

VP/_Zf(x)dx.

Proposicién 5.31. Sean U un conjunto abierto de C que contiene al semiplano I y f una funcién
holomorfa en U excepto en un numero finito de singularidades aisladas. Sean z1,...,z,, las posibles
singularidades de f en el eje real y supongamos que todas ellas son polos simples. Si se verifica ademas
la condicién (3), entonces existe el valor principal de Cauchy de f en R y se tiene que

VP/Oo flx)dx =2mi Z Res(f,a)—i—ﬂizm:Res(f,xj).

Im(a)>0 j=1

Proposicién 5.32. Si se sustituye IIT por II~, y se verifican las restantes condiciones, entonces

VP/O<> flz)dx = —2mi Z Res(f,b)—ﬂizm:Res(f,xj).

Im(b)<0 j=1

Observaciones 5.33.

1) La prueba del resultado anterior se lleva a cabo de forma similar a como se procede en 5.28.11,
modificando las curvas en las que se integra para evitar las singularidades en el eje real; para ello
se consideran semicircunferencias (arcos de amplitud 7) centradas en los puntos z; y de radio € que
se hace tender hacia 0.

11) Toda integral impropia convergente puede ser observada como un valor principal; su convergencia
asegura la existencia y finitud del limite mencionado.
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5.4.3. Transformadas de Fourier: [~ e *?® f(z)dx

Definicion 5.34. Dada f:R — C y un ntimero real w, si la integral impropia ffooo e~ f(x)dw es
convergente, su valor se denomina transformada de Fourier de f en el punto w y se denota por f(w) .

En particular, si f es integrable en R, f estd definida para todo w € R (la funcién e=“% f(z) es
integrable ya que e~"“* es continua y de médulo 1).

Proposicién 5.35. Sean U un subconjunto abierto de C que contiene al semiplano IIT y f una
funcién definida y holomorfa en U excepto para un ntmero finito de singularidades aisladas, ninguna
de las cuales est4 en el eje real. Supongamos también que existen constantes M , R > 0 tales que en IIT
se tiene que

e 2 > R. (5.4)

I
Entonces, para cada w < 0 existe f(w) y
(o]
fw) :/ e T f(x)dr = 2mi Z Res(e ™?f(2),a).
> Im(a)>0

Si las condiciones anteriores se verifican sustituyendo IIT por el semiplano inferior I, entonces existe
f(w) para cada w >0y

flw) = /00 e~ f(x)dr = —27i Z Res(e ™% f(2),b).

o Im(b)<0

Observaciones 5.36.

1) Las férmulas anteriores se obtienen aplicando el teorema de los residuos al borde de rectdngulos de
vértices
—R, R, R(1+1), R(—1+1) y — R, R, R(1—1), R(—1—1),
respectivamente, pasando luego al limite cuando R — oo; de la condicién (5.4) se deduce, entre
otras cosas, que la integral impropia de e“* f(z) en R converge.

11) Las funciones racionales f = P /Q, donde P y @ son polinomios tales que grado(Q) > grado(P)
y @ no tiene ceros en la recta real, verifican la condicién (5.4) en ambos semiplanos.

1) En realidad, se puede sustituir la condicién (5.4) por esta otra mds débil:

lim f(z) =

|z|—o0

1v) El valor de la transformada de Fourier de f en w = 0 se obtiene, cuando se verifican las condiciones
oportunas, segiin lo expuesto en la proposicién 5.27 (ndtese que en este caso resulta e% f(x) = f(x) ).

5.4.4. Valor principal de Cauchy de transformadas de Fourier.

Proposicién 5.37. Sean U un abierto de C que contiene al semiplano superior IIT y f una funcién
definida y holomorfa en U, excepto para un numero finito de singularidades aisladas. Sean x1,..., T,
las posibles singularidades en el eje real y supongamos que todas son polos simples. Si se verifica la
condicién (5.4), entonces, para cada w < 0 existe el valor principal de Cauchy de e~ f(z) y

VP/O<> e_iwf(x)dx=27ri Z Res(e ’“Zf +7TZZR€S wzf 2), ;).

o Im(a)>0

Si se sustituye IIT por II~ y se verifican en este semiplano las mismas condiciones, entonces, para cada
w > 0 existe el valor principal de Cauchy de e "7 f(x) y se tiene que

VP/O<> e W f(x)de = —2mi Z Res(e ™% f(z —WZZRes T f(2), 35)

o Im(b)<0

Observacion 5.38. Para la prueba del resultado anterior se procede como se relata en 5.33.1, modifi-
cando en este caso las curvas que se citan en 5.36.1

En las dos situaciones es esencial que las singularidades sobre el eje real sean polos simples para
garantizar la existencia del valor principal, o si se prefiere, para poder aplicar el lema de Jordan.
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Ejercicios

5.1 Analizar las singularidades de las siguientes funciones:

e*(z —3) ef—1 ef—2 cos(z) 1
—_— 11 v V) ——
2 (z=1)(z=5) 1) z ) z ) 1—2 ) z— 23
vi) Tgh(z) Vi) ze © VIII) E IX) ( & ) X) tg(z) XI) te(2)
ex .
S e 1424 PA\T—> & sen(z2)
—1
5.2 Obtener el desarrollo de la funcién f(z) = z T
z

1) En su serie de Taylor en zy = 1, indicando el abierto de convergencia.

11) En su serie de Laurent en la corona {z € C: |z — 1| > 1}.

1

5.3 Proporcionar los desarrollos de Laurent en potencias de z para la funcién f(z) = m,
Z22(1—2z

especificando las regiones donde son validos cada uno de ellos.

1
(z+1)(z+3)
1) {zeC:1<|z] <3} 1m) {zeC:|z| >3} m) {zeC:0<|z| <1}
) {zeC:0<|z2+1]| <2} v) {z€C:|z2+1]|>2} vi) {zeC:0<|z+3] <2}

5.4 Desarrollar en serie de Laurent la funcién f(z) = en las siguientes coronas:

5.5 Determinar, clasificindolas, las singularidades de las siguientes funciones y determinar en ellas los
residuos correspondientes:

3,2
e® er” 22+ 2442
) — n) —— 1) ————— V) tg(z
) z(z—1) ) 1+ 22 ) z(22—1)2 ) te(2)
1—cos(z)\’ 2?2 —1 5 1
V) (T) vI) sen (1/;) VII) T viin) (z —1)%exp (z — 1).
Zn—l
5.6 Sean n un nimero natural. Probar que los residuos de la funcién f(z) = prampeL acC, a#0,
en sus singularidades son todos iguales a 1/, .
d
5.7 Evaluar la integral / . en los siguientes casos:
rz2-2z+5

1) T es la circunferencia parametrizada por v(t) = 3¢’ | t € [0,27].

11) T es el tridngulo de vértices 0, 2+ 314, 31.

5.8 Evaluar la integral / en los siguientes casos:

z

T 2t+1

1) T es la curva formada por el segmento [—2, 2] del eje real y la semicircunferencia superior centrada
en 0 y de radio 2.

11) T es el cuadrado de vértices 0, 1, 1+, 7.

1
5.9 Evaluar la integral / _ire dz , siendo T la circunferencia centrada en zp = 0 y de radio 7.
I 1—cos(z)
5.10 Integrando la funcién f(z) = : T 2 lo largo de la circunferencia unidad, deducir el valor de
z

27
/ e5®) cos (nt —sen(t)) dt.
0

5.11 Demostrar que

(o)
/ (?os(x) Cdr = 7r .
o € e ® e 4+ e T/

cos(z)

eZ _l’_ e—Z
y pasar luego al limite cuando r tiende a +o0.

Indicacion: Integrar la funcién f(z) = en rectangulos de vértices —r,r,r+im, —r+iw
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5.12 Calcular, procediendo de forma similar a la del ejercicio anterior,

o0 e—:];
/ —27x dx
_so l+e

5.13 Si T denota la circunferencia unidad, probar que para cada n € N y z € C,

z" 1

eZ w

=— [ —dw.
n! 27 Jp wnt!

5.14 Aplicando la proposicién 5.27, calcular el valor de las siguientes integrales impropias:
/ © dx
1)

o dx
1 1)
oo T F1

I11) /OO dz
oo (22 4+ 4) (22 +1) o 1+af
[e'e] dx o] x2
—_— \Y% —d > 0.
) /wx2—2x+4 ) /0 (22 + a?)? T 4

5.15 Sea a € R, 0 < a < w. Integrando la funcién f(z) = She( ] a lo largo de curvas como la de la
Tz
figura, probar que

o a a \'I/
[ Siene=5): |

2 2
(Haganse tender R hacia co y r hacia 0.)

-R -

=
1— eQiz
5.16 Integrando la funcién f(z)

= 5 a lo largo de curvas
2
e} 2
como la de la figura, calcular / s 2(36) dzx .
0 X

3iz
Procediendo igual con la funcién f(z) ¢

—3et* 42
3 calcular
z

[F A

5.17 Calculense los siguientes valores principales de Cauchy:

o d o d
1) VP/ 2736 I1) VP/ —x, Im(a) > 0.
oo X (22 —1) o (@—a)?(z—1)
5.18 Aplicando el método expuesto en la proposicién 5.35:

1) Calcular / Md.ﬁ

—00 (1 + .132)2
o —b
11) Probar que / ;;)S_ixbl x = W;b para todo b > 0.

> cos(ax T
11) Probar que, para todos a,b > 0, / (e2) dx = —3

———dx = 14+ab)e b
o (x2+b2)2 4b ( )

5.19 Aplicando la proposicién 5.37, calcular el valor de las siguientes integrales impropias:
(oo}
) / sen(x)
0

oo 2_ (o)
i 1) / sen(x) x2 1dx IH)/ sen(m x)
T 0 r zt4+1

o Z(x+1)(22+1) dx.



Capitulo 6

La transformada Z

Es indudable que las transformaciones funcionales juegan un papel esencial en el estudio de los
modelos matematicos que rigen los modelos de las Ciencias. La que presentamos en este tema tiene la
virtud de permitir el andlisis de procesos discretos mediante el estudio de funciones analiticas. Entran en
juego ahora las nociones de polo, serie de Laurent, etc., que se han introducido en los temas precedentes.

Entre las aplicaciones de la transformada Z se encuentra el estudio de sistemas (de sefiales) discretos,
y aunque el propdsito de estas notas es la presentacion rigurosa del aparato matematico, sin entrar en
detalles que serian propios de un curso especifico de Teoria de la Senal, usaremos también la terminologia
y notacién propias de ese campo del conocimiento.

6.1. Definiciones y propiedades generales

A partir de ahora consideraremos series de Laurent centradas en zy = 0, que segin la notacién de
5.11.11 se identifican con una familia numerable indexada en Z, esto es, {a,}52 . que denominaremos
sucesion (doblemente infinita). En ciertos dmbitos, especialmente en Teoria de la Senal, es habitual
denotar a,, por a[n] para n € Z, usando los corchetes para enfatizar que se trata de una senal discreta
en distincién de las senales continuas, en las que se usan los paréntesis: p.e. f(¢).

Por supuesto, también se contemplan las series de Laurent que representan funciones analiticas en
zo = 0, es decir, con parte residual nula. Andlogamente, juegan un papel destacado las denominadas
sucesiones causales, que son aquellas del tipo {a,}22_  con a, =0 sin < 0.

[ee]
Recordemos que para una serie de Laurent >~ a, 2™ el conjunto de puntos donde converge absoluta-
n=—oo
mente, supuesto no vacio, es una corona circular determinada por dos radios 0 < p; < po, concretamente:

[ee]
* La serie Y anz™ converge si |z| < pa y no converge si |z| > pa.
n=0

&)
. a_ . .
* La serie ) —m+ converge si |z| > p1 y no converge si |z| < p1.
n=1
Diremos que una serie de Laurent es convergente si su corona de convergencia absoluta es no vacia.

Definicién 6.1. Se dice que una sucesién {ay,} admite transformada Z si la serie de Laurent

e}
n=—oo

&)
> anz™™ es convergente. En este caso, la funcién

n=—o00
(o) (o) a (o)
— n
F(z)= E A E z_"+ gla_nz" (6.1)
n=

n=—oo n=0

(identificada con la sucesion {a_,}5° _ ) se denomina transformada Z de {an}> _ .
(o] (o]
La serie Y anz~" se denomina parte causal de la transformada, mientras que > a_,z" es la parte
n=0 n=1

anticausal.

Se denomina corona de convergencia de la transformada Z de {ay} a la corona de convergencia

e}
n=—oo

&)
{z € C:p1 <|z| < p2} de la serie de Laurent > anz™".

n=—oo

En adelante usaremos la abreviatura T'Z para referirnos a la transformada Z de una sucesion.

54
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Teorema 6.2 (inversién de la T'Z). Sea f una funcién holomorfa en un abierto que contiene a la
corona C'={z € C: p; < |z| < p2}. Existe una tinica sucesién de nimeros complejos {a, }2> _  tal que
en la corona C' la funcién f coincide con la T'Z de dicha sucesién. Ademés se verifica:

1) La corona de convergencia de la TZ de {a,}32 _ . contiene a la corona C.

—0o0
11) Para cada ntimero real r, con p; < r < pa2, y para cada n € Z se tiene que

! f(z) 2" tdz

2w Jiy =y

La sucesion {a,}22 _ _ asi determinada se denomina transformada inversa Z de la funcién f.

Propiedades 6.3 (de la TZ). Sean {a,}2>_ v {bn}52 ., dos sucesiones que admiten T'Z, siendo
Co={2€C:p <lz] < p2} y Cy={2€C:r <|z| <rao}
sus respectivas coronas de convergencia y F', G las correspondientes T'Z.
1) Linealidad: Si Ry = méx{p1, 71} < Re = min{pa, 72}, entonces para cada par de nimeros comple-
jos a, B, la sucesién {aa, + B, 152 _ . admite TZ en una corona que contiene a
ConNCp={2€C: Ry <|z| < Ra}.
Ademads, en esta corona la TZ de {aa, + Gb, 152 es la funcién

H=aF+3G.

11) Conjugacién: La sucesién {a, }22 _ admite T'Z con corona de convergencia

Co,={2€C:p <|z| < pa}
y su transformada es la funcién
H(z)=F(z).

111) Traslacién (desfase): Sea p un nimero entero. La sucesion {an4p}oe_ . admite T'Z con corona

de convergencia

—00

Co,={2€C:p <|z| < pa}

y su transformada es la funcién
H(z) =2"F(z).

1v) Modulacién: Sea w un nimero complejo no nulo. La sucesién {w"a,}22 _ _ admite T'Z con corona
de convergencia
{z € C:fwlpr < 2| < |wlp2}

y su TZ es la funcién

H(z) = F(i) .

w

v) Derivacién: La sucesién {na,}52 __ admite T'Z con corona de convergencia

Co,={2€C:p <|z| < pa}
y su TZ es la funcién
H(z)=—2F'(z).

vI) Simetria (inversién en tiempo o “time reversal”): La sucesion {a_,}52__ admite T'Z con
corona de convergencia

1 1
{zE(C:—<|z|<—}
P2 P1

y su TZ es la funcién

viI) Convolucién discreta: Si Ry = max{p1,r1} < Ry = min{pz, 72}, para cada nimero entero n se
tiene que la serie numérica
o0
E ag b

k=—o00
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converge absolutamente; sea ¢, su suma. La sucesién {c,}>2 __ se denomina convolucidn de las
sucesiones {a,}52 oy {bn}22_ . Esta sucesién admite T'Z en una corona que contiene a

CameZ{ZE(CIR1<|Z|<R2}

ylaTZ de {c,}52 . es la funcién

—00
Notas: El producto de convolucién se denota por el simbolo ‘*’, esto es, ¢[n] = (a *b)[n]. Si las

sucesiones {a, 152 v {bn}52 . son ambas causales, entonces la convolucién no es otra cosa que
el producto de Cauchy

n
cp, =0 para n<0 y cn=Zakbn_k para n > 0.
k=0
viil) Producto de sucesiones: Si p;r < pars la sucesion {anb, }22 _  admite TZ en una corona que
contiene a
{z € C:piry <z < para}.
Ademas, si la funcién H es la TZ de {a,b,}52 ., se tiene que
1 2\ G(w
H(z) = — F(—)de, donde r <r<ry y rpi <|z|<rp2
2mi lw| =r \w w
o también
1 F(w z
H(z) = — LG(E)clw, donde p1 <p<ps vy pri<|z|<pra

2w lw|=p w

Ejemplos 6.4. En los siguientes ejemplos utilizaremos la notacién simplificada a[n] para referirnos a la

sucesién (o senial, como se prefiera) {a,}5° _ . Este abuso, suprimiendo el dominio de las funciones, es

habitual y en el contexto adecuado no causa mayores inconvenientes.
1) Si denotamos por d al impulso unidad, es decir, la sucesién cuyos elementos son
1 sin=0,
6"_5[n]_{0 sin # 0;

su TZ es la funcién C; constantemente igual a 1: C1(z) = 1, z € C. Entonces, para p € Z la funcién
G(z) = 2P = 2P C4(2) es la transformada del desfase §[n + p| (ver propiedad 6.3.111), de donde se
sigue inmediatamente que para o € C

o TZ(adln+p])=az’
con corona de convergencia igual a todo Csi p > 00 C\ {0} si p < 0.

11) Consideremos la senal escaldn €, cuyos valores son

0 sin<0,
an=enl=11 Gn>o0

Su TZ, que tiene parte anti-causal nula, es la suma geométrica

S N
n=0 n=0 z

(recuérdese que una serie geométrica converge si, y sélo si, su razén tiene médulo menor que 1). En
consecuencia, si w # 0, la sucesién {w"e[n]}5> _  admite T'Z (ver propiedad 6.3.1v) y
z

o TZ(w'eln]) = G(z) = F(Z) =

con corona de convergencia {z € C: |z| > |w|}.
I11) Si se revierten en tiempo las sefiales del apartado anterior, esto es, considerando
{w_" sin <0,
0 sin > 0;
en virtud de la propiedad 6.3.v1, estas admiten T'Z y

. TZ(w—ne[_n]):G(l)zl/l/z 1w

z Z—wzl—wz_z—l/w

con corona de convergencia {z € C : |z < 1/}
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1v) Aplicando la propiedad 6.3.v la senal cuyos valores son

0 sin<O,
fln] = neln] _{n sin > 0;
admite T'Z con la misma corona de convergencia {z € C: |z| > 1}, y su valor es:
/
o TZ(nen]) =—z (z i 1) = B _21)2 =z(z—1)"2.

Segtin 6.3.111, resulta que TZ((n — 1)eln — 1)) = 27 'TZ(ne[n]) = (z — 1)72 para |z] > 1;y
derivando de nuevo

o TZ(nn—1)en—1)) =—2((z— 1)_2)I =22(2—1)73, |z] > 1.
Volviendo a razonar igual TZ((n—1)(n—2)eln—2]) =27 'TZ(n(n—1)en—1]) =2 (2 —1)73,
y derivando

o TZ(n(n—1)(n—2)en—2)) =—z (2 (2 — 1)—3)' —62(z—1)"%, |2 >1.

Recurrentemente, se deduce que

z
Finalmente, nétese que n(n —1)---(n—k+1)eln—k+1]=n(n—1)---(n— k+ 1) €[n] pues para
n < k el coeficiente n(n —1)---(n — k + 1) se anula y para n > k, es decir, n — k > 0, se tiene que
€[n] =1 = €[n — k4 1]. Atendiendo a los coeficientes binomiales, la férmula anterior se reescribe

o TZ(n(n—1)---(n—k+1)en—k+1]) = k! |z| > 1.

n z
Combinando lo anterior con la propiedad 6.3.1v, para w # 0 se sigue que
k
n w2z

V) Sila sucesion {an }22 _  es causal y admite T'Z, entonces la corona de convergencia de su transfor-
mada F(z) es el exterior de un disco, es decir, de la forma {z € C: p < |z|}; lo mismo se puede
decir para cualquier desfase suyo {an4p}ol ., pues la parte anticausal consta de una cantidad
finita de términos no nulos.

Supongamos ademds que p > 0 y que “truncamos” el desfase a[n + p] haciendo nulos los valores
para n < 0, o lo que es lo mismo, consideramos la senal

n=0
gln] =e€n]an+pl={..,0,0,0, ap,apt1,apt2,- -, Aptn, ...}

entonces g[n| tiene T'Z igual a la funcién

G(z):zp(F(z)—ao—?———...—

con la misma corona de convergencia {z € C: p < |z|}.

6.2. Transformada inversa Z de fracciones racionales

La férmula de inversién dada en el teorema 6.2 es, a todas luces, de dificil ejecucion en la practica.
No obstante, para funciones sencillas (en concreto, los cocientes de polinomios) las propiedades ante-
riores proporcionan argumentos viables para determinar tal inversién. Explicaremos someramente estos
argumentos, ilustrados luego con algunos ejemplos:

Recordemos primero que todo polinomio Q(z) con coeficientes complejos se puede descomponer de
forma tinica como un producto

Q) =Cz—r)™(z—ra)™ ... (2 — )™,

donde C es una constante (el coeficiente del monomio de mayor grado), r1, ..., son las raices de @, y
maq, ..., my son sus multiplicidades respectivas.



6.2. Transformada inversa 7Z de fracciones racionales 58

Si Py @ son polinomios en la variable z con coeficientes complejos es posible reescribir la fraccion
racional F(z) = P(Z)/Q(Z) de la forma

R(z)

Q(z)’

donde C' es el cociente de la divisién de P entre @) (si eventualmente el grado de P es mayor o igual que
el de Q) y R es el resto de tal divisién. Luego, si 71,72, ..., 7 son las raices de @, la fraccién R(Z)/Q(Z)
se puede descomponer en fracciones simples para concluir que F(z) se escribe de forma tnica

=a0+a12+a222+...+apzp+

b17m1

bi1 bi,2
+ (z —ry)m

(z—r1)  (z2—11)

F(2) =ao+ a1z +a22® +...+apzf  + St

bi1 n bi2 L bk

- (z—rk) (z—7mK)2 7 (z—rp)m™

donde los a; y los b; ; son nimeros complejos.

En virtud de la linealidad es suficiente determinar la transformada inversa de los monomios del
cociente y de las fracciones simples:

1) Segun el ejemplo 6.4.1 es obvio que para p > 0
n=—p n

la transformada inversa de ap 2* es apd[n+p/={...,0,0,0, a, ,0,0,..., 0 -

con corona de convergencia igual a todo C.

11) Para fracciones simples G(z) = — la cuestion es un poco més complicada, pues si r # 0

1
—7)
existen dos coronas disjuntas donde tales funciones admiten desarrollos de Laurent centrados en
z0 = 0: {|z] > |r|} v {lz] < |r|}. Si atendemos a la préctica:

a. cuando en Teorfa de la Senal se consideran desfases u de seniales causales (i.e., con tiempo de
encendido finito: u[n] = 0 para n < ng, ver ejercicio 6.5), la corona de convergencia de su T'Z
es el exterior de un disco centrado en zg = 0;

b. por otro lado, en la teoria de sistemas discretos se consideran senales u sumables (la serie

&)

> |u[n]| es convergente), lo que implica que la corona de convergencia contiene a la circun-
n=—oo
ferencia unidad {|z| = 1}.

Estas consideraciones nos indican la forma de proceder:

1 1
Pongamos m = k + 1 (i.e. kK =m — 1) y consideremos la funcién G(z) = ( ym = ( G
z—r z—r

Segun el ejemplo 6.4.1V se tiene que

z 1 /n 1 n
Pero segun la propiedad 6.3.111
1 -1
G(2)=2"12G(2)=TZ (Tm—_l(:; B 1) " leln — 1]> , |z] > |r|.
Ejemplos 6.5. En estos ejemplos aplicaremos las consideraciones anteriores a dos casos concretos.
3
1) Sea F(z) = 22 T Esta funcion tiene polos simples en z = 1 y z = —1, por lo que las coronas
22

donde es susceptible de desarrollar en serie de Laurent son {|z| > 1} y {|z| < 1}. Calculemos su
transformada Z inversa en la primera de ellas. Primero escribamos
F 2 1 11 11
(Z) = i =1 + - )
z 22 -1 22 -1 2z—1 2z+1
de donde se sigue que (ver ejemplos 6.4.1y 6.4.11)

e =TS+ 1)) + L TZ(eln]) — 5 TZ((-1)"eln]),

con corona de convergencia {|z| > 1}. En resumen, la transformada inversa de F' es la senal

plin) = 8l +1] + 5 eln] — 3 (~1)"eln].
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z
(z = 1/2)(z —2)
Si buscamos soluciones de TZ(¢) = F con @[n] sumable, de entre todas las coronas donde F
admite desarrollo de Laurent, la inica que contiene a la circunferencia unidad es {1/9 < |z| < 2};
en ella buscaremos la transformada Z inversa. Se tiene que

1) Sea F(z) = Esta funcion tiene polos simples en z = 1/9 y 2z = 2.

F(z)=

z _ . 1 - (2 1 _2 1 )_2 z 2 z
(z=10)(z=2) " (x-1p)(z—2) "\3z-2 3z-1j

T 3z2-2 3z-1ljy’
Por una parte, segtin 6.4.11, se tiene que

z 1
=TZ(2™" , > —
Ty = TZCe), >
y atendiendo al ejemplo 6.4.111 y la propiedad 6.3.111, se deduce que
z —271 1
——=-2z——— =T7Z(—-2"€[-n—-1 =2.
z—2 Zz—1/2—1 ( e[-n ])’ Il < |2 o

Recogiendo la aportacion de los dos términos, la transformada Z inversa de F' con corona de con-
vergencia {1/9 < |z| < 2} es la senal

2n+1 2—n+1

o[n] = ;( —2%¢[-n—1] — 2‘"6[71]) =-—3 e[-n—1] - 3 €[n].

Si se buscan soluciones ¢ con tiempo de encendido finito, la corona de convergencia resulta ser
{[2] > 2}; en este caso para la fraccién 2/(; — 2) se razona igual que con la otra obteniendo

oln] = %(2”"’1 — 27" ) e[n].

6.3. Relacidon de la TZ con las series de Fourier

Definicién 6.6. Por serie trigonométrica se entiende toda serie funcional del tipo

% + Z (ak cos(k x) + by sen(k x)) , (6.2)

k=1

donde ap es un nimero complejo y {a,}52, y {bn}52, son sendas sucesiones de nimeros complejos;
estos numeros se denominan coeficientes de la serie.

Observaciones 6.7.

1) Las sumas parciales de una serie trigonométrica
a n
0
Sp(z) = 5 + ,;_1 (ak cos(k ) + by sen(k x)) ,

son polinomios trigonométricos, que se pueden reescribir en términos de la exponencial como

n n
__0 - _ zka = kax
S =5 kZ ak Zbk kZ ak—i-zbk ,

—_
—_

l\D
l\D

asi que es usual representar también la serie (1) por

o0 o0 o0
co+ E cp e FT 4+ E c_pe kT = E cp e FT (6.3)
k=1 k=1

k=—o00
donde ( ™ ( ™
ap ar — 10k ag + 10k
= ok TR = k>1;
Co B Ck B y C—k B Z
o dicho de otra forma,
ar =cp +c_, para k>0, y b =i(ck —c_p) st k>1.

La expresién (6.3) se denomina forma compleja de la serie trigonométrica (6.2). Los conceptos de
convergencia, convergencia uniforme, etc. se trasladan a las series dadas en forma compleja (6.3) en
términos de los ya conocidos para series funcionales generales.
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11) Si la serie trigonométrica (6.2) (resp. (6.3)) converge uniformemente, entonces su suma define una
funcién f continua en R y peridédica de periodo 2 7 ; ademads, es facil comprobar que

1 [ 1 [
ar = — f(x) cos(kx)dx k>0, y b, = - f(z) sen(kz)dx, k>1, (6.4)
o lo que es lo mismo,
_ 1 " —ikx
ck—QW/_Wf(x)e de, keZ. (6.5)

Lo anterior sugiere la siguiente definicién:

Definicién 6.8. Sea f : R — C una funcién acotada, periddica de periodo 27 e integrable en el sentido
de Riemann en cada intervalo compacto de la recta. Se define la serie de Fourier de f como la serie
trigonométrica

% + i (ak cos(k x) + by sen(k x)) = i L
k=1 S

cuyos coeficientes vienen dados por las expresiones (6.4) y (6.5), respectivamente. El niimero ¢, recibe

el nombre de k-ésimo coeficiente de Fourier de f y se denota también por f(k). Si n € N, el polinomio
trigonométrico

Sn(f)(x) = % + Z (ak COS(k?x) + by, sen(k;x)) — Z f(k’) eikm
k=1

k=—n

se denomina polinomio n-ésimo de Fourier de la funcién f.

Observaciones 6.9.

1) Para funciones de periodo 27, las integrales que aparecen en (6.4) y (6.5) extendidas al interva-
lo [—m, ] se pueden considerar en cualquier otro intervalo de amplitud 27 sin alterar su valor,
consecuencia esto del teorema del cambio de variable.

11) Una funcién f periédica en R, de periodo 27, viene determinada por sus valores en el intervalo
[—7, 7], es més, a cada una de estas funciones se le puede asignar de forma biunivoca una funcién
g definida en la circunferencia unidad T = {z € C: |z| = 1} mediante la férmula

f(x):g(eiw)a RS [_ﬂ-aﬂ-]'

111) Supongamos ahora que {c¢,}52 _ admite T'Z y que su corona de convergencia contiene a la circun-
ferencia T. Si F' es su transformada, entonces

o0 o0 c o0
— n
F(z)= g cnznzg z_"+§ c_n2"
n=-—oo n=1 n=0

[ee] [ee]
es holomorfa en esa corona, lo que implica que las series numéricas > c_,, y > ¢, convergen
n=0 n=1
absolutamente y, por tanto, la serie trigonométrica

e}
§ Cn eznt

n=—oo

es la serie de Fourier de una funcién continua y 2m-periédica f hacia la que converge uniformemente.

6.4. Sistemas definidos por ecuaciones en diferencias

De forma coloquial, en Teoria de la Senal se denomina sistema a toda transformacion que recibe una
senal (entrada, input) y devuelve otra (salida, output). Silas senales de entrada y salida son discretas el
sistema se denomina discreto, estos seran los que consideraremos en adelante. A continuacion se relatan,
brevemente, la nomenclatura y nociones mas usuales.

Un sistema L se denomina lineal si para cada par de senales u,v y escalares «,( se tiene que
L(au+ fv) = aL(u) + 3 L(v).
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Un sistema L se denomina invariante en el tiempo si verifica que L(u[n — ng]) = L(u)[n — ng), es
decir, si verifica que a un desfase en la senal de entrada responde con el mismo desfase en la de salida.

Un sistema L se denomina causal si para cada par de sefiales u y v tales que u[n] = v[n] para n < ng,
se tiene que L(u)[n] = L(v)[n] para n < ng.

Teorema: Un sistema lineal discreto e invariante en el tiempo es causal si, y sélo si, la respuesta
a cada senal causal es también causal.

Es usual referirse a los sistemas discretos lineales e invariantes en el tiempo como LTT (del inglés
“linear, time invariant”).

Para un sistema LTT la respuesta h = L(d) al impulso unidad se denomina respuesta al impulso.

Un sistema LTI se denomina estable si la respuesta a cada senal acotada es también acotada. Resulta
[ee]

que un LTT es estable si, y s6lo si, la respuesta al impulso h[n] = L(§)[n] verifica que > |h[n]| < cc.
—00

Ejemplo 6.10. La férmula
yln] = L(u)[n] = u[n] —2u[n — 1] + u[n — 2], nez,

define un sistema lineal, invariante en el tiempo y causal.
La respuesta al impulso estd definida por

h[0] = 6[0] =1, h[1]=—260]=—2, h[2]=6[0]=1; h[n]=0 si n#0,1,2,

lo que permite reescribir el sistema en términos de una convolucion

y[n] = B[0) u[n] + h[1]uln — 1] + h[2]uln — 2] = Z hljluln —j]. (6.6)

j=—c0

La férmula (6.6) no es anecddtica, es valida para todo sistema LTI. Si denotamos por Y (z), H(z) y
U(z) a las correspondientes transformadas Z de las seniales, la propiedad 6.3.vII establece que

Y(2)=H(2)U(z)

en la correspondiente corona de convergencia.

[ee]
Definicién 6.11. Para un sistema LTI, la T'Z de su respuesta al impulso h, H(z) = > h[n]z™", se
=00
denomina funcion de transferencia del sistema.
La funciéon de transferencia caracteriza también ciertas propiedades de un sistema LTI, por ejemplo:

Teorema 6.12. Un sistema LTI es causal si, y sélo si, su funcién de transferencia H converge en el

exterior de un disco centrado en zy = 0 y existe | 1|1'm H(z) e C.
Z|—00

Teorema 6.13. Si un sistema LTT tiene funcién de transferencia racional H(z) = P (Z)/Q( z) , entonces:
1) El grado de P es menor o igual que el de Q.
11) El sistema es estable si, y s6lo si, los polos de H estdn dentro del disco unidad {|z| < 1}.
Las ecuaciones en diferencias juegan, para senales discretas, un papel andlogo al de las ecuaciones
diferenciales con senales continuas. Al igual que en este ultimo caso las complicaciones de calculo son
enormes salvo para situaciones sencillas. No es dificil de comprender el porqué nos restringimos al estudio

de ecuaciones lineales con coeficientes constantes que, por otra parte, caracterizan los sistemas LTI que
se manejan habitualmente y que se describen a continuacion.

Definiciéon 6.14. Se dice que un sistema L estd definido por una ecuacion en diferencias si existen
naturales N, M y constantes complejas ag, a1,...,an vy b1i,...,by tales que para cada senal u, siendo
y[n] = L(u)[n], se verifica que

yln] + by[n — 1] + ... + byy[n — M) = apu[n] + aquln — 1]+ ...+ ayuln— N], n€eZ. (6.7)

Observaciones 6.15.

1) El ejemplo 6.10 es un caso particular sencillo de lo descrito arriba. Dejamos como ejercicio al lector
comprobar que, efectivamente, la férmula (6.7) define un sistema LTI y que, ademds, estos sistemas
son causales.
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11) En general, para una senial de entrada fija u la ecuacién (6.7) puede admitir multiples soluciones.
Pero si se fijan M valores (iniciales) de la senal de salida y[j + 1], y[j + 2], ..., y[j + M], entonces
la solucién es unica y, de forma tedrica, puede ser obtenida recurrentemente. Por ejemplo si u es
causal, entonces y es causal, entonces y[—1] = y[—2] = ... = y[-M] = 0 y queda determinado el
valor y[0]; conocido éste tiltimo se determina y[1], y asi sucesivamente.

1) La férmula (6.6) proporciona otra forma de resolucién directa del sistema que evita la recurrencia.
Para ello es necesario conocer la respuesta al impulso o, lo que es lo mismo, la funcién de transferencia
y su inversa Z. Abordamos a continuacién el estudio de esta cuestion.

Si tomamos T'Z en (6.7), de las propiedades de linealidad y desfase se deduce que las funciones Y,
U, transformadas respectivas de y y u, satisfacen

(1 +bz7 L+ sz_M) Y(z) = (ao +az V. 4 aNz_N)U(z)
y resulta que la funcién de transferencia del sistema es racional

Y(2)  ao+ arz 4+ . tanz VN _ M-N an +an_1z + ...+ a2z
U(z) 14biz7t+.. . +byzM bar +by—1z 4 ..+ 2M
Puesto que el sistema es causal, segin el teorema 6.12, la corona de convergencia de H es el exterior de

un disco centrado en zy = 0. Esto determina de forma univoca la transformada inversa Z de H y, por lo
tanto, la respuesta al impulso.

H(z) = (6.8)

Ejemplos 6.16.
1) Consideremos el sistema y = L(u) definido por
yln] —3y[n — 1] + 2y[n — 2] = uln] + u[n — 1], nez.
La funcién de transferencia del sistema es

H(z) = 14271 _ 24 22 _ z 4 22 3z 2z
JTI 3112227 23242 (2-1)(2-2) z2-2 z-1

cuyos polos se encuentran en z = 1y z =2, por lo que su corona de convergencia es {|z| > 2}.
De lo obtenido en el ejemplo 6.4.1v se deduce que la respuesta al impulso h es

h[n] =(3-2"— 2) €n].

El sistema no es estable pues la serie |h | = (3-2™ —2) no converge (véase también el

teorema 6.13). Las soluciones vienen dadas segin la formula (6.6):

(o] (o]

y = (h*u); es decir, yln] = Z hlj 23 29 —un—j], necZ.
j=—o0 7=0

Obviamente las sumas anteriores no tienen sentido para toda senal u; ahora bien, si se trabaja con

senales causales y sus desfases (con tiempo de encendido finito, i.e. verificando que u[n] = 0 para

n < N, con lo que u[n — j] = 0 para n — N < j), esas sumas resultan ser finitas

23 2 —Nun—j, new.
7=0

11) Si el sistema y = L(u) estd definido por
yln] —3y[n —1]+3y[n —2] —y[n — 3] = uln — 2|, nez,

su funcién de transferencia es
2
z z z
H(z) = - _
(2) 1-327143272—273 23-3224+32—-1 (z2—1)3"

con corona de convergencia {|z| > 1}; segiin el teorema 6.13 el sistema no es estable.



Ejercicios 63

Ejercicios

[e )

o _ con un numero finito

6.1 Determinar la corona de convergencia de la TZ de una sucesién {a,}
de términos no nulos.

6.2 En los siguientes casos, determinar la corona de convergencia de la T'Z de la sucesién {a, }22
1) ap=(2""4+3"")€ln] ) a, = (2" + 3") e[—n]
1) a, = cos(nm/9) €[n] + (2" + 3") €[—n] .

—00"

6.3 Calcular la T'Z de las sucesiones siguientes, indicando asimismo la corona de convergencia:
1) a, =2ne€n—2] 1) a, =2ne[—n—2] 1) a, = (—1)"€¢[—n]
V) a, = €[4 —n] V) a, = (n®+nd")eln).

6.4 Calcular la T'Z de las sucesiones siguientes, indicando asimismo la corona de convergencia:

1) a, = cos(NT/2) €[n] 11) a, = sen(nN7/2) €[n) 1) a, = e™e[n] 4+ 2"e"ve[—n] .

6.5 Se dice que N € Z es el tiempo de encendido (switch-on time) de la senal discreta u si u[n] = 0 para
n < N y u[N] # 0. Andlogamente, M es el tiempo de apagado (switch-off time) de la senal u si u[n] =0
para n > M y u[M] # 0.

Sean u, v dos senales discretas con tiempos de encendido finitos Ny, No, respectivamente, y tiempos
de apagado finitos M7, Ms, respectivamente. Calcular los tiempos de encendido y apagado del producto
de convolucién wu * v.

6.6 Una senal u se dice periddica si existe un niimero natural &k > 0 tal que
uln + k] = un] para todo n € Z.

Una senal causal u se dice periddica si existe un niimero natural & > 0 tal que
u[n + k] = un) para todon > 0.

1) Investigar qué sucesiones periddicas admiten 7' Z.

11) Determinar la T'Z de una sefial causal y periddica.

6.7 Sea F una funcién racional que no tiene polos en la corona {z € C: p1 < |z| < p2}. Probar que, si
{an}22 _ . es la transformada inversa Z de F en la citada corona, entonces

an = Z Res (2" 'F(2),a).
a es polo de z" "1 F(z)
la|<p1

6.8 Para una senal causal u su T'Z viene dada por
1
F(z)= ——.
(2) 42241

Probar que u es sumable y calcular w.

6.9 Para las siguientes funciones determinar la transformada inversa Z en las distintas coronas admisi-
bles. Indiquese también el caracter sumable de la senal, o si tiene un tiempo de encendido finito.

1 A+ -22+1 1
1) F(2)= ——3 1) F(z)= mu) F(z)= —-—
) F(2) z(z—2)2 ) Fz) 2242242 ) Fz) 2244
53
w) Fz)= —————.
SR EER T
6.10
1) Calcular la senal causal cuya T'Z es F(z) = QL .
2 +1

22

11) Utilizando la convolucién, calcular la senal causal cuya TZ es G(z) = (QTUQ .
z
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6.11 Determinar la transformada inversa Z de las siguientes funciones en la corona {0 < |z|}:

1 1 Ch(z) —1
1) F(2) = (—) 1) F(z) = (—) ) F(z) = —————.
) F(z) =sen p ) F(z) = cos . ) F(z) o
6.12 Para los siguientes LTI se pide calcular la respuesta al impulso y determinar cudles son causales
y cudles estables:

0 alnl = 5 2l n) gl = A=l ) yin) = 3% 2"l

6.13 Un LTI causal viene descrito por la ecuacién en diferencias
1
o] + 5l — 1] = uln]
1) Calcular la respuesta al impulso del sistema.

11) Calcular la respuesta a la entrada u[n] = 27 "€[n] .

11) ;Es estable el sistema?

6.14 Se considera el LTI dado por la ecuacién en diferencias
yln] —yln —2] = u[n —1].
1) Calcular la funcién de transferencia del sistema.

11) Calcular la respuesta a la entrada u[n] = cos(n¢)e[n] .

6.15 Un LTI causal viene descrito por la ecuacién en diferencias

y[n] — %y[n— 2] =uln] 4+ uln—1].

1) Calcular la respuesta al impulso del sistema.

11) (Es estable el sistema?

111) Calcular la respuesta del sistema a la senal escalén e.

)
)
)
1v) Calcular la respuesta a la entrada u[n] = €[n] + €[n — 2].

6.16 Utilicese la T'Z para determinar las soluciones generales de la ecuacidn de Fibonacci:

Tn42 = Tp41 + T, n>0.

Indicacion: Hagase uso de la férmula presentada en el ejemplo 6.4.v para expresar las soluciones en
términos de las condiciones iniciales xg y 1.

6.17 Resolver la ecuacion en diferencias
Ynto + Yng1 + 2yn = €™ n>0,
siendo yp =3,y =1.

6.18 Sea P(z) = 2P +ap_12P"' 4+ ...+ a1z + ap un polinomio con p raices distintas: r1,72,...,7,
(i.e., que factoriza de la forma P(z) = (z —r1)(z — r2) - - - (2 — 1p)). Probar que todas las soluciones de
la ecuacién recurrente

Yntp + Ap—1 Yntp—1+ .+ A1 Yny1 T aoyn =0, n=>0,

son de la forma y, = Cir{" + Cory" + ... + Cpr’, siendo C1, Cy, . .., €}, constantes complejas.

6.19 Resolver la ecuacion en diferencias

_ - 1
{ LTn+1 — Yn n>0,
Tn — Ynt+1 = -1
siendo zg =1, yp = 0.
6.20 Resolver la ecuacion en diferencias
{xn+1_yn+1_2xn = 2 n>0,
Tnl +Yny1 —2yn = O

siendo zg = yp = 1.
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