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TEMA 1 GENERALIDADES. NUMEROS REALES

§1 CONJUNTOS Y APLICACIONES.

Este primer epigrafe estd destinado a presentar los conceptos basicos de la Teoria de
Conjuntos, estableciendo la notacion y terminologia que seréan utilizadas posteriormente.

Partiremos del concepto de conjunto en su acepciéon intuitiva de coleccion de objetos,
sus elementos. Admitiremos la existencia de conjuntos y, en particular, la existencia de
un conjunto denominado conjunto vacio y denotado por (), caracterizado por carecer
de elementos.

Supondremos asimismo al lector familiarizado con la terminologia y los conceptos
bésicos tales como pertenencia, inclusion, union, interseccion, producto cartesiano, etc.,
y sus propiedades elementales.

Definicion 1.1.- Sea A un conjunto no vacio. Una relacion en A es un subcon-
junto R del producto cartesiano Ax A. Si a,b € A se dice que a estd relacionado con b
(por la relacién R) si el par (a,b) pertenece a R y se escribe aRb.

Definicion 1.2.- Una relaciéon en un conjunto A se dice de orden si verifica las
propiedades:
i) Propiedad Refleriva: aRa para cada a € A.
i1) Propiedad Antisimétrica: Si a,b € A, aRb y bRa entonces a = b.
ii1) Propiedad Transitiva: Si a,b,c € A, aRb y bRc entonces aRc.

La relacién de orden se dice total si dados cualesquiera a,b € A se tiene que o bien
aRb o bRa.

Definicion 1.3.- Se llama conjunto ordenado a todo conjunto no vacio dotado de
una relacion de orden.
Si la relacion de orden es total se dice que el conjunto esta totalmente ordenado.

Notacién: Para una relacion de orden es habitual escribir a < b o b > a en lugar
de aRb. Sia,b e Ay se tiene a < by a#bseescribea<bodb>a.

Definicién 1.4.- Sea A un conjunto ordenadoy B C A, B # . Se dice que f € A
es cota superior (resp. cota inferior) de B si b < 3 (resp. § < b) para cada b € B.
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2 CALCULO

Si B C A tiene una cota superior (resp. inferior) se dice que B estd acotado
superiormente (resp. acotado inferiormente). Si el conjunto B estd acotado superior e
inferiormente se dice acotado.

Definicion 1.5.- Supongamos que la relacién de orden en A es total. Se dice que
un subconjunto B acotado superiormente (resp. inferiormente) tiene extremo superior
o supremo (resp. extremo inferior o infimo) si existe una cota superior (resp. inferior)
B, el extremo superior (resp. inferior), que verifica la siguiente propiedad:

“Si v es otra cota superior (resp. inferior) se tiene:

B<y  (resp. y<B)".
Proposicion 1.6.- Los extremos superior e inferior de un subconjunto B de un
conjunto totalmente ordenado, si existen, son Uinicos.

Notacién: Los extremos superior e inferior de un conjunto no vacio B se denotan
respectivamente por:
supB o extB y infB o extB.
Si el extremo superior (resp. inferior) de un conjunto B pertenece al mismo, se
denomina mdzimo (resp. minimo) de By se denota por ‘max B’ (resp. ‘min B’).

1.7.- Aplicaciones entre conjuntos.

Definicion 1.8.- Sean A y B dos conjuntos no vacios. Una correspondencia de A
en B es un subconjunto C del producto cartesiano Ax B. Si el par (a,b), a € A, b€ B
pertenece a C se dice que b estd en correspondencia con a o que b es imagen de a por C.
Una correspondencia de A en B se dice que es aplicacion si ademas verifica la
siguiente propiedad:
“Para cada a € A existe un, y s6lo un, b € B tal que (a,b) € C”.

Habitualmente una aplicacion de A en B se representa por f: A — By se denota
por b = f(a) al inico b € B que es imagen de a.

Definicion 1.9.- Una aplicaciéon f: A — B se dice inyectiva si verifica la siguiente
propiedad:
“Sia,a’ € Ay f(a) = f(a’) entonces a =a’ 7.

Una aplicacion f: A — B se dice suprayectiva si verifica la siguiente propiedad:
“Si b € B existe al menos un a € A tal que b = f(a)”.

Una aplicacion f: A — B se dice biyectiva si es simultdneamente inyectiva y
suprayectiva.

Observacion 1.10.- Si f: A — B es una biyeccion entre A y B y C es la corres-
pondencia que la define, entonces la correspondencia C~! de B en A definida por:

(b,a) € C~1 si, y sélo si, (a,b) € C

es también una aplicacién que se denomina aplicacion inversa de f y se denota por
f—l. B —- A

Departamento de Analisis Matematico y Didactica de la Matematica.



I. GENERALIDADES. NUMEROS REALES 3

Definicion 1.11.- Sean A y B conjuntos no vacios y f: A — B una aplicacion.

Si S C Ael conjunto {f(a) e B:ae€ S} ={be B: existea € Sconb= f(a)}
se denota por f(S) y se denomina imagen directa por f del conjunto S. A la imagen
directa de A por f se le denomina rango de f.

SiT C B el conjunto {a € A : f(a) € T} se denota por f~(T) y se denomina
imagen reciproca por f del conjunto T

Definicion 1.12.- Sean A, B, C' conjuntos no vacios y f: A — B, g: B — C aplica-
ciones. Se define la aplicacién gof: A — C como sigue: “Sia € Ay b= f(a), c = g(b)
entonces go f(a) := ¢”. Esta aplicacién se denomina aplicacion compuesta de f con g.

1.13.- Indices.-

Sucede en ocasiones que todos los elementos de un conjunto X se asocian de forma
biunivoca con los de otro conjunto I, y para determinar un elemento = € X se hace
referencia al tnico elemento ¢ € I asociado con él; en este caso dicho elemento se
escribe ‘x;’, los elementos de I se denominan indices (el conjunto I se denomina, por
tanto, conjunto de indices), se dice que X estd indizado por I y se denota

X ={z;:iel} 0 X =A{x;bier -

Otra notacién similar a la anterior para elementos indizados es ‘x’’; para diferenciar
ambos casos es habitual referirse a subindices y superindices, respectivamente.

La nocién de indice no debe resultar extrana, pues la vida cotidiana esta repleta
de ellos, piénsese en la matricula de un vehiculo o en los niimeros del documento de
identidad, etc.

§2 NUMEROS NATURALES, ENTEROS Y RACIONALES

A partir de este apartado se presentardan los distintos conjuntos numéricos que se
utilizaran en lo que sigue.

Se llama conjunto de los numeros naturales, y se representa por N, al conjunto
{1,2,3,4,...}, dotado de la relacién de orden total habitual (1 < 2 < 3 < ...), y
de las operaciones suma y producto conocidas. Sus elementos se denominan nimeros
naturales.

Con respecto al orden, se tiene que:

(i) 1 es el primer elemento de N, en el sentido de que es menor que cualquier otro
natural.

(ii) Cada natural n tiene un sucesor, el natural n 4+ 1 (2 es el sucesor de 1, 3 el de 2,
etc.), caracterizado por ser mayor que n, y menor o igual que cualquier natural
mayor que n.

(iii) Si S es un subconjunto de N que verifica:

a)lesS,y b) n+ 1€ S para cadan € S,
entonces S = N.

UNIVERSIDAD DE VALLADOLID.



4 CALCULO

Esta udltima propiedad proporciona una herramienta muy 1til de razonamiento, el
llamado principio de induccion.

Las operaciones definidas en N no gozan de todas las propiedades que cabria esperar.
Por ejemplo, una ecuaciéon tan simple como = + 3 = 2 no tiene solucién en el conjunto
de los nimeros naturales; para subsanar esta deficiencia se amplia el conjunto N a un
conjunto mas grande (Z), con operaciones que restringidas a aquél coinciden con las ya
definidas.

Se denota por Z, y se denomina conjunto de los nimeros enteros, al conjunto
Z=40,1,-1,2,-2,3,-3,...};

sus elementos se denominan niumeros enteros.

En 7Z se definen las operaciones conocidas, suma “+4” y producto “”. El 0 es el
elemento neutro de la suma, y si p € Z, —p es el elemento simétrico u opuesto de p, es
decir, aquél cuya suma con p es el elemento neutro. Por otra parte, 1 es el elemento
neutro del producto (llamado elemento unidad), esto es, 1-p = p para todo p € Z. En
el conjunto de los niimeros enteros se considera la relacion de orden “<” habitual.

Los nimeros enteros carecen (excepto 1 y —1) de elemento inverso para el producto:
si p € Z es distinto de 1 y —1, no existe ¢ € Z tal que p - ¢ sea igual a 1 (el elemento
unidad). Vamos a ampliar este conjunto, manteniendo las operaciones y la relacién de
orden.

El conjunto de los Nimeros Racionales es el conjunto
Q={p/n:peZ neN}
cuyos elementos son los nimeros racionales.

(19X

En Q se tienen definidas las operaciones suma “+” y producto “-”, y la relacién de

orden <, todas ellas conocidas.

§3 LA RECTA REAL: ESTRUCTURA ALGEBRAICA, ORDEN,
PROPIEDADES.

Aunque las operaciones dadas en Q gozan de buenas propiedades, el conjunto re-
sulta ser “incompleto” en el sentido que ilustramos a continuacién con un ejemplo
clésico:

Proposicion 3.1.-
i) No existe ningiin ntimero racional r tal que r? = 2.

ii) El conjunto {s € Q : s> < 2} es un conjunto acotado superiormente que no tiene
extremo superior en Q.

El concepto de niimero real surge de la necesidad de salvar esta incompletitud.

Departamento de Analisis Matematico y Didactica de la Matematica.



I. GENERALIDADES. NUMEROS REALES 5

Definicién 3.2.- Se llama recta real, o conjunto de los numeros reales, a todo con-
9 Y
junto no vacio, R, provisto de dos operaciones, “+” y “-” denominadas suma y producto
respectivamente, y una relaciéon de orden “<”que cumplen los siguientes axiomas:

(R, +) es un grupo conmutativo, es decir:

S1: Para cualesquiera z,y, z € R se verifica (z +y) + 2z = + (y + z). (Propiedad
asociativa)

S2: Para cada z,y € R se verifica z +y = y + . (Propiedad conmutativa)

S3: Existe un elemento en R denotado por 0 tal que x + 0 = = para cada = € R.
(Existencia de elemento neutro)

S4: Para cada x € R existe un elemento —z € R tal que z + —z = 0. (Existencia
de elemento simétrico)

(R\ {0},) es un grupo conmutativo, es decir:

P1: Para cualesquiera z,y, z € R se verifica (z-y)- 2z = x- (y- 2).

P2: Para cada z,y € R se verifica z- y = y- x.

P3: Existe un elemento en R denotado por 1 tal que -1 = x para cada x € R.
(Existencia de elemento unidad)

P4: Para cada z € R, z # 0 existe un elemento 7! € R tal que z- 27! = 1.
(Existencia de elemento inverso)

El producto es distributivo respecto de la suma:
D: Para cualesquiera z,y, z € R se verifica z- (y + 2) = (z-y) + (z- 2).

La relacién de orden es total (O1) y compatible con la estructura algebraica (O2-
03):

O1: Six,y € Rentonces x <yoy <.

02: Siz,y,z€e Ryxz <yentoncesz+ 2 <y+ z.

03: Siz,y,ze R, 2 <yy0<zentonces -z <y-z.

Axioma de Completitud
C: Todo subconjunto no vacio de R y acotado superiormente tiene extremo supe-
rior.

Las nueve primeras propiedades (S1-S4, P1-P4 y D) se resumen diciendo que
(R, +,-) es un cuerpo conmutativo.

Observacion 3.3.- (Q, +, -) también tiene estructura de cuerpo conmutativo, y la
relacion de orden en él definida es total y compatible con la estructura algebraica. Sin
embargo, y como ya se ha mencionado, en este caso no se verifica el axioma de completi

tud C.

Observacion 3.4.- La propiedad de completitud es la clave para la construccion de
las funciones elementales, cuya existencia se admite habitualmente de forma puramente
intuitiva.

UNIVERSIDAD DE VALLADOLID.



6 CALCULO

Definicién 3.5.- Los elementos de R se denominan niumeros reales. Un ntmero
real x se dice positivo si x > 0 y se dice negativo si z < 0.

Propiedades 3.6.-

En lo que sigue w, x,y, z seran nimeros reales. Las siguientes propiedades se de-
ducen de los trece axiomas.

3.6.1.- Si x + z = y + z entonces x = y (Ley de cancelacion de la suma).
3.6.2.- Siz-z=y-zy z+# 0 entonces x =y (Ley de cancelacion del producto).
3.6.3.- z-0=0.

3.6.4.- —(—z)=u.

3.6.5.- Si x # 0 entonces (z71)71 = x.

3.6.6.- (—1)-x = —x.

3.6.7-z- (—y) = —(z-y) = (—x)- .

3.6.8.- (—x) + (—y) = —(x +y) para cada z,y € R.

3.6.9.- (—z) - (—y) =z y.

3.6.10.- Si z # 0 y w # 0 entonces z + Y- LW
z W Z-w

3.6.11.- Siz <y ey < zentonces x < z.

3.6.12.- Si z <y ey < z entonces x < z.

3.6.13.- Si x + 2z < y + 2z entonces x < y.

3.6.14.- Si z < y entonces z + 2z <y + 2.

3.6.15.- Siz <yyz<wentonces r + z < y + w.
3.6.16.- Siz <yyz<wentonces r + z < y + w.
3.6.17.- x > 0 si, y sélo si, —x < 0.

3.6.18.- Si xz < y entonces —x > —y.

3.6.19.- Siz <yyz>0entonces -z < y- 2.
3.6.20.- Siz <yy 2z <0 entonces z-z > y- 2.
3.6.21.- Si x # 0 entonces 22 = - > 0.
3.6.22.-1>0y -1 <0.

3.6.23.- Si z > 0 entonces 1/, > 0.

3.6.24.- Si 0 < x <y entonces 0 < 1/, < 1/5.

3.6.25.- Axioma de Completitud:
C’: Todo subconjunto de la recta real no vacio y acotado inferiormente tiene ex-
tremo inferior.

Departamento de Analisis Matematico y Didactica de la Matematica.



I. GENERALIDADES. NUMEROS REALES 7

que

Observacion 3.7.- Podemos considerar (Q como un subconjunto de R, de modo

NCcZcQcR.

Propiedad Arquimediana 3.8.-
Sean x,y € R, con x > 0, existe entonces un ntmero natural n tal que nx > y.
En particular (témese y = 1), para cada € > 0 existe un ntmero natural n tal que

1
0< —<e.
n

Parte Entera de un niimero real 3.9.-
Si x € R existe un tinico m € Z, que verifica

m<z<m+1.

Dicho ntimero entero se denomina parte entera de x y se denota [x].

Propiedad de Densidad de Q en R 3.10.-
Sean x,y € R, x < y. Existe entonces un niimero racional r tal que

r<r<y.

Por tanto, entre dos niimeros reales distintos existen infinitos ntimeros racionales.

3.11.- Numeros Irracionales:

Existen niimeros reales que no son racionales, es decir, R es realmente una extension

no trivial de QQ; por ejemplo:

Proposicién 3.11.1.- El conjunto {z € R:2? <2} estd acotado superiormente

y su extremo superior no es un numero racional.

Definicién 3.11.2.- El conjunto R\ Q (que es no vacio en virtud del resultado

precedente) se denomina conjunto de los nimeros irracionales 'y se denota por 1.

Densidad de los nimeros irracionales 3.11.3.-
Sean z,y € R, x < y. Existe entonces un nimero irracional v tal que

r<<v<y.

Por tanto, entre dos ntimeros reales distintos existen infinitos niimeros irracionales.

Si, como es habitual, se representan graficamente los niimeros enteros dispuestos en

una linea, manteniendo su orden de forma creciente de izquierda a derecha, y de manera
que dos cualesquiera que sean consecutivos mantengan una distancia fija, los ntimeros
racionales (no enteros) ocupan en dicha linea lugares intermedios, pero no la llenan; los
“poros” que quedan (fruto de la incompletitud de Q) corresponden precisamente a los
lugares que ocupan los niimeros irracionales. Esta idea es la que justifica el nombre de
recta real y que sus elementos se denominen también puntos.

UNIVERSIDAD DE VALLADOLID.



8 CALCULO

1 1 1 1 v
t 1 t 1 ¥

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
La figura pretende ilustrar el comentario anterior. Ademas se ha representado el nimero
irracional /2 que, segun el famoso teorema de Pitagoras, es la longitud de la hipotenusa
de un tridngulo rectdngulo cuyos dos catetos tienen longitud 1; el traslado de esta
hipotenusa a la ‘recta real’ se representa con el arco de circunferencia. El nimero \/5
es constructible con regla y compés, y lo mismo sucede con los niimeros racionales en

virtud del no menos conocido teorema de Tales sobre semejanza de tridngulos.
Observacion 3.11.4.- El resultado anterior, junto con la propiedad de densidad de
los racionales en R, muestra que en cualquier intervalo de la recta real existen infinitos

nimeros racionales, e infinitos niimeros irracionales.

Definicién 3.12.- (Valor absoluto de un nimero real)

Si z € R se define el valor absoluto de = y se denota por |z| al nimero real
T six > 0;

o] = max{z, —a} = { —x sixz <O0.

Propiedades 3.13.- Sean x,y,c € R, € > 0. Se verifica que:
i) |z| > 0. Ademas |z| = 0 si, y sélo si, x = 0.
i) —|z| <z < x|
iii) |z-y| = [a]- [y.
iv) Siz # 0 entonces ’1/33’ = 1|z
v) |z +y| < |z| + |y| (Desigualdad triangular).
vi) [fa] — lyl] < Iz .
vii) |z| <e si, ysblosi, —e <z <e.
viii) [z —y| <e si,ysélosi,z —e<y<x+e.

Mediante el valor absoluto es posible dar una nueva caracterizacion de los conjuntos

acotados, que admite generalizacion a los espacios euclideos.

Proposicion 3.14.- Sea A un subconjunto de R. A es acotado si, y sélo si, existe
M >0 tal que |z| < M para cada = € A.

Departamento de Analisis Matematico y Didactica de la Matematica.



I. GENERALIDADES. NUMEROS REALES 9

Definicién 3.15.- (Intervalos de la recta)
Se dice que un subconjunto I de R es un wntervalo si verifica la siguiente propiedad:

“Siz,y € l,con x <y, entonces para cada z € R tal que = < z <y se tiene

que z€l”.

En otras palabras, un intervalo I se caracteriza por contener a todos los puntos

intermedios entre dos cualesquiera de sus elementos.

Observaciones 3.16.- Sean a,b € R con a < b. Se llama intervalo de extremos a

y b a cualquiera de los conjuntos siguientes:

={ceR:a < c<b} (Intervalo abierto).

) (
) ={ceR:a<c<b} (Intervalo semiabierto por la derecha).
c€R:a < c<b} (Intervalo semiabierto por la izquierda).
(

ce€R:a<c<b} (Intervalo cerrado).

Cada intervalo de extremos a y b es un conjunto acotado, y a y b son los extremos

inferior y superior, respectivamente, de dicho conjunto.

Obsérvese que los conjuntos unipuntuales {z} son intervalos reducidos a un punto.

También son intervalos los conjuntos no acotados de la forma
{reR:z>a}, {ze€R:z2>a}, {ze€R:z<a}, {zeR:z<a},
para algin a € R, que se denotan, respectivamente,
(ao0), [a,0), (~o,a), (—oo,dl,

asi como la recta real, representada por (—o0,o0); todos ellos se denominan de forma
genérica intervalos no acotados. El simbolo ‘oo’ se lee infinito. Nos volveremos a

encontrar con este simbolo en numerosas ocasiones que aclararan mas su significado.

Notacién 3.17.- Es comtn el uso de la siguiente notacion abreviada:

e Supongamos que en un conjunto A se tiene definida una operaciéon suma + con la
propiedad conmutativa, es decir, tal que para todos a, b € A se tiene que a+b = b+a.
Sea {a; : i € I} un conjunto o familia finita de elementos de A, su suma se
representa por ‘> a;’, y se lee ‘suma o sumatorio de a; cuando ¢ € I’. Es

icl
habitual que el conjunto de indices sea J, = {1,2,...,n}, en cuyo caso la suma
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de los elementos aq,as,...,a, se escribe también

n
E a; o ar+ag + ...+ ay.
i=1

También puede suceder que los elementos a sumar sean los que verifiquen una cierta

ro iedad 7: €11 CuyO CasO Su summa se re resenta por ¢ a ,.
prop ) p p
a verifica P

e Sien un conjunto A se dispone de un producto conmutativo ‘x’,y {a;:i € I} es

una familia finita de elementos de A, su producto se representa por * [] a;’. Si el

el
conjunto de indices es J, el producto de los elementos aq,as,...,a, se escribe
también
n
Hai (¢] a; Xag X...Xap (¢} aas - Qp .
i=1
Como en el caso de sumas, la expresiéon * [] a’ denota el producto de los

. . a verifica P
elementos que verifican la propiedad P .

Factoriales. Ntimeros combinatorios 3.18.-

¢ Y

Para un nuimero entero no negativo n se define su factorial, denotado por ‘n!

mediante la férmula recurrente
ol'=1; nl=n(n-1), neN,

o lo que es lo mismo,

ol=1; n!:Hk, n € N.
k=1

Si £ y n son numeros enteros, con n > 0y 0 < k < n, se define el ntimero

combinatorio denominado n sobre k y denotado “(})’ o ‘CF’ como

()= —mm

En realidad los niimeros combinatorios son niimeros naturales y verifican

(=) osken v (E) () asren

Departamento de Analisis Matematico y Didactica de la Matematica.
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propiedades que se suelen representar en el llamado tridngulo de Pascal o de Tartaglia

n=0 — 1

n=1 — 1 1

n=2 — 1 2 1

n=3 — 1 3 3 1

n=4 — 1 4 6 4 1
n=5 — 1 5 10 10 5 1
n=6 — 1 6 15 20 15 6 1

en el que cada fila recoge los valores (Z) al variar k£ desde 0 a n. Cada numero,
exceptuando los que ocupan las posiciones extremas de cada fila, es la suma de los dos

que figuran encima de él.
§4 EJERCICIOS.

1.- Para las siguientes funciones definidas de R en R:

1.1.- f(z) = 22, 1.2.- f(z) =1+ 3,

1.3.- f(z) =e€*, 1.4.- f(x) =sen(x),
estudiar si son inyectivas o suprayectivas, determinando sus rangos. En caso de no
inyectividad, determinar dominios adecuados, lo mayor posibles, en los que si sean

inyectivas.

2.- Probar que si v/n ¢ N entonces /n ¢ Q (es decir, la raiz cuadrada de un natural

que no es cuadrado perfecto es un nimero irracional).

3.- Sea a un numero racional no nulo y # un ntimero irracional. Probar que a + x
y a - x son irracionales.
Dar un ejemplo de dos niimeros irracionales tales que su suma y su producto sean

racionales.

4.- Sean x e y numeros racionales positivos tales que el nimero +/x 4 /y es

racional. Probar que también son racionales los nimeros /x y /y.

5.- Averiguar si son racionales los siguientes niimeros:

5.1.- tan(5°). 5.2.- cos(10°). 5.3.- V2+3+ 5.

6.- Determinar si los siguientes subconjuntos de R estan acotados superior o infe-

riormente, y en caso afirmativo calcular los correspondientes extremos.
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6.1- A={zeR:|jz—1|+]2—2| <3+ z}.

6.2.- B = {x eR: /(@-3)(2-2) <VizZt 12z + 11}.
6.3.- D=Qn(0,V5). 6.4.- E:{(—l)”(l—%):neN}.

6.5.- F={zecR:z(z—-1)(z—2)(z—3) <0}

7.- Escribir los siguientes conjuntos como unién de intervalos:

{zeR :1>3y/|z| -z} 7.2.- {z€R: [z 42|+ |z —2[ <12}
{zeR: |z(z—1)| <1/} 74.- {z€R: |[z+1| < |z|}.

8.- Probar que si a y b son niimeros reales entonces

a+b+|a—b a+b—|a—b

max{a,b} = ) y min{a,b} = )

9.- Calcular las siguientes sumas:

100 1
9.2.- —_.

Z\/l<:+ +vVE ;k(kJrl)

35 1 22 112
9.3.- . 9.4.- ( & —) , z€R, z>0.

l;k(k+1)(k+2) ,; T E) o TERT
10.- Resolver las siguientes ecuaciones:
10.1.- |[z+ 1| —3| =0. 10.2.- V1—22=1—|z|.
10.3.- |2? — 4|z — 12| = 0. 10.4.- |z —1]|z — 2| = 3.

1-—2
10.5.- |z| =22 + 2 — 2. 10.6.- — = 1.
3— |z —1|
11.- Probar las siguientes desigualdades:
sen(x) 1
11.1.- ParacadaxERcon\x]>2‘ ‘gg
11.2.- Para cada z € R, —— < *
.2.- Para cada
r x 7257
1 0
11.3.- Para cada 0 € R, ‘ + sen(6) ’ <A4.
1 + sen(6) cos(0)
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§5 SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS.

1.1.- f(x) = 22 es inyectiva en (—o0,0] y en [0, 0); su rango es [0, 00).

1.2.- f(z) = 1+ 22 es inyectiva en R; su rango es R.

1.3.- f(z) = e” es inyectiva en R; su rango es (0, 00).

1.4.- f(x) = sen(x) es inyectiva en [7/2 + kr,7/2 4+ (k + 1)7|; su rango es [—1, 1].

2.- Razonar por reduccién al absurdo.

3.- Para la primera parte, razonar por reduccién al absurdo. Ejemplo: /2, —v/2.

4.- A partir de la igualdad z —y = (v + /¥) (v — \/y), deducir que /z — /y es

racional y concluir.

5.1.- Relacionar tg(5°) con tg(30°) = E mediante férmulas trigonométricas, y
observar que si el primero fuera racional, lo seria el segundo, lo que es absurdo.

5.2.- Similar, ahora con cos(10°) y cos(30°).

5.3-SivV2+V3+Vb=zx¢€ Q, tras eliminar raices se llega a una contradiccién

(utilizar el problema 5).

6.1.- infA=0,supA=6. 6.2.-inf B=2 supB =3.
6.3.- inf D=0, supD =+/5. 6.4.- infE=—1,supF = 1.
6.5.- inf F =0, sup F' = 3.

1 1—-vV3 1++V3 1
d- (—— . T4 (—00, —2).
7 ( 13’ 5 g ). 7 (=00, —2)

00). 7.2.- [-6,6]. 7.3.- ( 5
8.- Es sencillo si se distinguen los casos a > by a < b.

9.1.- 9. 9.2.- 100/101. 9.3.- 665/2664.
246 _ 44

9.4.- Si x # 1, la suma es 43 + 2—1; six =1, es 88.
x R—
10.1.- 2,—4. 10.2.- 0,1,—1. 10.3.- 6,—6.

13 3—-V1
3+ﬁ,3 \/_3. 10.5.- v/2,—1—+/3. 10.6.- —1/3.

10.4.-
2 2

11.1.- Si |z| > 2, entonces |z? — 1| >4 —1=3.
11.2.- 2z < 1+ 2% si, y sélosi 22 +1 -2z = (x — 1) > 0.
11.3.- |1 +sen(f) cos(f)| = |1 4+ sen(20)/2] > 1 — | sen(26)|/2.
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APENDICE AL
TEMA 1 FUNCIONES ELEMENTALES

En este apéndice se presenta un compendio de las propiedades mas relevantes de las
denominadas funciones elementales (del Andlisis Matemdtico). Aunque se hablara de
ello mas adelante, se mencionan también las propiedades de continuidad y derivabilidad

de dichas funciones, puesto que se supone al alumno conocedor de estos conceptos.

FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS.
§1 Funcion Exponencial de base e.

Definicién 1.1.- Para cada = € R se define la exponencial de x como el nimero

e’ = lim <1+§> ,
n

n—oo

que también se denota por “exp(z)”.

Propiedades 1.2.-

1.2.1.- exp(x +y) = exp(z) exp(y) para todos z,y € R.
1.2.2.- exp(0) =1, exp(l) =€ y exp(x) >0 para cada x € R.
1.2.3.- exp(—z) = exp(z) " = l/exp(z) paracadaz € R.
1.2.4.- 1+ 2 <exp(xr) <14z exp(r) paracada z € R.
1.2.5.- exp(z)>1 si >0; 0<exp(zr) <1l si z<0.

Proposicion 1.3.- La funcion exp : R — R es estrictamente creciente, es decir, si

x > y entonces exp(x) > exp(y).

Proposicion 1.4.- La funcién exp es continua en todo R.

14
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Proposiciéon 1.5.- exp es una biyeccién de R en el intervalo (0, 00), en particular
lim exp(z) =0 y lim exp(z) = 00.
T— —00 T—0
Proposiciéon 1.6.- La funcién exp es de clase C* en R, y

exp’(r) = exp(xr) para cadaz € R.

§2 Funcion Logaritmo Natural.

Definicién 2.1.- La funcién inversa de exp : R — (0,00) (ver 1.5) se denomina

logaritmo natural o neperiano y se denota por “log” o “In”.

Propiedades 2.2.-
2.2.1.- log
2.2.2.- log(1l) =0, log(e) =1 y log(x) >0 para cada x > 1.
2.2.3.- log
2.2.4.- log(zx)<0si0<z <1

2.2.5.- 1 -1/, <log(r) <z —1 paracada x > 0.

Proposicién 2.3.- La funcién log : (0,00) — R es estrictamente creciente, es decir,

si x > y entonces log(z) > log(y).

Proposicién 2.4.- La funcién log es continua en (0, co).

Proposicién 2.5.- log es una biyecciéon del intervalo (0,00) en R, en particular

limJr log(z) = —oc0 y lim log(z) = 0.
x—0 T—00

Proposicién 2.6.- La funcién log es de clase C* en (0,00), y

1
log’(x) = — paracada x> 0.
x
§3 Funcion Exponencial de base arbitraria.

Definiciéon 3.1.- Sea a un ntmero real con a > 0y a # 1. Para cada z € R se

W T

define la exponencial de base a de x, y se denota por “a®”, como el niimero real

a” = exp (z log(a)) .
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Propiedades 3.2.-

3.2.1.- a*"¥ =a%a¥Y para todos z,y € R.

3.2.2.- " =1y a® >0 paracada z € R.

3.2.3.- a % =1/4z para cada z € R.

3.24.- Sia>1,a">1parax >0y 0<a®” <1 paraz <O0.

3.2.5.- Si0<a<1l,0<a”*<lparaz >0y a®>1parazx <O0.

Proposicion 3.3.- Si a > 1, la funcién a” : R — R es estrictamente creciente, es
decir, si x > y entonces a® > a¥.
Si0<a<1,lafuncién a® : R — R es estrictamente decreciente, es decir, si x > y

entonces a” < a¥.
Proposicion 3.4.- La funcién a® es continua en todo R.

Proposicién 3.5.- a® es una biyeccién de R en el intervalo (0, 00), en particular:

Sia>1, lim a* =0 y lim a® = 0.
r—— 00 r— 00

Si0<a<l, lim a” = o0 y lim a®* =0.
rT——00 xr— 00

Proposicion 3.6.- La funcion a® es de clase C*° en R; ademas,

(a”) = log(a)a® .
§4 Funcion Logaritmo de base arbitraria.

Definicion 4.1.- Si a es un nimero real con a > 0, a # 1, la funcién inversa de

a” : R — (0,00) (ver 3.5) se denomina logaritmo en base a y se denota por “log,”.

Propiedades 4.2.-

4.2.1.- log,(zy) =log,(z) +log,(y) para todos z,y > 0.

4.2.2.- log,(1) =0 y log,(a) = 1.

4.2.3.- log,(1/;) = —log,(z) para cada z > 0.

4.2.4.- Sia>1,log,(x) >0 paracadax >1 y log,(z) <0 para 0 <z < 1.

4.2.5.- Si0<a<1,log,(r) <0 paracadaz >1 y log,(z) > 0 para0 <z < 1.
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4.2.6.- Sia,b>0,a+#1,b+# 1, entonces
log, () = log(a) log,(x) para cada z > 0.

En particular,
_ log(z) In(x)
~ log(a) In(a)

log, () para cada x > 0.

Proposicién 4.3.- Si a > 1, la funcién log, : (0,00) — R es estrictamente cre-

ciente, es decir, si x > y entonces log,(x) > log,(y).

Si0 < a <1, lafuncién log, : (0,00) — R es estrictamente decreciente, es decir, si

x > y entonces log, (z) < log, (y).
Proposicién 4.4.- La funcién log, es continua en (0, 00).

Proposicién 4.5.- log, es una biyeccién del intervalo (0,00) en R, en particular:

Sia>1, lim+ log,(z) = —c0 y lim log,(z) = c0.
x—0 T—00

Sio<a<l, lim+ log, () = oo y lim log,(z) = —cc.
x—0 xT— 00

Proposicién 4.6.- La funcién log, es de clase C* en (0, c0); ademas,

(o8, () = s

para cada x > 0.

K| =

§5 Funcion Potencial.

Definicién 5.1.- Dado un ntimero real a, para cada x > 0 se define la potencia de
base x y exponente a por
z* = exp (a log(z)) .
Propiedades 5.2.-
5.2.1.- (zy)® =2x%y* para todos z,y > 0.

5.2.2.- (29)" =29° y 2%z = 297 para cada z > 0 y todos a,b € R.

5.2.3.- Sia € N, entonces z% = zr para cada x > 0.

1
5.2.4.- Sia€Z,a <0, entonces x* = ——— para cada = > 0.

|a| veces
'xx DRI

Proposicién 5.3.- Si a > 0, la funcién xz® : (0,00) — R es estrictamente creciente,

es decir, si > y entonces ¢ > y°.
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Sia <0, la funcién 2% : (0,00) — R es estrictamente decreciente, es decir, si x > y

entonces ¢ < y°.
Proposicién 5.4.- La funcién z* es continua en (0, c0).

Proposicién 5.5.- Si a # 0, % es una biyeccién de (0, 00) en (0, 00), en particular:

Sia>0, lim z¢ =0 y lim z% = o0.
z—0 T—00

Sia<0, lim 2% = oo y lim z¢=0.
z—0 —00

Proposicién 5.6.- La funcién z? es de clase C* en (0, 00), ademés

(%) =ax®"t.

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS.
§6 Funciones seno y coseno.

Definiciéon 6.1.- Si x € R, se suponen definidos mediante las consideraciones
geométricas habituales los valores
cos(z) y sen(x),

denominados respectivamente coseno y seno de x.

Proposicién 6.2.- Si z € R se verifica:

i) sen(x) = —sen(—x).

ii) cos(x) = cos(—z).
iii) cos?(z) + sen?(z) = 1.
iv) Jcos(z)| <1 y |sen(z)| < 1.
Propiedades 6.3.- Para todos x,y € R se verifica:
6.3.1.- sen(x + y) = sen(x) cos(y) + cos(z) sen(y).
6.3.2.- cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sen(x) sen(y).
6.3.3.- sen(2x) = 2 sen(x) cos(x).

6.3.4.- cos(2z) = cos?(x) — sen?(z).
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6.3.5.- sen®(zr) = 1_%5(2@.

6.3.6.- cos®(z) = H+S(2x).

6.3.7.- sen(x)sen(y) = cos(z — y) ; cos(z +y)
6.3.8.- cos(z)cos(y) = cos(z — y) —; cos(z +y) .
6.3.9.- sen(x)cos(y) = sen(w +y) —g sen(r — y) :
6.3.10.- sen(x) +sen(y) = 2 sen (x —5 y) cos (a: ; y)
6.3.11.- sen(x) —sen(y) = 2 cos (a: —5 y) sen (m ; y)
6.3.12.- cos(x) + cos(y) = 2 cos <ac ; y> coS (m ; y)

6.3.13.- cos(z) — cos(y) = —2 sen (x * y) sen (m = y)
Proposicion 6.4.- Las funciones sen: R — R y cos: R — R son continuas.

Proposiciéon 6.5.- Las funciones sen: R — R y cos: R — R son de clase C*

en todo R; ademas,

sen’(z) = cos(x) y cos’(x) = —sen(x) para cada x € R.

Proposiciéon 6.6.- sen : R — R y cos : R — R son funciones peridédicas, de

periodo 2.

Propiedades 6.7.-

6.7.1.- cos(0) =1 y sen(0) =0.

6.7.2.- cos (7T/2) =0 y sen (7T/2) = 1.

6.7.3.- cos(m) =—1 y sen(w) =0.

6.7.4.- sen(x +m) = —sen(z) y cos(z+ m) = —cos(z) para todo z € R.
6.7.5.- sen (T/g — x) = cos(x) y cos(T/9 —z) =sen(z) para todo z € R.
6.7.6.- sen(x) =0 si, y sélo si, x = k7 para algin k € Z.

6.7.7.- cos(z) =0 si, y solo si, x = T/9 + k7 para algun k € Z.
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67 Funciones inversas de seno y coseno.

Proposicién 7.1.- sen : [— T/9,T/9] — [—1,1] es una biyeccién creciente. La

funcién inversa se denomina arco-seno y se denota por “arcsen”.

Proposicién 7.2.- arcsen : (—1,1) — (—7/9,7T/) es de clase C*°. Su derivada es
1
arcsen’(r) = —— paracadaz € (—1,1).
Proposicién 7.3.- cos: [0, 7] — [—1,1] es una biyeccién decreciente. La funcién

inversa se denomina arco-coseno y se denota por “arccos”.

Proposicién 7.4.- arccos: (—1,1) — (0,7) es de clase C*. Su derivada es
-1
arccos’ (r) = ——= paracadax € (—1,1).

V1—22

§8 Funciones secante, tangente, cosecante y cotangente.

Definicién 8.1.- Parax € R, x # kw + 7/9 (k € Z), se definen

1 sen(zx)

SeC(x)ZCOS(m) y  te(z) =

cos(x)’

que reciben el nombre de secante y tangente de x, respectivamente.

Paraz € R, z # kn (k € Z), se definen

1 cos(z)

cosec(r) = sen(a) y cotg(z) =

sen(x)’

denominadas cosecante y cotangente de x, respectivamente.
Proposicién 8.2.- Siz € R, x # knw + /o (k € Z), se verifica que:
i) 1+ tg?(z) = sec?(x).
ii) sec(z) =sec(—z), tg(r) = —tg(—x).
SizeR,x#kn (k€Z), se verifica que:
iii) 1+ cotg?(z) = cosec?(x).
iv) cosec(z) = — cosec(—z), cotg(z) = — cotg(—x).

Propiedades 8.3.- Las siguientes igualdades se verifican para todos los valores de

x,y € R para los que tengan sentido:
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8.3.2.- tg(2z) = 2 87)

8.3.1- ta(z +y) = 2@+ el et

1 —tg(z) tg(y)

8.3.3.- tg(z +m) =tg(x), tg(r —x) = —tg(x), tg(7/2 —z) = cotg(z).

Proposicion 8.4.- Las funciones sec, tg, cosec y cotg son continuas en sus respec-

tivos dominios de definicién.

Proposicién 8.5.- Las funciones sec, tg : R\ {k7m+ 7/9 : k € Z} — R son de

clase C* (en su dominio). Sus derivadas son, respectivamente,

/ _ sen(z) ) = 1 _ )2
sec (.I') - COS(ZL‘)Q y tg( ) COS($)2 1+tg( ) :

Proposicién 8.6.- Las funciones cosec, cotg : R\ {k7 : k € Z} — R son de clase

C®° (en su dominio). Sus derivadas son, respectivamente,

cos(x -1
(z) y cotg'(x) = sen(@)? —1 — cotg(x)?.

’ _
cosec’ () sen(2)?

Proposicion 8.7.- sec y cosec son funciones periddicas de periodo 27; tg y

cotg son funciones periddicas de periodo 7.

Proposicién 8.8.- tg: (— 7/2,7/9) — R es una biyeccién creciente. Su funcién

inversa se denomina arco-tangente y se denota por “arctg”.

Proposicién 8.9.- arctg: R — (— /9, 7T/2) es de clase C*°. Su derivada es

1
arctg’ (z) = T2 bara cada xz € R.

Proposiciéon 8.10.- cotg : (0,7) — R es una biyeccién decreciente. Su funcién

inversa se denomina arco-cotangente y se denota por “arccotg”.

Proposicién 8.11.- arccotg: R — (0,7) es de clase C*°. Su derivada es

1+ 22

arccotg’ (x) = para cada z € R.
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FUNCIONES HIPERBOLICAS.

§9 Funciones seno y coseno hiperbdlicos.

Definicién 9.1.- Si z € R se definen
Ch(a) = )+ o)
Shir) = ) —exp(r)

denominadas coseno hiperbolico y seno hiperbolico de x, respectivamente.

Propiedades 9.2.-

9.2.1.- Ch(0)=1 y Sh(0) = 0.

9.2.2.- Ch(z) > 1 para cada x € R.

9.2.3.- Sh(z) >0 siz>0 y Sh(z) <0 siz<0.
9.2.4.- Sh(z) = —Sh(—x) para cada z € R.

9.2.5.- Ch(x) = Ch(—=z) para cada = € R.

9.2.6.- Ch?*(x) — Sh?(z) =1 para cada z € R.

Propiedades 9.3.- Para todos x,y € R se verifica:
9.3.1.- Sh(z + y) = Sh(z) Ch(y) 4+ Ch(z) Sh(y).
9.3.2.- Ch(z + y) = Ch(z) Ch(y) + Sh(x) Sh(y).
9.3.3.- Sh(2x) =2 Sh(z) Ch(z).

9.3.4.- Ch(2z) = Ch?*(x) + Sh*(x).

9.3.5.- Sh%(z) = %
9.3.6.- Ch2(z) = %

Proposiciéon 9.4.- Las funciones Sh: R — R y Ch:R — R son continuas.

Proposicion 9.5.- Las funciones Sh: R —-R y Ch:R — R son de clase C* en

todo R, ademas

Sh'(z) = Ch(x) y Ch'(x) = Sh(x) para cada z € R.
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§10 Funciones inversas del seno y coseno hiperbdlicos.

Proposiciéon 10.1.- Sh: R — R es una biyeccién creciente. La funcién inversa se

denomina argumento del seno hiperbdlico y se denota por “ArgSh”.

Proposiciéon 10.2.- ArgSh: R — R es de clase C*°. Su derivada es
1
ArgSh’(r) = ——= paracadax € R.
1+ 22
Proposicién 10.3.- Ch: [0,00) — [1,00) es una biyeccién decreciente. La funcién

inversa se denomina argumento del coseno hiperbolico y se denota por “ArgCh”.

Proposicién 10.4.- ArgCh: (1,00) — (0,00) es de clase C*°. Su derivada es
1
ArgCh/(z) = W

para cada z € (1,00).
22 _

§11 Funciones tangente y cotangente hiperbdlicas.

Definiciéon 11.1.- Para cada x € R se define la tangente hiperbdlica de x por
_ Sh(z)  exp(z) — exp(—x)

Ch(z) exp(z)+exp(—z)
Para x € R, x # 0, se define la cotangente hiperbdlica de x por

_ Ch(z)  exp(z)+ exp(—x)
Cotgh(x) = Sh(z)  exp(z) —exp(—2z)

Tgh(x)

Proposicion 11.2.- Tgh: R — R es una funcién continua.

Proposiciéon 11.3.- Tgh: R — R es de clase C*. Su derivada es

Tgh'(z) = 1 — Tgh(x)? =

Ch()? para cada x € R.
x

Proposicién 11.4.- Cotgh: R\ {0} — R es una funcién continua.

Proposicién 11.5.- Cotgh: R\ {0} — R es de clase C*°. Su derivada es

Cotgh’(z) = 1 — Cotgh? = para cada z € R\ {0} .

Sh(z)2

Proposicién 11.6.- Tgh : R — (—1,1) es una biyeccién creciente. Su funcién

inversa se denomina argumento de la tangente hiperbdlica y se denota por “ArgTgh”.
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Proposicién 11.7.- ArgTgh : (—1,1) — R es de clase C*. Su derivada es
ArgTgh'(r) = L5 para cada = € (—1,1).

1—x2

Exponencial: “exp(z)” 6 “eT”

Logaritmo Natural: “log(z)” 6 “Iln(x)”
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Exponenciales de base a >0: “aZ%?”

a>1 O<axl1

Logaritmos de base a >0: “log,(x)”

a>1 0<ax<l1
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Funciones Potenciales: “x@”

a<0 a>0

Seno: “sen(x)”

Coseno: “cos(x)”
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Arco seno:

“arcsen(x)” Arco coseno:

Tangente: “tg(x)”

“arccos(x)”
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Seno Hiperbdlico: “Sh(x)”

Coseno Hiperbdlico: “Ch(x)”
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Argumento del Seno Hiperbdlico: “ArgSh(x)”

Tangente Hiperbdlica

(13 Tgh(m) kX
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FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL.
TEMA 2 LIMITES Y CONTINUIDAD

El desarrollo de la Ciencia (y por tanto de la Matematica) en los siglos XVII y
XVIII esta regido por el principio filoséfico de que la naturaleza es “regular”, es decir,
objetos proximos tienen propiedades parecidas. Sin embargo, esta nociéon de continuidad
no fue establecida de modo riguroso hasta bastante mas tarde.

Los conceptos y propiedades que tratamos desde este momento, y en particular
las nociones de entorno y de limite, van dirigidos a precisar como se debe entender la
“proximidad” a que antes hemos hecho referencia, y son la base del Cdlculo Infinitesimal.

La clave se encuentra en que el valor absoluto dado en la recta real permite definir
una “distancia” entre los puntos de R, dicho de otra forma: dos puntos x,y € R estaran

“préximos” si |z — y| es “pequeno”.
61 LIMITES FINITOS E INFINITOS. INDETERMINACIONES

Cuando una aplicacion definida en un conjunto X toma valores en un conjunto
numérico recibe el nombre de funcion. En esta situacion, las propiedades aritméticas
y de orden del conjunto de llegada permiten considerar una estructura mucho maés rica

en el espacio de las funciones definidas en X.
Definicién 1.1.- Sea x un punto de la recta real. Si € es un ntimero real estricta-

mente positivo, el entorno (abierto) centrado en x y de radio € es el intervalo

(x—e,x+e)={yeR: |y—z|<e}.

Definicién 1.2.- Sean I un intervalo no vacio de R, a un punto de I o un extremo
de I, y f una funcién definida de I en R. Se dice que f tiene limite (finito) cuando x
tiende hacia a si existe un numero real ¢ verificando la siguiente propiedad:

“Para cada nimero real € > 0 existe un nimero real 6 > 0 (que depende de ¢) tal
que para cada x € (a — d,a+ 0) NI con = # a (o, equivalentemente, para cada x € [

con 0 < |x —al| < 4), se tiene que
flx)e (l—e l+e¢) (0, equivalentemente, |f(z) — ¢ < e)”.

El niimero ¢ se denomina limite de la funcién f en a.
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II. LIMITES Y CONTINUIDAD 31

Proposicion 1.3.- Si la funcién f tiene limite en a, es inico, y su valor se denota

por lim f(x).

Definicién 1.4.- Sea I un intervalo de R no acotado superiormente y f una funcién
definida de I en R. Se dice que f tiene limite (finito) cuando x tiende hacia 400 si
existe un ntmero real ¢ verificando la siguiente propiedad:

“Para cada nimero real € > 0 existe un nimero real M > 0 (que depende de ¢) tal

que para cada x € I con x > M, se tiene que
flx)e (U —e,l+¢) (0, equivalentemente, |f(x) — ¢ <e)”.
El ntimero ¢ se denomina limite de f en 400 6 cuando x tiende hacia +o0.

Proposicién 1.5.- Si la funcién f tiene limite (finito) cuando = tiende hacia +oo,

es Unico, y su valor se denota por lim f(x).
T—+00

Definicién 1.6.- Sean [ un intervalo de R no acotado inferiormente y f una funcién
definida de I en R. Se dice que f tiene limite (finito) cuando x tiende hacia —oo si
existe un numero real ¢ verificando la siguiente propiedad:

“Para cada nuimero real ¢ > 0 existe un nimero real N < 0 (que depende de ¢) tal

que para cada x € I con x < N, se tiene que
flz)e (l—e l+e) (0, equivalentemente, |f(z) — ¢ < e)”.

El niimero ¢ se denomina limite de f en —oo 6 cuando x tiende hacia —oo.

Proposicién 1.7.- Si la funcién f tiene limite (finito) cuando z tiende hacia —oo,

es unico, y su valor se denota por lim f(x).
r—— 00

Definicion 1.8.- Sea f:I — R. Se dice que f es acotada en I si existen «a, 3 € R

tales que

a< f(r)<pB, paracadazel,
o equivalentemente, si existe M > 0 tal que

|f(x)| < M, paracadaxel.

Proposicion 1.9.- Si f tiene limite finito en a, existe un nimero real § > 0 tal
que f estd acotada en I N ((a — §,a +8) \ {a}).

En particular, si lim f(x) = £ # 0, se tiene que:
T—a
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i) Si ¢ > 0, dados ntimeros reales v y 3 con 0 < a < £ < 3, existe un nimero real

d > 0 tal que para cada = € IN(a—4,a+3) con = # a, se verifica que a < f(z) < .

ii) Si ¢ < 0, dados ntmeros reales oy f con a < £ < 3 < 0, existe un nimero real

d > 0 tal que para cada = € IN(a—4,a+3) con z # a, se verifica que a < f(z) < .

Proposiciéon 1.10.- Sean f y g funciones reales definidas en un intervalo I de R,

y sea a un punto de I o un extremo de I. Si lim f(z) = 0 y g estd acotada en
r—a

((a —8,a+0)\ {a}) NI para algin ntimero real § > 0, entonces

lim f(x)g(z)=0.

r—a

Observacion 1.11.- Las dos proposiciones anteriores, que se enunciaron para el
caso de limite de una funcién en un punto, son igualmente vélidas, tras las modificaciones

oportunas, para el caso de limite en +00 6 —oc.
1.12.- Limites laterales.

Sea f una funcién real definida en un intervalo I, y sea a un punto de I que no es

extremo de I. Consideremos los subconjuntos
ItT={zel:a<zx}=1InN(a,o00),
I"={zel:z<a}=1N(-00,a).

El limite de la funcién f a través de I (resp. de I7), si existe, se denomina limite

lateral por la derecha (resp. por la izquierda) de f en el punto a, y se denota

lim f(x) (resp. g;lig,l— f(@)).

r—a
Proposicion 1.13.- En las condiciones anteriores, son equivalentes:
i) f tiene limite ¢ en el punto a.

ii) Existen los dos limites laterales de f en el punto a y coinciden con /.

Enunciaremos las propiedades correspondientes al caso de limite de una funcién en
un punto a € R, pudiéndose formular propiedades analogas para los limites en 400 6

—00, lo que se deja como ejercicio al lector.

En lo sucesivo, f, g y h seran funciones reales definidas en un intervalo I, y a sera

un punto de I o un extremo de I.
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1.14.- Si la funcién f tiene limite ¢ en a, entonces la funcién |f| tiene limite |¢|
en a. FEl reciproco, en general, no es cierto; no obstante, es inmediato de la definicion

que la funcién f tiene limite 0 en a si, y sé6lo si, la funcién | f| tiene limite 0 en a.

1.15.- Sea 8 un numero real. Si la funcién f tiene limite £ en a, y para cada x € I
se tiene que B < f(x) (resp. f(z) < f3), entonces 3 < ¢ (resp. £ < 3).

1.16.- Si las funciones f y g tienen limites ¢ y k, respectivamente, en a, entonces
la funcion f + g tiene limite ¢+ k en a, y la funcién f g tiene limite £k en a. Si ademas
k # 0, la funcién f/g, que estd bien definida en I N ((a — d,a + §) \ {a}) para algin

0 > 0, tiene limite % en a.

1.17.- Si las funciones f y ¢ tienen limites ¢ y k, respectivamente, en a, y ademas

f(z) < g(z) para cada = € I, entonces ¢ < k.

1.18.- Si las funciones f y h tienen limite ¢ en a, y ademas f(z) < g(x) < h(z)

para cada x € I, entonces ¢ tiene limite en a y vale ¢ (Criterio del Sandwich).

1.19.- Si la funcién f tiene limite £ > 0 en a, entonces la funcién log(f), que esta
definida en I N ((a — &,a + &) \ {a}) para algin § > 0, tiene limite log(¢) en a.

1.20.- Si la funcién f tiene limite £ en a, entonces la funcién e/ tiene limite e’ en a.

1.21.- Si las funciones f y g tienen limites ¢ y k, respectivamente, en a, con £ > 0,
entonces la funcién f9, que esté definida en I N ((a —d,a+0)\ {a}) para algtin ¢ > 0,

tiene limite ¢* en a.

Definicion 1.22.- Sea f una funcién real definida en un intervalo I, y sea a un
punto de I o un extremo de I. Se dice que f tiende a +o0o0 (resp. a —oo) cuando x
tiende hacia a si se verifica la siguiente propiedad:

“Para cada nimero real K > 0 (resp. K < 0) existe un ntimero real 6 > 0, que
depende de K, tal que para cada = € (a — d,a+ §) NI con x # a (o, equivalentemente,
para cada z € I con 0 < |z — a| < d), se tiene que f(x) > K (resp. f(z) < K)”.

Notacién: Si la funcién f tiende a +o00 (resp. a —oco) cuando x tiende hacia a, se
escribe
lim f(z) = 400 (resp. lim f(z) = —o0).
r—a r—a
Definiciéon 1.23.- Sean I un intervalo no acotado superiormente y f una funcion

real definida en I. Se dice que f tiene limite +o0o0 (resp. —oo) cuando x tiende hacia
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400 si se verifica la siguiente propiedad:

“Para cada ntimero real K > 0 (resp. K < 0) existe un numero real M > 0, que
depende de K, tal que para cada x € I con x > M, se tiene que f(x) > K (resp.
flz) < K)".

Notacion: Si la funcién f tiende a +oo (resp. a —oo) cuando z tiende hacia +oo,
se escribe

lim f(x) =400 (resp. lim f(x) = —00).

T — 400 T — 400

Definicién 1.24.- Sean I un intervalo no acotado inferiormente y f una funcion
real definida en I. Se dice que f tiene limite +oo (resp. —oo) cuando z tiende hacia
—oo si se verifica la siguiente propiedad:

“Para cada numero real K > 0 (resp. K < 0) existe un nimero real M < 0, que
depende de K, tal que para cada = € I con x < M, se tiene que f(x) > K (resp.
flz) < K)".

Notacidén: Si la funcién f tiende a +o0o (resp. a —o0) cuando z tiende hacia —oo,
se escribe
lim f(z) =40 (resp. lim f(z) = —00).
— —00 T——00
Al igual que en el caso de limite finito, es posible considerar en el que ahora nos

ocupa limites laterales, obteniéndose el siguiente criterio:

Proposicion 1.25.- Sean I un intervalo de R, a un punto de I que no es extremo

de I,y f una funcion real definida en I. Son equivalentes:
i) f tiende a +00 (resp. —o0) en el punto a.

ii) Existen los dos limites laterales de f en el punto a y son +oo (resp. —o0).

Como antes, enunciaremos las propiedades correspondientes al caso de limite in-
finito de una funcién en un punto a € R, dejando que el lector las generalice convenien-

temente para los limites en +o00 6 —o0.

En lo sucesivo, f, g y h seran funciones reales definidas en un intervalo I de R, y

a sera un punto de I o un extremo de 1.

1.26.- Si la funcién f tiende a +oo (resp. a —oo) cuando x tiende hacia a y para
cada x € [ se tiene que f(z) < g(z) (resp. g(x) < f(z)), entonces la funcién g tiende a

+o0 (resp. a —00).
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1.27.- Si la funcién f tiende a 400 (resp. a —oo) cuando x tiende hacia a y ¢
estd acotada inferiormente (resp. superiormente) en I'N ((a—4,a+4)\ {a}) para algin
d > 0, entonces la funcién f + g tiende a +o0o (resp. a —o0) cuando z tiende hacia a.

En particular, la propiedad se verifica cuando ¢ tiene limite (finito) en a.

1.28.- Si la funcién f tiende a +00 cuando z tiende hacia a y g tiene limite finito no
nulo £ en a, la funcién f g tiende hacia £o0o (segun la regla de los signos) cuando x tiende
hacia a, y lo mismo sucede con f/g, que estd bien definida en I N ((a — §,a +6) \ {a})
para algun § > 0.

1.29.- Si la funcién f tiene limite finito no nulo 6 tiende hacia +o0o cuando z tiende
hacia a, y la funcién g tiene limite 0 en a, existiendo 6 > 0 tal que g no se anula en
IN((a—4d,a+6)\{a}), entonces la funcién f/g:

i) tiende hacia o0, segin la regla de los signos, siempre que g tenga signo constante
en I N ((a—d,a+9)\{a}).
ii) no tiene limite (finito 6 infinito) si g no tiene signo constante en ningin entorno

de a.

1.30.- Si la funcién f estd acotada en I N ((a — 8,a+6) \ {a}) para algtn § > 0
y la funcién ¢ tiende hacia +oo cuando z tiende hacia a, entonces la funcién f /g tiene
limite O en a.

En particular, la propiedad se verifica cuando f tiene limite finito en a.

1.31.- Si la funcién f es estrictamente positiva en I N ((a — d,a + 6) \ {a}) para
algin 0 > 0 y tiene limite 0 (resp. oo) cuando z tiende hacia a, entonces la funcién

log(f) tiene limite —oo (resp. oo) en a.

1.32.- Si la funcién f tiene limite —oo (resp. —+o00) cuando z tiende hacia a,

entonces la funcién e/ tiene limite 0 (resp. +o0) en a.

1.33.- Se supone que la funcién f es estrictamente positiva en IN((a—4§,a+0)\{a})

para algin § > 0, y tiene limite 0 cuando z tiende hacia a.

i) Sila funcién g tiene limite finito £ > 0 o si tiende a 400 cuando z tiende hacia a,

entonces la funcién f9 tiene limite 0 en a.

ii) Sila funcién g tiene limite finito ¢ < 0 o si tiende a —oo cuando x tiende hacia a,

entonces la funcién f9 tiende a 400 cuando z tiende hacia a.

1.34.- Se supone que la funcién f tiende a +o00 cuando x tiende hacia a.
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i) Si la funcién g tiene limite finito £ > 0 o si tiende a 400 cuando z tiende hacia a,

entonces la funcién f9 tiende a 400 cuando z tiende hacia a.

ii) Sila funcién g tiene limite finito ¢ < 0 o si tiende a —oo cuando x tiende hacia a,

entonces la funcion f9 tiene limite O en a.

1.35.- Se supone que la funcién f tiene limite ¢ en el punto a, con 0 < ¢ < 1.

i) Sila funcién g tiende a +o0o cuando z tiende hacia a, entonces la funcién f9 tiene

limite 0 en a.

ii) Sila funcién g tiende a —oo cuando z tiende hacia a, entonces la funcién f9 tiende

a +oo cuando z tiende hacia a.

1.36.- Se supone que la funcién f tiene limite ¢ cuando x tiende hacia a, con 1 < /.

i) Sila funcién g tiende a +oo cuando z tiende hacia a, entonces la funcién f9 tiende

a +oo cuando z tiende hacia a.

ii) Sila funcién g tiende a —oo cuando z tiende hacia a, entonces la funcién f9 tiene

limite 0 en a.
1.37.- Indeterminaciones.

Consideraremos funciones reales f y g definidas en un intervalo I, y a serda un punto
de I o un extremo de I.
Nuevamente, los enunciados que se dan a continuacién son validos cuando se con-

sideran limites de funciones cuando z tiende a +0c0 ¢ a —oo.

1.37.1.- Si la funcion f tiende hacia +oo y la funcion g tiende hacia —oo cuando
x tiende hacia a, nada se puede asegurar, a priori, acerca del comportamiento de la
funcion f + g. Es decir, la funcién f + g puede tener limite, tender a +o00, o carecer de

limite, en a.

1.37.2.- Si la funcién f tiene limite 0 en a y la funcién g también, existiendo § > 0
tal que g no se anula en I'N ((a —d,a+9)\ {a}), nada se puede asegurar, a priori, acerca

del comportamiento de la funcién f/ g

1.37.3.- Si la funciéon f tiene limite 0 y la funcién g tiende hacia +oo cuando
x tiende hacia a, nada se puede asegurar, a priori, acerca del comportamiento de la

funcion f g.

1.37.4.- Si la funcién f tiende hacia +o0o y la funcién g tiende hacia 0o cuando
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x tiende hacia a, nada se puede asegurar, a priori, acerca del comportamiento de la

funcion f/g.

1.37.5.- Si la funcion f tiende hacia +oo y la funcion ¢ tiene limite 0, cuando
x tiende hacia a, nada se puede asegurar, a priori, acerca del comportamiento de la

funcién f9.

1.37.6.- Si las funciones f y g tienen limite 0, cuando z tiende hacia a, y f es
estrictamente positiva en I N ((a — 6,a + §) \ {a}) para algin § > 0, nada se puede

asegurar, a priori, acerca del comportamiento de la funcién f9.

1.37.7.- Si la funcién f tiene limite 1 y la funcién g tiende hacia oo, cuando
x tiende hacia a, nada se puede asegurar, a priori, acerca del comportamiento de la

funcion f9.

1.38.- Ordenes de infinitud

Sean by a numeros reales con b>1 y «a > 0. Entonces:
X

1.38.1.- lim b— = 0.

r—o00 L%
En particular, cuando x tiende a oo, la funcién exponencial crece hacia infinito mas
rapido que cualquier polinomio.

1.38.2.- lim b7z 2% = o

z—0t

1
1.38.3.- lim 128

r—oo %

1.38.4.- lim log(z)z®* =0.

z—0t

=0.

§2 CONTINUIDAD. PROPIEDADES

Definiciéon 2.1.- Sean I un intervalo de R y f una funcién real definida en I. Si
a € I se dice que f es continua en el punto a si se verifica la siguiente propiedad:

“Para cada € > 0 existe un § > 0 (que depende de ¢) tal que si
xel y |zr—al <y, (equivalentemente = € (a — d,a+8) N 1)
entonces

|f(x) = f(a)| <e (equivalentemente f(z) € (f(a) — ¢, f(a) +¢€))”.

Se dice que f es continua en I si es continua en cada punto de I.
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Teorema 2.2.- Sean I un intervalo de R, a € I y f una funcién real definida en I.

Son equivalentes:
i) f es continua en a.

ii) Existe lim f(z) y es precisamente f(a).
r—a

Ejemplos 2.3.-

2.3.1.- Toda funcién constante es continua en cada uno de los puntos de su dominio

de definicion.
2.3.2.- La funcién f:R — R definida por f(z) = x es continua en R.
2.3.3.- La funcién ¢:R — R definida por g(z) = [z] (parte entera de x) no es

continua en los puntos enteros. Es continua en todos los deméas puntos de R.

Proposicion 2.4.- Sean I un intervalo de R, f una funcion real definida en I, y

a € I tal que f es continua en a.

i) Existe § > 0 tal que f es acotada en (a — d,a+ ) N I.

ii) Si f(a) # 0 existe un § > 0 tal que f(x) tiene el mismo signo que f(a) para cada
r€(a—d,a+d)NI.

Proposicion 2.5.- Sean I un intervalo, a € I que no es un extremo de I, y f una

funcion real definida en I. Son equivalentes:
i) f es continua en el punto a.
ii) Existen los dos limites laterales de f en el punto a y coinciden ambos con f(a).

Propiedades 2.6.- Sean [ un intervalo, a € I y f, g funciones reales definidas en

I y continuas en el punto a. Se verifica:
i) f+ gy fgson continuas en a.
ii) |f| es continua en a.

iii) Si g(a) # 0, entonces las funciones 1/4 vy / /g» que estén bien definidas en

(a —6,a+ &) NI para algin 6 > 0, son continuas en a.

§3 TEOREMAS FUNDAMENTALES.

Este epigrafe va dedicado a presentar los resultados més importantes sobre fun-

ciones definidas y continuas en intervalos.
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Teorema de Bolzano 3.1.- Sea f una funcién continua en el intervalo [a,b] de
R. Se supone que f(a) f(b) < 0, es decir, f toma valores no nulos y de signos opuestos

en los extremos del intervalo. Entonces, existe al menos un punto ¢ € (a,b) tal que

f(e)=0.

Propiedad de Darboux 3.2.- Sea f una funcién continua en el intervalo [a, b] de
R. Para cada ntimero real § entre f(a) y f(b) (es decir, f(a) < & < f(b)si f(a) < f(b), 6
f(b) <& < f(a) en caso contrario), existe al menos un punto ¢ € [a, b] tal que f(c) =¢&.

Teorema de Weierstrass 3.3.- Sea f una funcién continua en el intervalo [a, b]
de R, entonces f estd acotada. De hecho, f alcanza sus extremos, es decir, existen

a, B € [a,b] tales que

fla) < f(z) < f(B), paracadax € |a,b].

Teorema 3.4.- (continuidad de la funcién compuesta)
Sean I, J intervalos de R y f, g sendas funciones reales definidas en I y .J respec-
tivamente, y tales que f(I) C J. Sia € I, f es continua en a, b € J, g es continua en b

y f(a) = b, entonces la funcién compuesta go f es continua en a.

En particular, si f es continua en I y g es continua en .J, entonces go f es continua

en I.

Teorema 3.5.- (continuidad de la funcién inversa)
Sea f una funcién definida, continua e inyectiva en el intervalo I de R. Entonces,

el conjunto imagen de f, J = f(I), es un intervalo, y la funcién f~':.J — I es continua.
84 EJERCICIOS.

1.- Probar mediante la definiciéon de limite que:

1 1
1.1.- limz2 =9 1.2.- lim — = —.
r—3 rx—2 X 2

2.- Se considera la funcién

1—el-z

Estudiar la existencia de limite de la funcién en los puntos 0 y 1.

3.- ;Existe el limite en 0 de las siguientes funciones
b b
“1Y] =22 abao
x La
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definidas para x # 07 ([z] denota la parte entera de x).

4.- Se considera la funcién definida en R por
A+ Blog(z) six>0;

fz) = C six=0;

Degf‘—k% six <0,

donde A, B, C', D y E son parametros reales. Encontrar los valores de los parametros

para los que se verifica que:

4.1.- limo f(x) =00 4.2.- 1in}) flx)=2
4.3.- lim f(z) =3 4.4.- lim f(z)=0.

5.- Calcular los siguientes limites en caso de que existan:

i _ — 2
5.1.- lim & 120 5 ol CO5(®) = Vcos(22)
z—2 x2—4 20 senQ(:c)

VT + 3/54—?/5 eVioe(@)
3

5.3.- lim 5.4.- lim
5.5 lim (2" - 37) 5.6.- lim (- — —— L)
— 00 z—0 ‘2x x(e”+1 + 1)

6.- Calcular el limite cuando x tiende hacia infinito de las funciones definidas, en

intervalos no acotados superiormente adecuados, por las expresiones siguientes:
—1
6.1.- apa? +ap_ 12" +...+a1x+a9, pEN, ap,a1,...,a, € Rya,#0.

apx? + ap_lxp*1 +...+a1x+ap
byxd 4+ b1z 1+ ...+ bz + by’

p,q €N, a;,b; € R para todos 1, j
y ap, #0, by #0.

6.2.-

1
6.3.- (ap:cp +ap_ 2P 4 aw + ao) /log(x), p>1,a,>0.

log(32% + 22 + 1)

1
6.5.- (322 + 62°)2+los(42"+5)
log(7 2% + 3 29) (32% +627)

6.4.-

2m+1 3:c+1
6.6.- ﬁ 6.7.- (a®+b°)Y*, a>b>0.
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v 6.9, Yrisen(a®)

6.8.- 1
\/93+ T+ T Tt

3 3
6.10.- sen(v/z + 1) — sen(y/z) 6.11.- Va3 +ax?— Va3 —ax?

m2+5a:+4)9€

6.12.- (—
2 —b5x+7

7.- Sean f y g las funciones de [0,1] en R definidas por

1 1 1
0 si0<zxz<=; - —z si0<zxz<—;
2 2 2
fw=9 g(z) = X

Probar que f + gy fg son continuas en [0, 1]. Demostrar que las funciones fogy

g o f son continuas en [0, 1]. Dibujar las gréficas de las funciones f, g, f + ¢, fg, fog
ygolf.

8.- Estudiar la continuidad de las siguientes funciones:

1

8.2.- f(QL‘) = 1+ el/x
0 six=0. 9

ze'le si x # 0; si x # 0

SJ,f@):{

sixz =0.

9.- Estudiar la continuidad y dibujar la gréafica de la funcién

f@)=[2]+ (z - [2])*, =zeR

10.- Estudiar la continuidad y dibujar la gréfica de la funcién

f(x):{x[x] s?x;zé();
0 stz =0.

11.- Demostrar que:

163
11.1.- Existe z € R tal que z'™ + = 119.
1+ 22 + sen?(x)

11.2.- Existe x € R tal que sen(z) =z — 1.

11.3.- Si a € R existe un tnico = € (0,00) tal que x + log(z) = a.
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12.- Sea f una funcién definida y continua en el intervalo [a,b]. Demostrar que

existe al menos un x € [a, b] tal que

13.- Sea f : [0,1] — [0, 1] una funcién continua en [0,1]. Probar que existe un
punto ¢ € [0,1] tal que f(c) = c.

14.- Demostrar que todo polinomio con coeficientes reales y grado impar tiene al

menos una raiz real.

15.- Sea P un polinomio. Demostrar que existe un punto en el cual la funcién

|P(x)| toma el valor minimo.

16.- Sea P un polinomio de grado par y siendo el coeficiente del monomio de mayor
grado positivo. Demostrar que existe un punto en el cual la funcién P(x) toma el valor

minimo.

17.- Sea f:R — R la funcién dada por

Determinar el conjunto imagen de f.
§5 SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS.

2.- lim f(z) = —o0, lim f(z)= oc; lim f(z)=1, lim f(x)=0.

z—0*t z—0— rz—1t rz—1—

3.- Usar Q —-1< [Q
T T

Las igualdades

} < % y el criterio del sandwich: lim f (z) = b/q,.

[9@} {O si0<ax<a;
-1 sica<az< 0,
implican que lim,_,o- g(x) =00 y lim, g+ g(z) =0.

4.1.- lim f(x) = o0 si, y sélosi, B<0, E<O0.

rz—0

4.2.- lir%f(a:) =2 si,ysblosi, B=0,F=0,A=2,D=2.

4.3.- lim f(z)=3 si,ysélosi, A =3, B=0.

r— 00
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4.4.- lim f(z)= 0 para cualquier valor de los parametros.
r——00

) 1 1

5.1.- —. 5.2.- -. 5.3.- 5—. 5.4.- 0. 5.5.- —oco. 5.6.- No existe.

4 2 \/§

6.1- {=oc0sia, >0;{=—-oc0osia, <0. 6.2.- L =o00sip>qya,/by>0;
l=—ocosip>qyay/by<0;l=ua,/bysip=q; {=0sip<q.

4
6.3.- .  6.4.- 9 6.5.- ¢°/2.  6.6.- 3. 6.7.- a. 6.8.- 1. 6.9.- 0.

9
6.10.- 0. 6.11.- ?O‘ 6.12.- ¢l0.

7.- fy g son continuas, luego lo son su suma y su producto. Como f([0,1]) =

g([0,1]) = [0,1/2] C [0, 1], dominio de f y g, también son continuas fogy go f.

8.1.- Continua en R\ {0}; h%l, f(x)=0= f(0) # lim f(x)= oc.

x—0+
8.2.- Continua en R\ {0}; no existe lin% f(z).
9.- Continua en R.
10.- Continua en (R \ Z) U {0}.

11.- En todos los casos la respuesta se obtiene aplicando la propiedad de Darboux.

163
11.1.- =17 - f(— 11 163 = .
f(z) == +1+x2+sen2($),f( m) <0< 119 < 163 = f(0)

11.2.- f(z) =sen(z) —z; f(n) = -1 < -1 <7 = f(—mn).

11.3.- f(z) = x+log(x); f es estrictamente creciente por serlo la funcién identidad

y la funcién logaritmica; 111%1+ flx)=—0y 1;1520 f(x) = 0.
12.- Si f(a) = f(b) es obvio. Si f(a) < f(b), se tiene que f(a) < f(a);f(b) <

f(b): aplicar la propiedad de Darboux.

13.- Si £(0)

a la funcién g(z)

0o f(1) =1 es trivial. Si no, aplicar el teorema de Bolzano en [0, 1]

fx) — .

14.- Sea P dicho polinomio y supongamos que el coeficiente del monomio de mayor

grado es positivo (en caso contrario, se razona de forma similar). Puesto que

lim P(z)=-o0 y lim P(z) = 4o,

Tr— —00 r——+00

basta aplicar el teorema de Bolzano en un intervalo adecuado.
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15.- Trivial si P es constante. Sino, lim,_, 1+ |P(z)| = +00, y se aplica el teorema

de Weierstrass en un intervalo adecuado.
16.- Similar al anterior.

17.- f(R) = (0, 1].
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FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL.
TEMA 3 CALCULO DIFERENCIAL

La necesidad de medir la rapidez con que varian las magnitudes fisicas es una cons-
tante en el estudio de los fenémenos naturales. No fue hasta el siglo XVII cuando Newton
y Leibnitz desarrollaron una teoria matematica que diera respuesta a esta cuestion,
iniciando asi lo que se conoce hoy como Cdlculo Diferencial.

Este tema se dedica a la exposicién de los resultados fundamentales del Calculo
Diferencial para funciones reales de variable real definidas en intervalos de R. Comen-
zamos estableciendo el concepto de derivada y sus propiedades elementales, para abordar

luego los resultados clasicos relativos a este concepto.

§1 CONCEPTO DE DERIVADA. PRIMERAS PROPIEDADES.

Definicién 1.1.- Sea f una funcién real definida en un intervalo abierto I de R, y
sea a € I. Se dice que f es derivable en el punto a si existe y es finito el limite
x)— f(a
L f@) - fa)
T—a T —a
que puede ser expresado equivalentemente como
a+h)—
L flath) = fa)
h—0 h
En ese caso, el valor del limite se representa por f’(a), y se denomina derivada de f en

Y

el punto a.

Se dice que f es derivable en I si es derivable en cada uno de sus puntos.

Observacion 1.2.- El cociente cuyo limite define el concepto de derivada se de-
nomina cociente incremental de f correspondiente a los puntos a y a + h, pues su valor
es la razon entre el incremento que experimenta la funcién y el correspondiente a la

variable, al pasar de a a a + h.

Interpretacion geométrica de la derivada 1.3.-
Sean f una funcién definida en un intervalo abierto I y a un punto de I en el que

f es derivable. Si consideramos la recta del plano de ecuacién
y=g(x) = fla) + f(a)(z - a),
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su grafica pasa, al igual que la de f, por el punto (a, f(a)). Més atin, se observa

facilmente que
L T) —ga)
r—a €r—a

=0,

lo que indica que g es una “buena aproximacién” de f cuando x tiende hacia a. La
recta definida por g se denomina recta tangente a f en el punto a, y su pendiente es la

derivada de f en el punto a.

(a+h, f(a+h))

y=1f(x)

(a f(a))

y=f(@) +f'(a) (x-a)

Propiedades 1.4.-
Sean [ un intervalo abierto de R, a € I, y f, g funciones reales definidas en I.

1.4.1.- Si f es derivable en a, f es continua en a. El reciproco es, en general, falso,
como se puede comprobar, por ejemplo, con la funcién f(z) = |z|, z € R, en el punto
a=0.

1.4.2.- Si f y g son derivables en a y «, 3 € R, entonces « f + 3 g es derivable en a,

y ademads,
(af+89)(a)=af(a)+8d (a).
1.4.3.- Si f es una funcién constante, entonces f es derivable en I y para todo
x € I se tiene que f'(x) = 0.
1.4.4.- Si f y g son derivables en a, entonces f g es derivable en a, y ademas

(f9)'(a) = f'(a) g(a) + f(a) g'(a).

1.4.5.- Si f y g son derivables en a y g(a) # 0, entonces f/g (que esta definida en
un entorno adecuado de a) es derivable en a, y ademés
([)’(a) _ [(@)g(a) = f(a) g'(a)
g 9(a)?
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Definicién 1.5.- Sea f una funcién real definida en un intervalo de la forma [a, b).

Entonces, tiene sentido considerar el limite

L f@) - @

)
rz—at r—a

que si existe y es finito se denomina derivada lateral por la derecha de f en el punto a,

y se representa por f'(at) 6 f!(a).

Anélogamente, para una funcién f definida en un intervalo de la forma (a,b] se
puede estudiar la derivabilidad por la izquierda en el punto b; si existe y es finito el
limite por la izquierda en el punto b de los cocientes incrementales relativos a dicho
punto se denomina derivada lateral por la izquierda de f en el punto by se denota por
f1(67) 6 fL(b).

Asi, si se tiene una funcién f definida en el intervalo I = [a,b], decir que f es
derivable en I significa que f es derivable en cada punto de (a,b) y que existen las
correspondientes derivadas laterales en a y b. Andlogamente, si se tiene una funcién f
definida en el intervalo I = [a, b) (respectivamente, en I = (a, b]), decir que f es derivable
en I significa que f es derivable en cada punto de (a,b) y que existe la derivada lateral

en a (resp. en b).

A partir de las propiedades conocidas de los limites es sencillo obtener la siguiente

Proposiciéon 1.6.- Sean f una funcién real definida en un intervalo abierto I y

a € I. Son equivalentes:
i) f es derivable en a.
ii) f admite derivadas laterales en a y coinciden.

En este caso, el valor de las derivadas laterales coincide con f’(a).

Regla de la cadena 1.7.-
Sean I y J intervalos abiertos de R, f:I — J y ¢:J — R funciones tales que:

i) f es derivable en a € I.
ii) g es derivable en b = f(a) € J.

Entonces, la funcién compuesta gof es derivable en a, ademas

(gof)'(a) = g'(f(a)) f'(a) = g'(b) f'(a).
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Derivacién de la funciéon inversa 1.8.-
Sean I un intervalo abierto de R y f una funcién real definida, continua e inyectiva
enI. Si f esderivableena € I'y f'(a) # 0, entonces f~! es derivable en b = f(a) y
1 1

0V (£(a)) = é (b) =
(Y (@) = iy 0= )

Observacion 1.9.- Este resultado es de aplicacién al calculo de las derivadas de

las funciones inversas o reciprocas de otras cuyas derivadas se conozcan. Por ejemplo,
dado que la derivada de la funcién exponencial es ella misma, la derivada de su inversa,

la funcién logaritmica, es

1
IOg/(y) = 5 ) Yy € (07 OO) .

Definicién 1.10.- Sea f una funcién definida y derivable en un intervalo I. Tiene
entonces sentido considerar la funcién derivada, que denotaremos por f’, que a cada
punto z € I le asocia el valor f’(x). Esta nueva funcién puede ser derivable a su vez en
un punto a de I, es decir, puede existir

"(x) — f'(a
tim =IO (i,
que se denota por f”(a), y se denomina derivada seqgunda de f en a. Si f’ es derivable
en todo I, se puede considerar una nueva funcién, la derivada segunda de f, denotada
por f”, que asocia a cada punto x € I el valor f”(x).

Andlogamente, se pueden definir derivadas sucesivas de orden k € N arbitrario. La

notacién usual para la derivada de orden k o derivada k-ésima de una funcién f es f(¥.

Por convenio, se admite que f(© = f.

Definicién 1.11.- Sea k un ntmero natural, £ > 1. Se dice que una funcién real f
definida en el intervalo I es de clase C* en I si f admite derivadas sucesivas hasta orden
k en I y todas ellas son continuas (de acuerdo con la propiedad 1.4.1, esto equivale a

que exista %) y sea continua).

Se dice que una funcién real f definida en el intervalo I es de clase C* en I si f

admite derivadas sucesivas de orden arbitrario en I (y, por tanto, todas son continuas).

Foérmula de Leibnitz 1.12.-
Sean f, g funciones de clase C™ en un intervalo I. Entonces, f g es de clase C" en I,

y para cada k < n se tiene que

k
(f9¥ (@) =) (k) FED @) gD (z), zel.

. 1
1=0
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§2 TEOREMAS DE ROLLE Y DEL VALOR MEDIO. MONOTONIA.

Los conceptos y resultados que siguen a continuacién van dirigidos al estudio local
de funciones y a la caracterizacién de los puntos relevantes en dicho estudio. El calculo
diferencial es herramienta fundamental para el conocimiento del comportamiento de una

funcién, tanto desde el punto de vista local como desde el global.

Definicion 2.1.- Sean f una funcién real definida en un intervalo I de Ry z( € I.
Se dice que f presenta un minimo relativo en g (resp. mdzimo relativo) si existe § > 0

tal que para cada x € (xg — J,x0 +0) NI se tiene que

f(x) = f(zo)  (vesp. f(x) < f(o)).

Los méaximos y minimos relativos reciben el nombre comin de extremos relativos.
En los términos de la definicién anterior, en el caso de que para x # xg se pueda ase-
gurar la desigualdad estricta entre las correspondientes iméagenes, se habla de extremos

relativos estrictos.

Teorema 2.2.- (Condicién necesaria de extremo relativo)
Sea f una funcién real definida en un intervalo abierto I, y sea xg un punto de I

en el que f presenta un extremo relativo. Si f es derivable en xq, entonces f'(zy) = 0.

Observaciones 2.3.-

i) Es claro que un extremo relativo no tiene por qué presentarse en un punto en
el que la funcién sea derivable. Por ejemplo, la funcién f(z) = |z|, x € R, presenta un

minimo relativo (y absoluto) en xg = 0, inico punto en el que f no es derivable.

ii) Como indica la proposicién, en el caso de derivabilidad en xg, la recta tangente

a la grafica de f en x( sera de pendiente cero, y por lo tanto, horizontal.

iii) Ya sabemos que toda funcién continua en un intervalo cerrado y acotado alcanza
el méximo y el minimo absolutos, que son por tanto extremos relativos, pero puede que
esto ocurra en los extremos del intervalo y que, aun cuando exista la derivada lateral

correspondiente, ésta no sea nula (p.e. f(z) =22 —1en [-1,1]).

Teorema de Rolle 2.4.-
Sea f una funcién continua en el intervalo [a,b], derivable en el intervalo abierto
(a,b) y tal que f(a) = f(b). Entonces, existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.
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Teorema del valor medio de Cauchy 2.5.-
Sean f, g:[a,b] — R funciones continuas en [a,b] y derivables en (a,b). Entonces,

existe un punto ¢ € (a,b) tal que
f'(e) (g(b) — g(a)) = ¢'(c) (f(b) — f(a)).

Como consecuencia inmediata de este teorema, si tomamos g(z) = z, © € R,

deducimos el siguiente

Teorema de los incrementos finitos de Lagrange 2.6.-
Sea f una funcién real definida y continua en [a, b], y derivable en (a,b). Entonces,

existe un punto ¢ € (a,b) tal que

f(b) = fla) = (b—a) f'(c).

Observacion 2.7.- Este resultado tiene una interpretacion geométrica clara: la
recta que une los puntos “inicial” (a, f(a)) y “final” (b, f(b)) de la grafica de f tiene por

pendiente el valor
f(b) — f(a)
b—a
El teorema asegura que existe un punto en (a,b) en el que la recta tangente a la grafica

de f tiene esa misma pendiente, y por lo tanto, es paralela a la recta antes considerada.

Corolario 2.8.- Sea f una funcién real definida y derivable en un intervalo abierto I

de R. Si f/(z) =0 para cada = € I, entonces f es constante en I.

Corolario 2.9.- Sea f una funcién real definida en el intervalo [a,a+6), con § > 0,
siendo f continua en [a,a + J) y derivable en (a,a + d). Si existe y es finito lim+ (),

T—a
se tiene que f admite derivada lateral por la derecha en el punto a y

fla®) = tim_ f(a).
Anélogo resultado se verifica para intervalos de la forma (a — 6, al.

Regla de L’Ho6pital 2.10.-

Sean I un intervalo de R y a un punto de I o un extremo de I. Si f y g son
funciones derivables en I tales que ¢'(x) # 0 para cada x € I \ {a}, y se verifica que, o
bien

lim f(z) =0 y lim g(x) =0,

r—a r—a
o bien

lim f(z) = o0 y lim g(z) = oo,

Departamento de Analisis Matematico y Didactica de la Matematica.



III. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL. CALCULO DIFERENCIAL 51

f(x)

entonces, si existe lim ——= = L (finito o infinito), se tiene que lim ~———= = L.

Observaciones 2.11.-
i) El resultado es igualmente valido para intervalos no acotados en relacién a los
limites en @ =400 6 a = —o0.

ii) Este resultado se aplica a la resolucién de indeterminaciones 0/y e 00/5q.

Definicion 2.12.- Se dice que una funcion real f, definida en un intervalo I, es

creciente (resp. decreciente) en I si para todos z,y € I con x < y se verifica que

flz) < f(y) (resp. f(z) = f(y))-

Si las ultimas desigualdades se verifican en sentido estricto, se habla de crecimiento

(resp. decrecimiento) estricto en I.

Como consecuencia del teorema de Lagrange se tiene que

Proposicion 2.13.- Si f es derivable en un intervalo I, entonces:

2.13.1.- f es creciente (resp. decreciente) en I si, y sélo si, f'(x) > 0 (resp.
f'(z) <0) para cada z € I.

2.13.2.- Si f/(z) > 0 (resp. f’(xz) < 0) para cada z € I que no sea extremo de I,

entonces f es estrictamente creciente (resp. decreciente) en I.

Observacion 2.14.- El reciproco de 2.13.2 es falso, es decir, de la monotonia
estricta de una funcién derivable en un intervalo no se deduce la no anulacién de la

derivada. Basta considerar la funciéon f:R — R dada por
flx) =22,

que es estrictamente creciente en R, y para la que f'(0) = 0.

§3 TEOREMA DE TAYLOR. ESTUDIO LOCAL DE FUNCIONES.

Si exceptuamos las funciones polindémicas y las racionales (cocientes de dos poliné-
micas), las funciones que aparecen normalmente en el Andlisis son de evaluacién compli-
cada, o incluso imposible, por medio de operaciones elementales. Asi, surge en principio
la necesidad de sustituir la funcién de partida por otra, por ejemplo, polinémica, que la

aproxime suficientemente, al menos en un entorno del punto alrededor del cual se esta
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estudiando la funcién. Hay que hacer notar que la aproximacion puede también aportar

informacion de tipo cualitativo acerca de la funcion.

La férmula de Taylor proporciona la mejor (en un sentido que se precisard) aproxi-
macién de tipo polinémico a una funcién suficientemente derivable en un entorno de un

punto.

Definicién 3.1.- Sea f una funcién real definida en un intervalo [ y sea a € I. Si
f admite derivadas sucesivas hasta el orden n > 1 en el punto a, se denomina polinomzio

de Taylor de grado n de f en a al polinomio

"(a (") (q
Tn(f,a)(a:):f(a)+f’(a)(x—a)+f—()(x—a)2+...+f ()(x—a)”.

21 n!

El polinomio de Taylor es el inico de grado menor o igual que n que satisface las

relaciones
P(a) = f(a), P'(a) = f'(a), ..., P™(a) = f"(a),

que, de hecho, sirven para determinarlo. Asi, la funcién dato y el polinomio coinciden,
junto con sus derivadas sucesivas hasta orden n, en el punto a, con lo que se puede

afirmar que se ha resuelto un problema de interpolacién para f.

El siguiente resultado se obtiene a partir del teorema del valor medio de Cauchy.

Formula de Taylor 3.2.-

Sean I un intervalo de R y f una funcién real definida en I que admite derivadas
hasta el orden n + 1 en cada punto de I (en particular f es de clase C" en I). Sia € [
para cada x € I se tiene que

F™(a)

n!

f"(a)
2!

f@)=f(a)+ f'(a) (x—a) + (z—a)+...+

f(n—i—l)(gm) n+1
+—(n+1)! (x —a)""

donde &, es un punto del intervalo abierto de extremos a y .

(z —a)"

b

Observaciones 3.3.-

i) El dltimo sumando de la expresién anterior, que es la diferencia entre el valor
de la funcién y el del polinomio de Taylor T;,(f,a) en x, es el denominado resto de
Taylor de orden n en a, denotado por R, (f,a)(x), y que ha sido expresado en la forma

conocida como de Lagrange.
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ii) Otra forma usual de representar la férmula de Taylor es la siguiente: Sea f una
funcién definida en el intervalo I = (a — d,a + §), con § > 0, y que admite derivadas

hasta el orden n + 1 en cada punto de I. Para cada h € R con |h| < ¢ se tiene que

1" (n) (n+1) 0h

hn+17
donde 0 € (0, 1) depende de h.

Proposicion 3.4.- Sean f una funcién real definida en un intervalo abierto I y
acl. Sifesn—1veces derivable en I y existe f(™)(a), entonces

i £(@) = T, @) (@)

=0.
x—a (m — a)”

Dicho de otro modo, existe una funcién e: I'\ {a} — R tal que para todo = € I\ {a}

se tiene que
f(x) =Ta(f,a)(z) + (z —a)" - e(z),

y que verifica que lim ¢(z) = 0.
r—a

Observacién 3.5.- De hecho, T),(f,a) es el inico polinomio de grado menor o
igual que n que verifica la propiedad anterior. En este sentido, podemos decir que es la

mejor aproximacién a f en un entorno de a.

Los dos resultados siguientes proporcionan métodos para la determinacién directa
(es decir, sin recurrir al célculo de las derivas sucesivas) de los polinomios de Taylor
correspondientes a funciones que resultan de operar, de un modo u otro, con otras

funciones cuyos polinomios de Taylor se conocen.

Propiedades 3.6.- Sean [ un intervalo abierto de R, a € I,y f,g : I — R
funciones cuyos polinomios de Taylor de orden n € N en a son P y (), respectivamente.

Entonces, se verifica que:

3.6.1.- Para todos «, 3 € R, el polinomio de Taylor de orden n en a de la funciéon
af+pBgesaP+ Q. (Propiedad de linealidad.)

3.6.2.- El polinomio de Taylor de orden n en a de la funcién f g es el que resulta al

calcular P ) y despreciar los términos en (x — a) de grado estrictamente mayor que n.

3.6.3.- Si g(a) # 0, el polinomio de Taylor de orden n en a de la funcién f/g se
obtiene al dividir, hasta llegar al grado n, P entre () segtin las potencias crecientes de

(x —a).
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3.6.4.- Si F' es una primitiva de f en I (es decir, F'(z) = f(z) para cada x € I),
el polinomio de Taylor de orden n+ 1 en a de la funcién F es el polinomio R, primitiva
de P, tal que R(a) = F(a).

Proposiciéon 3.7.- Sean f : I — Ry g : J — R funciones definidas en sendos
intervalos I, J, y sean a € I y b € J tales que f(a) = b. Si el polinomio de Taylor de
orden n en a (resp. en b) de f (resp. de g) es el polinomio P (resp. @), entonces el
polinomio de Taylor de orden n en a de la funcién go f (definida en (a — d,a + ) \ {a}
para algin § > 0) es el que resulta al despreciar en el polinomio Q(P(a:)) los términos

en (x — a) de grado estrictamente mayor que n.

Definicion 3.8.- Sean I un intervalo de R, a un punto de I o un extremo de I, y
f v g dos funciones reales definidas en I y tales que, para algin 6 > 0, g no se anula
en IN((a—68,a+08)\{a}). Se dice que la funcién f es equivalente a la funcién g en el

punto a, y se denota por f ~ g, si

lim M =1.
a—a g(z)
Andlogamente se define el concepto de funciones equivalentes en +o0o y —oo en el

caso de que I no esté acotado superior o inferiormente.

Proposicion 3.9.- Si f ~, g, ambas funciones tienen el mismo comportamiento
en el punto a, es decir, tienen limite o no en dicho punto simultdneamente. Ademas, si

tienen limite (finito 6 infinito) dicho limite es el mismo.

Observacion 3.10.-

Supongamos que f,g,p,1¥: I — R son tales que f ~, g v ¢ ~4 ¥. Entonces es
sencillo probar que ¢ f ~, ¥ g. Por lo tanto, en un producto de funciones, a efectos de
calculo de limites, es licito sustituir una de las funciones factor por otra equivalente.

Sin embargo, NO es cierto en general que si f ~, gy ¢ ~, ¥ entonces o+ f ~, P+g.
Para ilustrar esto basta considerar las funciones

f=zr~og=x+2%,

Proposicion 3.11.- Sean I un intervalo de R, a un punto de I o un extremo de I,
v ¢, ¥, funciones reales positivas definidas en I y equivalentes en el punto a, que tienen
limite (finito 6 infinito) distinto de 1 en a, entonces las funciones log(yp) y log(y) son

equivalentes en el punto a.
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Se prosigue ahora con el estudio de la convexidad de las graficas de funciones

definidas en intervalos, de nuevo en términos de las derivadas.

Definicién 3.12.- Sea f una funcién definida en un intervalo I. Se dice que f es

convexa (resp. concava) en I si para todos x,y € I y todo a € (0, 1) se tiene que
fl(A-a)zt+ay) <(1-a)f(@)+af(y)
(resp. F((1—a)a+ay) > (1-a) fz) +a f(y)).

Si atendemos a la representacion gréfica, f es convexa (resp. céncava) si la cuerda
que une dos puntos cualquiera de su grafica queda por encima (resp. por debajo) de la

grafica de f.

Proposiciéon 3.13.- Sea f una funcion definida y dos veces derivable en un inter-
valo I. Entonces, f es convexa (resp. céncava) en I si, y sblo si, para cada z € I se
tiene que f”(x) >0 (resp. f"(x) <0).

Definicién 3.14.- Sea f una funcién definida en un intervalo abierto I, y seaa € 1

en el que f es derivable. Tiene sentido considerar la recta tangente a f en a, de ecuaciéon

g9(z) = f(a) + f'(a) (x — a) .

Se dice que a es un punto de inflexion de f si existe § > 0 tal que si x € (a — d,a),

entonces f(z) > g(x), y si x € (a,a + J), entonces f(z) < g(x), o viceversa.

Proposiciéon 3.15.- Sea f una funcién definida y derivable en un intervalo I y sea

a € I en el que f es dos veces derivable. Entonces, se tiene que:
i) Si f”(a) > 0 (resp. f"”(a) < 0), la gréfica de la recta tangente a f en ese punto
queda, en un entorno adecuado, por debajo (resp. por encima) de la grafica de f.

ii) Si a es un punto de inflexién de f, ha de ser f”(a) = 0.

Proposicion 3.16.- Sean [ un intervalo abierto, f una funcién real definida en I

que admite n — 1 derivadas en I, con n > 2, y a un punto de I tal que existe f™(a). Si
flla)y=...=f""D(@)=0 y f"(a)#0,
entonces:

i) Sin es par, f presenta un extremo relativo en a, que sera un maximo si f((a) < 0

y un minimo si £ (a) > 0.

ii) Si n es impar, f no presenta extremo relativo en a.
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Proposicion 3.17.- Sean [ un intervalo abierto, f una funcién real definida en I

que admite n — 1 derivadas en I, con n > 3, y a un punto de I tal que existe f(™ (a). Si
flla)=...=f""a)=0 y f"(a)#0,
entonces:
i) Sin es impar, f presenta un punto de inflexién en a.

ii) Si n es par, f no presenta un punto de inflexién en a.

Representacion grafica de funciones 3.18.-

A la hora de dar una representacién aproximada de la grafica de una funcion real

dada por la expresion explicita y = f(z), es conveniente seguir los siguientes pasos:

3.18.1.- Determinar el dominio de definicién D de la funcién, es decir, el conjunto
de valores reales = para los que la expresién f(x) proporciona un nimero real. En los

casos usuales D es un intervalo o una unién de intervalos.

3.18.2.- Hallar los cortes de la grafica con los ejes, que seran los puntos de la forma
(a,0) y (0,b) que pertenezcan a la grafica.
3.18.3.- Estudiar la simetria de la grafica:

3.18.3.1.- Si para cada = € D se tiene que —z € Dy f(—x) = f(x), se dice que la

funcién f es par, y su grafica presenta simetria respecto del eje de ordenadas OY'.
3.18.3.2.- Si para cada = € D se tiene que —z € Dy f(—x) = —f(x), se dice que

la funcion f es impar, y su grafica presenta simetria respecto del origen de coordenadas.

3.18.4.- Estudiar la periodicidad, es decir, la existencia de una constante T', de-

nominada periodo de f, tal que six € Dy o + T € D, entonces f(z+T) = f(z).

3.18.5.- Determinar las asintotas de la grafica, que pueden ser de diversos tipos:

3.18.5.1.- Horizontales: si D no esta acotado superior y/o inferiormente y

lim f(z)=Li€R y/o lim f(z)=1Ls eR,

r——+00
las rectas de ecuaciones y = Ly y/o y = Lo son asintotas horizontales de la gréfica

de la funcién f (puede ser L1 = Lo).

3.18.5.2.- Verticales: Si a € R es un punto tal que

lim f(z) =400 y/o lim f(z)=+o0,

r—at T—a~

Departamento de Analisis Matematico y Didactica de la Matematica.



III. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL. CALCULO DIFERENCIAL 57

entonces la recta de ecuacién x = a es una asintota vertical de la gréafica de f.

3.18.5.3.- Oblicuas: Supongamos que D no esta acotado superiormente y que

lim @:mER—{O} y lim (f(x) —mz)=n€eR.

r—-+00 €T r—+00
Entonces, la recta de ecuacion y = max + n es una asintota oblicua de la gréafica de
la funcién f.
Lo mismo se puede decir si D no esta acotado inferiormente y se verifican analogas

condiciones respecto a los limites indicados cuando x tiende a —oc.

3.18.6.- Determinar los intervalos de monotonia de la funcién: si f es derivable
en I, este problema se reduce a estudiar el signo de f’, de acuerdo con lo expuesto en
el resultado 2.13.

3.18.7.- Determinar los extremos relativos de f: los puntos a € I en los que es

posible que f presente un extremo pueden determinarse como:

3.18.7.1.- Puntos en los que f no es continua, o en los que es continua pero no
derivable. Un estudio de la funcién en un entorno de dichos puntos permitird saber si

son o no extremos.

3.18.7.2.- Si a es un extremo relativo de f y f es derivable en a, como se vi6 en
2.2, ha de ser f’'(a) = 0. En los puntos que satisfagan esta condicién es necesario hacer

un estudio como el que sugiere la proposicion 3.12.

3.18.8.- Estudiar la convexidad de f: para funciones dos veces derivables en I,

esto equivale a la determinacién del signo de f”, segtn el resultado 3.9.

3.18.9.- Determinar los puntos de inflexiéon de f: éstos pueden presentarse en
puntos en los que exista f’ pero no f”, en cuyo caso se requiere un estudio de la funcién
en un entorno del punto para establecer su naturaleza. Si a es un punto de inflexién y
existe f”(a), ha de valer 0 (de acuerdo con 3.11.ii), por lo que hay que determinar los
puntos en los que se anule la segunda derivada, aplicAindoseles el estudio que indica la

proposicién 3.13.
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Desarrollos de Taylor de las Funciones Elementales 3.19.-

Todos los desarrollos se refieren al punto xy = 0, siendo las correspondientes fun-
ciones de clase C*° en un entorno de dicho punto. El resto de Taylor se ha representado

de acuerdo con la Proposicion 3.4.

2 n

1.- ew=1+%—|—%+...—l—i—!—|—x"5(aﬁ)

2.- =1+ xlolg!(a) + i 102g!(a)2 +...+ % + z"e(x)

3.- sen(r) =z — z—T + E—T — 17:—? +.+(=D)" (2227:—1)! + 22" 2 (2)
4.- cos(z)=1-— Z—T + Z—j - 2—? +...+ (—1)"% + 22" le(2)

5 tee) = + @ 22° 1727 622°  13820" + 222
= 3 7715 T 315 2835 ' 155925

3 33'5 x'? :L,2n+1 2

6.- Sh(x)=x+§+a+ﬂ+...+m+x E(m)
2 gt g0 220 _—

7.- Ch(l‘)=1+g+z+a+...+m+l‘ 5(30)

23 225 1727 622° 1382711

8- Tgh(z) =z — = - 12
eh@) =2 =5+ 95~ 315 T m35  Immoz T CW
_ 1) 22 1) (o — 1) 2™
9.- (1+x)a:1+¥+W+...+a(a ) 5;‘ ntlz +z"e(x) =

_ (C(:)—f—((f)x—f—(§>x2+...+<z>x”+x”5(a€)

Casos particulares:

i) Si o € N se obtiene la Férmula del Binomio de Newton.

ii) a:%;
x x? 323 3-5---(2n—3)z"
Vitr=1+2 - "+ — (=)t ( ) + 2" (x)

2 24 246 2-4-6---2n
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i) o=
1 r 322 3:5--(2n—1)a"
S Ty e ¥ n
a) RPN ) S e TP
1 r? 32t 3-5---(2n — 1) 2"
b) —=1-—+——...+(-1)" 2n+1
) A= > T R Wrses e €
1 x> 32t 3:5---(2n —1) 2" 9
— =14+ =+ —+ ... ntl
) A= 'totoat T T anem 0 W
iv) a=—1;
1
a) 1+x:l—x—i—xZ—x3+a:4—|—...—|—(—1)”.:::”—1—:0"5(33)
1
b) 1 =14+ +2>+a + . F2" + 2 (x)
-z
1
c) m:1—x2—|—x4—x6—|—a:8+...+(—1)"$2"+332"+15(x)
10.-
> L z"
i) log(l + x) = — 53 + ? +...+ (—1)n+ — + x"s(x) (ver 9.iv.a)
n
2 3 n
i) log(l—x):—x—%—%—...—%4—36"6(:1}) (ver 9.iv.b)

11 () N z3 N 3a° +3-5---(2n—1)x2”4r1
- arcsen(r) =1 + ——
2.3 " 2.4.5 2.4.6---2n(2n + 1)

+ 22" ¢ (2) (ver 9.iii.c)

12.- arccos(z) = g — arcsen(x) =
T x® 3aP 35 (20— 1) x2nt1 42?2 (g)
2 2-3 2-4-5 2:4-6---2n(2n+ 1)
$3 I5 1’7 $9 x2n+1
13.- arctg(x) =z — 3 + 5T + 9 +...+(=1D)" 1 + x2"+25(x) (ver 9.iv.c)
14.- ArgSh(x) = log (x +v1+ xZ) =
23 3a° 3.5 (2n — 1) 220+l
— o - —1)" 2n—+2 9.iii.b
x 2.34—2'4'5 +( ) 2.4.6“.271(2”_’_1) +x 6(33) (ver 9.iii.b)
1 1+ 3 5 2n+1
15.- ArgTgh(x) = 5 log <1 — z> =x+ % + % +...+ 2xn 1 + 22" 2¢(z)  (ver 10)
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3.20.- Infinitésimos e Infinitos equivalentes.

A continuacion se presenta una relacién de los infinitésimos e infinitos equivalentes

mas comunes.

3.20.1.- Sean I un intervalo de R, a un punto de I o un extremo de I, y f, g

funciones reales definidas en [ tales que lim f(z) =0 y lim g(z) = 1.

i) Las siguientes funciones son equivalentes a f en el punto a:

1) sen (f()) 2) Sh(f()) 3) tg(f(x))
4) Tgh(f(z)) 5) arcsen (f(z)) 6) ArgSh (f(z))
7) arctg (f(z)) 8) ArgTgh (f(z)) 9) ef® —1

10) log (1+ f(x))

El apartado 10) puede ser enunciado también de forma equivalente como sigue:

“log (g(z)) es equivalente a g(z) —1 en a”.

ii) 1) Sib>0, o/® —1~,log(h) f(x).

2) Sip>0, (14 ()’ —1r~apf(z); g@)P —1~ap(glx)—1).

iii) Las funciones

1) 1—cos(f(z)) 2) Ch(f(z)) -1

f(x)?
2

son equivalentes a la funcion en a.

3.20.2.- Sea P(z) = ag + a1x + - - + axz® un polinomio de grado k > 1 (ax # 0).

Si lim f(x) = oo, entonces P(f(x)) es equivalente a axf(z)* en a.

Observacion 3.21.- Si I no estd acotado superior o inferiormente, todas las equiv-

alencias anteriores siguen siendo validas sustituyendo a por +o0co 6 —o0, respectivamente.
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§4 EJERCICIOS.

1.- Determinar los ntimeros a y b para que la funcién f definida en R por

fla) = z2+1 siz>1,
ar+b six <1,

sea derivable en el punto x = 1.

2.- La curva y = az? + bz + ¢ pasa por el punto (1,3) y es tangente en el origen de

coordenadas a la bisectriz del primer cuadrante. Hallar a, b y c.

3.- Demuéstrese que la curva y = 223 + 6x + 7 no tiene tangentes paralelas a la

recta y = dHx + 3.

4.- Sea o € N. Estudiar la derivabilidad en x = 0 de la funcién

oo (1)
Fz) = x sen(x) six # 0,
0 six =0.

5.- Sea ¢ > 0. Se traza la recta tangente a la hipérbola xy = ¢ en un punto P.
Probar que P es el punto medio del segmento de la recta tangente comprendido entre

los ejes de coordenadas.

x
6.- ;Cuantas rectas tangentes a la curva y = P pasan por el punto (1,2)?
x

7.- Determinar las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (2,—3) y son

tangentes a la pardbola y = 22 + x.

8.- Estudiar la derivabilidad, en su campo de definicién, de las siguientes funciones:

8.1.- f(x)=e 1l z R, 8.2.- f(z) = |log(1+2)|, = € (—1,0).
8.3.- f(z)=|z|"2, z € R 8.4.- f(z)=(z—2)/|z 2|, z € R.
8.5.- f(z) = x e A0 g6 fa) = { 1+ el 70
0 siz = 0. 0 six=0.
., 1 . i
9.- Demostrar que la funcién y = log (r) satisface en su campo de definicion
x
la igualdad
!/
1= .
7Y+ 14z
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10.- Demostrar que la funcién y = e®2'(#) con o € R, satisface en su campo
de definicion la igualdad

(1—22)y" — 2y — o’y =0.

11.- Sean a,b, ¢,d, m nimeros reales. Demostrar que la funcién
y = ae™® 4+ be”™* + ccos(mx) + dsen(mx)

satisface en R la igualdad

y@ =mty.

12.- Sea f una funcién de clase C! en (0,00) a valores estrictamente positivos. Si

x € (0,00), calcular
‘ f(x+h)
pm logasn ( 7(2) ) '

13.- Calcular la derivada de las funciones definidas por las expresiones siguientes,

en sus dominios de definicion:

-1
13.1.- arctg(y/z — 1) — arcsen ( ’ )

x
1 1-— 1
13.2.- log (\/ oty x) 13.3.- log (cos (arctg <—))>
Vid+z—+V1—-z x? —1
13.4.- (23 + 1)%n(@) 13.5.- (z%e3® cos(2z))”
3 n
13.6.- (1+ xeﬁ)4 13.7.- (arctg(z) + arcsen(z))

1
13.8.- \/1 +tg (m + —) 13.9.- log; (arctg /I + cos?(x))
Xr

4/1+ Tgh(x)
13.10.- log(bx2 + 7 10 13.11.- =
exp (y/log(5z? + 7z + 10) ) |~ Teh(z)

13.12.- zarcsen (log(z)) 13.13.- sen(z)ete(®)

14.- Sea n € N fijo, y f(z) = cos™(x) cos(nz), z € R. Demostrar que se verifica
que
f'(x) = —ncos" ! (z)sen((n + 1)x).
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15.- Determinar la derivada n-ésima de las siguientes funciones:

15.1.- f(z) = 2% 15.2.- f(z) = (23 + 1) cos(z)
2
15.3.- f(z) = ; J_ri 15.4.- f(z) = xf_ -

15.5.- f(x) = 2% sen(2x)

16.- Probar que si f es un polinomio de grado n y la ecuacién f(z) =0 tiene n

raices simples, entonces la ecuacién f/'(x) = 0 tiene exactamente n — 1 raices simples.

17.- Sean f y g funciones derivables en R, tales que

9(0)=9(1)=0 vy flx)gx)+ flz)=1, z€R.

Probar que existen infinitos puntos = € R tales que f(z) = 1.

18.- Sean a y b nimeros reales con a > 0. Demostrar que el polinomio
P(x)=x2*+axr+b

tiene una unica raiz real.

19.- Sean f(z) = 3z — 223 — 22 +1 y g(x) = 423 — 322 — 22. Demostrar que
para todo x € (0, 1] se tiene que
f'(x) y f(1) = f(0)
g'(x) "~ g(1) —g(0)

., Contradice este hecho el teorema de Cauchy del valor medio?

20.- Sea f:]0,2] — R dada por
(B3—12%))y si0<z<l,
{ L/ sil<az<2.
Estudiar si existe un punto ¢ € (0,2) tal que f(2) — f(0) = 2f’(¢). {Cudntos puntos

fz) =

¢ € (0,2) verifican la igualdad anterior?

21.- Probar las siguientes desigualdades:

T

V1—a2

21.1.- Para z € (0,1), arcsen(x) <

21.2.- Para =z > 0,

1
HL:L‘ <log(l+z)<z y 112 <log(l+z) —log(z) <

SN
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21.3.- Siz >0, Tgh(z) <z < Sh(z).
21.4.- Si 0 < a < 1, para cada nimero natural n se verifica que

a « «
Wﬁ(n—l—l) —n- <

21.5.- Siz >0, e* > 1+log(l+ z).

nl—o :

22.- Calcular:

22.1.- lim ((:c + 1) arctg(x + 1) — xarctg(x)).

r—00

1 1
22 i (7o () o (3)

23.- Calcular los siguientes limites utilizando la regla de L’Hopital:

23.1.- lim (ae”” + P(m)), donde a € R, a # 0, y P es un polinomio.

23.2.- mler;O (log(z) — ) 23.3.- mlgl;o x(ZI/x —1)

23.4.- lim log(z)log(1 — ) 23.5.- lim< ; 1 )
z—0+ z—0 \sen?(x) 1 — cos(z)

23.6.- Ili)rgl+ 23 log(x) 23.7.- I}i%h(l/x)tg(w)

23.8.- lim 80T 2 @

z—0t 1 —+/1— 22

24.- Calcular aproximaciones decimales de sen(6°) con un error menor que 2- 1074,

3
y de /7 con un error menor que 1074,

25.- Calcular los polinomios de Taylor siguientes:
25.1.- De orden 4 en x = 0 para la funcién f(x) = log(e + x).

3
25.2.- De orden 3 en x = 5 para la funcién f(z) = /3 + z.

T

25.3.- De orden 4 en x = 0 para la funcién f(z) = cos(@)”

25.4.- De orden 4 en z = 0 para la funcién f(z) = 1 — cos(z) + log ( cos(z)).

25.5.- De orden 3 en = = % para la funcién f(z) = log (tg(z)).
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26.- Calcular los siguientes limites en caso de que existan:

_ 1 IR . cos(xe®) —cos(xe )
26.1.- lim [ sen (—) + cos (—) 26.2.- lim 3
T — 00 x x x—0 x

sen ( sen (tg (332/2)))

e +sen(x) — 1

26.3.- lim 26.4.- lim

z—0 log ( cos(3z)) z—0 2 log(1l + x)
3z\te 5o T —1
26.5.- lim (4 . —x> (5%) 26.6.- lim ————— 4>0
r—a a =01+ -1

x T T\ 1/x 1/x
26.7.- lim (m) Cabe>0.  26.8- lim [ B@
x—0 3 z—0 \ 1 — tg(z)
T _ 2 (1 —cos(2x))log(1l + x)
26.9.- lim (&~ D)8 (@) ( )

26.10.- lim
r—0

20 7 (1 — cos(z)) (e* — 1) tg?(x) sen(2z)

0+ z)\/*
26.11.-wlir?/z(2x2—3x+1)tg(ﬁx) 26.12.- lim (%) . cos(f) #0.

1 —cos (1 — cos(z))

26.13.- lim (z + sen(z) + cos(x))COtg(m) 26.14.- lim
z—0 z—0 x

x .2
26.15.- lim % — Dlog(l = 27)

 donde a>0,peN.
z—0 ((1 — x2)P — 1) arcsen(z) once a b

1 — cos (tg*(z))
26.16.- HYe gt/ 26.17.- li
6.16 :c((x-l— ) . > 6.17 200 2 sen*(z) + send(x)

27.- Calcular los limites siguientes utilizando desarrollos de Taylor:

sen?(z?) — sen?(z3)

2t — 2
97.1.- lim 218(®) —sen(2z) 27.2.- lim
z—0 sen3(x) z—0 10

log(1 + 2?) — arcsen(z?) VT+3 - v 15

27.3.- gllg%) o 27.4.- il_}rnl T~ ta(rz/y)
tg(ax) — atg(w) (sen(z) — x)4

27.5.- lim 27.6.- lim 5
z—0 acsen(z) — sen(a ) =0 (log(z 4+ 1) — z)

28.- Calcular los extremos de la funcién f(z) = e* + e — 2 cos(z).
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29.- Estudiar y representar graficamente las siguientes funciones:
2

29.1.- y = 2% — 5% + 5r — 1 29.2.- y =

y=x e+ ox Y 1

2x° — ba? + 14z — 1
20.3.. y— 2 —or Hlr =6 o, losl@)
42 x
29.5.- y = z!/* 29.6.- y = (z — 1) Va2
29.7.- y = zellx 29.8.- y = log(cos(z)), z € (—7/2,7/2)
1

29.9.- y = —1x2 log(x) 29.10.- y = Sh*(z) + Ch?(z)

30.- Un canal abierto, de fondo horizontal y cuyas paredes laterales tienen una
inclinacién de 45°, ha de tener una seccién de 12m?. Determinar las dimensiones de la,

seccién que hacen minimo el perimetro que se encuentra en contacto con el fluido.

31.- Una ventana estd formada por un rectangulo y un tridngulo isésceles cuya
base es el lado superior del rectdngulo y cuya altura es igual a 3/g de la longitud de la
base. Si el perimetro de la ventana es de 9m, determinar las dimensiones de los lados

para que el flujo de luz sea maximo.

32.- Una fabrica de cajas de cartéon dispone de laminas rectangulares de lados a
y b. Las cajas (sin tapa) se construyen eliminando de las esquinas sendos cuadrados de

lado z. Determinar la longitud de x para que el volumen de la caja sea maximo.

2 2
33.- Dada la elipse — + 4 _ 1, determinar las longitudes de los lados del
a

b2
rectangulo de area méxima que se puede inscribir en la elipse, teniendo sus lados par-

alelos a los ejes.

34.- Un tridngulo isésceles de perimetro 50 metros gira alrededor de la altura
relativa al lado no igual, engendrando un cono. Determinar las longitudes de los lados

del triangulo para que el cono tenga volumen méximo.

35.- En una circunferencia de radio r se consideran dos angulos consecutivos y

complementarios. Hallar el valor maximo de la suma de sus respectivas cuerdas.

36.- Se sabe que el precio de un diamante es proporcional al cubo de su peso.
Demostrar que al partir un diamante en dos partes se deprecia, y averiguar cémo ha de

partirse para que la depreciacién sea maxima.
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37.- Se desea construir un sélido, de volumen prefijado, formado por un cilindro
rematado por una semiesfera. Determinar las dimensiones de dicho sélido para que

tenga la menor superficie posible.

38.- De un circulo de papel se recorta un sector circular de angulo central a y se
forma con el papel sobrante un cucurucho. Hallar el valor de o para el que el cucurucho

(de forma cénica) tiene volumen méaximo.

39.- Se considera la parabola y = 4 — 22. Determinar los puntos de dicha parabola

més cercanos al punto (0, 1).

40.- Una cuerda de 1 metro de longitud se corta en dos partes para construir un
cuadrado con una y una circunferencia con la otra. Determinar cémo se ha de realizar

el corte para que la suma de las areas de ambas figuras sea minima.

§5 SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS.

3.- Comprobar que 3’(x) no vale 5 en ningin punto.
4.- Si « =1, f no es derivable en x = 0; si « > 1, f/(0) = 0.

5.- La recta tangente a la hipérbola en (xg,c/xo) corta a los ejes en los puntos

(220,0) y (0,2¢/xq), respectivamente.
6.- Dos, las trazadas en los puntos de abscisa r1 = —2 + V3 y X9 = —2— V3.
7.- Hay dos soluciones, y = 11z — 25 é y=—x — 1.

8.1.- Derivable en cada punto = # 0; no derivable en 0.

8.2.- Derivable en (—1,0) U (0, 00); no derivable en 0.

8.3.- Derivable en R\ {0}; no derivable en 0.

8.4.- Derivable en R (en x = 0 usar la definicién de derivada).

8.5.- Derivable en R (en x = 0 usar la definicién de derivada).

8.6.- Derivable en R\ {0}; es continua en 0, f/(07) =0, f/(07) = 1.
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x f(x

z)

log(b)
log(a)

o (f($+h)> log (f(z +h)) —log (f())
S f(z) B log(x + h) — log(z) '

12.- El limite es ) Recordar que log,(b) =

para poner

=

13.1.- 0. 1320 ——— .  13.3- ——
xyV1 — 22 x(x? —1)
13.4.- (28 + 1)) ((cos(a) log(a® +1) + sen(z) 227 ).

13.5.- (2%e®" cos(2 x))$(log (223" cos(2x)) + 2+ 3z — 2 tg(2 x)) .

3
13.6.- ;x/1+xex/5 eV (24 V).

13.7.- n(arctg(z) + arcsen(w))n_1 (1 —l—1x2 + ﬁ) .
—x

1+ tg? (:c + %) 1
13.8.- (1 _ —) .

2\/1+tg(:c+§) a
— cos(x) sen(x)

log(5) arctg (1/1 + cos?(z)) (2 + cos?(z)) /1 + cos?(x) .
1 10z +7
2 \/log(522 + 7z + 10) 522 + Tz +10°

13.9.-

13.10.- exp (v/log(522 + Tz + 10))

1 /14 Tgh(z)\~% 242 Tgh(x 1 /14 Tgh(z)\%4 1
13.11. L (AETEoy 202 Tehie) 11 bTeble)yin 1y
4\1~ Tgh(z) 1— Tgh(z)  2\1_ Tgh(z) 2
1
13.12.- arcsen (log(z)) + —/————.
(log()) 1 — log(z)?
1 cos®(x) + sen(x)
tg(x tg(x _ tg(x
13.13.- cos(z) '@ + sen(z) '8 co(z) et8(@) cos? (1)

14.- Utilizar que sen(z) cos(nz) + cos(z) sen(nz) =sen ((n+ 1) z).
15.1.- Por la férmula de Leibnitz, para cada n > 4 se tiene que
() = 4" 2 (16 2° + 8na + n(n —1)).
15.2.- Usar la férmula de Leibnitz:
f(x) = (2® 4+ 1) cos(z + ng) +3na? cos(x + (n — 1)%)

+3n(n— 1)z cos(z + (n — 2)%) + n(n — 1)(n —2) cos(z + (n — 3)%).
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1 1
15.3.- Antes de derivar, escribir f(x) =1+ pro R
15.4.- Poner f(z) 1(1+1)
.4.- Poner f(x) == .
2\e—1 x+4+1
16.- Siry <ro <...<r, son las n raices del polinomio f, aplicar el teorema de
Rolle a f en el intervalo [r;,r;41],i=1,2,...,n— 1.

17.- Evaluar la funcién f'(z)g(z) + f(z) en . = 0y en ro = 1, para obtener
que f(0) = f(1) = 1; en virtud del teorema de Rolle, existe r3 € (ri,r2) tal que

f'(rs) =0, y por tanto f(r3) = 1. Razonar por recurrencia.

18.- La existencia de al menos una raiz se deduce por el teorema de Darboux; la

unicidad de la misma se debe al crecimiento estricto de P, pues P’(z) > 0 para todo .

19.- No; el punto £ € (0,1) que proporciona el teorema de Cauchy resulta ser un
cero comun de f’y ¢’ (concretamente, { = (3 + v/33)/12), de modo que no es licito

escribir la igualdad del teorema en forma de cociente.

20.- El teorema de Lagrange garantiza la existencia de (al menos) un valor ¢ bajo

las condiciones pedidas. De hecho, hay dos soluciones, ¢; =1/2 y ¢y = V2.

21.1.- Por el teorema de los incrementos finitos de Lagrange,
1
V1—=1¢,2

21.2.- Mediante sendas aplicaciones del teorema de los incrementos finitos,

arcsen(z) = arcsen(x) — arcsen(0) = x 0<cy <.

T

log(1 = log(1 —log(1) = 1< ey .
0g(1+x) =log(1 + z) — log(1) i e <cp <vw
1
10g(1+3:)—10g(:)3)=d—, r<dy, <z+1.
21.3.- Analogamente,
x
Tgh(z) = Teh(z) — Teh(0) = ———— 0 < ¢, < .

Sh(z) = Sh(z) — Sh(0) = x Ch(d,), 0<d, < z.
21.4.- Aplicando el teorema de Lagrange a f(z) = x® en [n,n + 1], se deduce que
(n+1D)*—n*=ac, !, n<c,<n+l.

21.5.- Por el teorema del valor medio de Cauchy,

(e” — )

¥ = (log(1+ x) —log(140))e®, 0<c, < .
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22.1.- Por el teorema de los incrementos finitos,

Cy

(x + 1) arctg(z + 1) — zarctg(x) = arctg(c,) + 1+ c,2’

r<c,<x+1.

Notar que lim ¢, = oco. El limite es g .

xr— 00

22.2.- De forma similar,
(z+1)%sen (1/; 4 1) —a®sen (1/3) =2¢psen (1/¢ ) —cos (1/), z<cp <z+1.

El limite es 1.

23.1.- +00 0 —oo, de acuerdo con el signo de a. 23.2.- —oo. 23.3.- log(2).
23.4.- 0. 23.5.- —o0. 23.6.- 0. 23.7.- 1. 23.8.- —1.

24.- 6° = /30 radianes. Usar el desarrollo de Taylor de f(z) = sen(x) de orden

n en g = 0. Basta elegir n > 3.

3
VT = \3/8 —1=2f(1/g), siendo f(z) = (1— )3, Usar el desarrollo de Taylor de

f de orden n € N en xg = 0 y acotar el resto. Basta elegir n > 3.

X Iz IL’S 1'4
25.1.- 1. =14 - - — .
1(f,0)(x) * e 2e2 * 3e3  4et
1 1
25.2.- T3(f,5)(z) =24+ — (z —5) — — (z — 5)? —5)3,

25.3.- Ty(f,0)(x) =z + %x?’.
25.4.- Ty(f,0)(z) = — % rt.

25.5.- Ty(f, m/4)(x) = 2 (x - %) + §<m - %)3

-1
26.1- e 26.2- -2, 26.3.- -~ 26.4.- 1. 26.5.- exp (6/7).
26.6.- 2log(a). 26.7.- Vabc. 26.8.- ¢2. 26.9.- 2. 26.10.- 1.

1 ] |
26.11.- —. 26.12.- e~ %), 26.13.- 2.  26.14.- g 26.15.- og(a)
" p

26.16.- 0. 26.17.-

Z.

27.- Las funciones ¢ siguientes tienden a cero en el punto correspondiente.
27.1.- 2 tg(z) —sen(2x) = 223 + 2% (x), sen®(z) = 23 + 2%e2(x), en x¢ = 0.
El limite es 2.

-1

—1
27.2.- sen®(z?) —sen®(z%) = 5 210 + 2'te(x) en o = 0. El limite es -5
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—1 —1
27.3.- log(1 + x*) — arcsen(z?) = > x* + 2%e(z) en xg = 0. El limite es -5

3 1
27.4.- Vr+3—V3r+5= 61 (x —1)* + (z — 1)1 (2),

1 —tg(mz/y) = TW (x = 1)+ (z — 1)ea(z) en xg = 1. El limite es 0.

3 _
27.5.- tg(ax) —atg(r) = % o3+ 2tei (),
_ _@—a) 5 4 _ .
asen(z) —sen(ax) = 6 x° + x"e9(x) en xg = 0. El limite es 2.
-1 3 3
27.6.- sen(x) —x = 5 % + x°e1(x),
— 4
log(x +1) —z = oY 2?2 + 2%e5(x) en xo = 0. El limite es 3l

28.- f'(x) =0si, y s6losi x =0. f presenta en xg =0 su minimo absoluto.

30.- Sean b la anchura de la base y h la profundidad del canal. El valor de h que
12
hace minima la funcién perimetro p(h) = T (V8 —1)h es ho= 12/ — 1) -

3x(24-5
31.- El drea de la ventana es A(x) = u, siendo z la longitud de la

base del recténgulo. Las dimensiones buscadas son o = 12/5 (longitud de la base del

rectangulo), yo = 9/5 (altura del rectangulo), hg = 9/10 (altura del tridngulo).

32.- V(z) = (a —2x)(b—2z)xz. El volumen alcanza su méximo absoluto cuando

le(a—i—b—\/az—ka—ab).

6
33.- Cada punto de la elipse en el primer cuadrante, (x,y), determina un rectdngulo
, 4b . .
de drea A(z) = —xv/a2? —22. El valor de A es maximo si z = a/v/2, con lo que los
a
lados del rectangulo miden av/2 y /2.

34.- La altura relativa al lado no igual es también la altura del cono h, en funciéon

de la cual se expresa el volumen del cono como

™ /25 h2\2

h) = —h(— - —) .
Vi) 3 2 50
Este es maximo cuando h = 5v/5.

35.- La suma de las longitudes de las cuerdas viene dada, en funcién del valor «

del menor de los dos angulos, por

s =2r(sen (5) +sen (T - 3)).  acb ]l
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y su valor méximo es 4r sen(w/8).
36.- La depreciacion es maxima cuando se divide el diamante en dos partes iguales.

37.- La superficie viene dada en funcion del radio de semiesfera y cilindro como

2V 5)
S(r) = TO + ?Wr?,

3V
siendo Vj el volumen fijo total. El minimo se alcanza cuando r = 4 5—0.
T

38.- Si R es el radio del circulo de papel, el volumen del cucurucho es

Via) = gRP’(l - %)2 \/1 (1- i)2, a € (0,2r),

V6

que es maximo cuando o = 27r(1 — —)

3

V10 V10
Y 7

40.- El area total es, en funcién del radio r de la circunferencia,

1 ™ 2

IS

y su valor minimo se alcanza cuando r = 1/(27 + 8).

39.- Los puntos de la parabola de abscisas , respectivamente.
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TEMA 4 CALCULO DE PRIMITIVAS

El Cdlculo de Primitivas o Integracion Indefinida es una materia de especial impor-
tancia practica, siendo la base tedrica sobre la que se fundamenta relativamente sencilla
en cuanto a conceptos. Esta importancia se pone de manifiesto si se observa, entre
otras muchas cosas, que la inmensa mayoria de los fendmenos fisicos vienen descritos

por Ecuaciones Diferenciales, cuya resolucion tedrica necesita de esta materia.

La clase de funciones definidas en un intervalo que admiten primitiva en él es muy
amplia (por ejemplo, contiene a toda funcién continua); no obstante, el problema de
calcular la primitiva de una funcién es, en general, irresoluble, es decir, existen funciones

cuya primitiva no puede ser expresada de forma elemental (como la funcién de Gauss
O(z) = [e dx).

A partir del epigrafe §2 nos centramos en el estudio de las primitivas de ciertas
clases muy concretas de funciones. Como se puede comprobar a lo largo de estas notas,
la mayoria de los métodos reducen el problema original al de las fracciones racionales,

que estudiamos en el citado apartado.
§1 DEFINICIONES Y PRIMERAS PROPIEDADES.

Definicién 1.1.- Sea f una funcién real definida en un intervalo I de la recta real.
Se dice que la funcién F', definida y derivable en el mismo intervalo, es una primitiva
de f si se verifica que

F'(x) = f(x) (le—];(x) = f(:r;)) para cada x € I.

Nota: La definicion proporciona el conocimiento de las primitivas de un gran
nimero de funciones elementales (ver §9). Por ejemplo, puesto que sen’(z) = cos(x)
para cada x € R, la funcién seno es una primitiva del coseno en R.

Propiedades 1.2.-

De las propiedades aritméticas de la derivacién se deducen los dos siguientes resul-

tados, que proporcionan las primeras reglas practicas para la integracién:
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1.2.1.- Si F' es una primitiva de f y C' es un numero real, entonces la funcién
F + C es también una primitiva de f. De hecho, si G es otra primitiva de F', se tiene

que F' — GG es constante.

Nota: El conjunto de las primitivas de una funcién f se denomina integral in-

definida de f, y se denota por

/f(ac)dx 6 /f.

Segun el resultado anterior este conjunto se obtiene sumando constantes a una primitiva

arbitraria, F', por lo que es usual escribir

/f(ac)da: =F(x)+C.

En estas expresiones la variable “x” es irrelevante, lo mismo se podria escribir
[ f(y) dy; la variable de integracién adquiere un papel destacado, por ejemplo, cuando

la funcién depende de dos o mas variables, como en
/sen(23$2) dzx .

1.2.2.- Si F, G son primitivas de las funciones f y g respectivamente, definidas

ambas en un mismo intervalo I, y si a;, 4 son nimeros reales, entonces

aF+ G esuna primitivade oaf+(3g enl.

1.2.3.- De la férmula de derivacién del producto se deduce la

Formula de integracion por partes: Sean f, g dos funciones definidas en el

mismo intervalo y tal que ambas son derivables. Entonces
[ 1@ @) dn = 5(@) g(a) = [ () g(a) do.
Esta férmula se suele escribir de forma mas compacta
/udv zuv—/vdu,
donde u = f(x), du = f'(x)dz, v = g(x), dv = ¢'(z) dx.

Nota: La expresién y(z) dz tiene perfecto sentido desde el punto de vista de las
aplicaciones lineales, para ser mas precisos, de las formas diferenciales. Aqui sélo nos

preocupa como formalismo de célculo.

1.2.4.- La regla de la cadena proporciona nuevos argumentos para el calculo de

primitivas.
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Método de sustituciéon: Sean f y ¢ funciones de variable real tales que ¢ es
derivable y la imagen de ¢ estd contenida en el dominio de f. Si F' es una primitiva

de f, entonces

[ Fe(@) ¢/ a) do = Flo(a)) + €

Cambio de variable: Sean f y ¢ funciones definidas en los intervalos (a, b) y (¢, d)

respectivamente, tales que ¢ transforma biyectivamente el intervalo (c,d) en (a,b), y

! son derivables. Al considerar la integral indefinida

/ Fow) & (y) dy = / o) dy,

si G es una primitiva de g, se obtiene que

/f(m) dr=G(p ' (z)) +C.

Este método es 1til cuando el cambio de variable transforma el célculo de la pri-

tanto ¢ como ¢~

mitiva de f en el de la de g, conocida o mas sencilla de obtener.
Noétese que el argumento utilizado es exactamente el mismo que en el método de

sustitucion, sélo que aplicado en sentido inverso.

Nota: Es usual representar, abusando de la notacién, las identidades de aplica-

ciones lineales dp(y) = ¢'(y) dy por dx(y) = ¢'(y) dy, e incluso
dr = ¢ dy 6 dy = (¢ 1) dz.

Este ser4 el criterio que seguiremos en adelante.
§2 INTEGRACION DE FRACCIONES RACIONALES.

Definicién 2.1.- Una funcién f se dice que es una funcion o fraccion racional si

se escribe en su dominio de definicién como cociente de dos polinomios:

_ P(=)
0= Q)
Si el grado de P es mayor o igual que el grado de @) es posible escribir
_ Pz) _ R(x)
10 =06 =Y qey

donde C' es el polinomio cociente y R es el resto, que tiene grado estrictamente menor
que el de Q. Es por esta razén que de ahora en adelante, y salvo que se diga lo contrario,
solo consideraremos fracciones racionales con el grado del numerador menor que el del

denominador.
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Teorema: Todo polinomio Q(z) con coeficientes reales se puede descomponer de

forma tnica como un producto
Qx)=C(z—a)™ ...(x—a.)""q1(x)™ ... qs(x)",

donde C' € R, aq,...,a, son las raices reales de @), mq, ..., m, son sus multiplicidades
respectivas, qi, . . ., ¢s son polinomios ménicos de grado 2 sin raices reales, y ni, ..., ng

son sus multiplicidades.

Nota: El hecho de que los polinomios ¢; de la descomposicién anterior no tengan

raices reales significa que ¢;(x) = 22 + a;z + 3; con o? — 43; < 0.
2.2.- Método de descomposicion en fracciones simples.

Este método, que es titil cuando los factores del denominador (ver teorema anterior)

son de multiplicidad baja, se basa en el siguiente resultado.

P(z)
Q(x)
entonces f(x) se escribe de forma tnica como

f(z) = A Al At my

(x—a1) (x—a1)?2 ~~  (x—ap)m

Teorema: Si f(x) = es una fraccion racional y () se descompone como antes,

Ar,l AT‘,Z Ar,mr
(z—a,) (x—a.)? =~ (z—a,)™
Biiz+C Bisxz+C By, x+Ci,,
" 1,1 1,1 i 1,2 . 1,2 T 1,n4 ! 1,n1
a1 () a1(x) q1(x)™
Bs,l T+ Cs,l Bs,2 T+ CS,Q + + Bs,ns T+ Os,ns
qs(x) qS(I>2 qS(x)nS

donde los A; ;, B; j, C; j son nimeros reales.

_|_

+

Y

Estos coeficientes se pueden calcular por el denominado método de los coeficientes

indeterminados, que se reduce a un problema de Algebra Lineal.

Segtun lo anterior es suficiente calcular las primitivas de las fracciones que aparecen

en la expresién (), denominadas fracciones simples.

d
2.2.1.- /_x = log(|z —a|) + C.
rT—a

2.2.2.-/( dv 1 L Lot

r—a)” 1—-n (z—a)"!

Ax+ B
2.2.3.- ———dx, A#DO0;
/a:2+oza:+ﬁ T A7
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En primer lugar se escribe la fraccion a integrar del siguiente modo
Ar+B A 2x+42B/y A 212+« +é 2B/p -«
24+ax+8 2224+azx+p 2224+azx+8 2224+ax+08
Notese que el numerador del primer sumando es la derivada del denominador, de

manera que la primitiva de este sumando es inmediata y resulta ser

A 2z+4+a« A 9

La forma clasica para calcular la primitiva del segundo sumando es reducirla me-

diante un cambio de variable a una conocida. Puesto que
P +artf=(v+p) +(B-0%y) = (@ +p)’ +77 =7 ([@+ )2 +1),
donde p = /9,42 = § — &?/4, tras realizar el cambio de variable
r+pu=~t; dr=~dt

resulta

dx _/ dx _1/ a
?t+az+f ) 2(l@+n)’2+1) v 2+1

= % arctg(t) + C = % arctg ((z + p)/) + C,

2.2.4.- / Az+ B dz, n > 1;
(22 4+ ax+ B)"

Para calcular estas primitivas, después de haber escrito la fraccion como suma
de dos, igual que en 2.2.3, se puede utilizar un método de recurrencia (ver 8.1), pero
cuando en el denominador aparecen raices miltiples, sobre todo si éstas son complejas
y de multiplicidad elevada, es mas cémodo el llamado método de Hermite, que no se

detallara.

§3 FRACCIONES RACIONALES DE LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS.

Este paragrafo lo dedicamos al calculo de primitivas de funciones del tipo
R(sen(z),cos(x)),
donde R es una fraccién racional de dos variables (aqui no se supone que el grado de P
sea menor que el de Q).

2
Ejemplo: Si R(x,y) = %, entonces
iy Yy

2sen(x) cos(z) + sen(z)

R(sen(e), cos(x)) = — e o)’
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3.1.- El procedimiento general es reducir estas funciones a fracciones racionales

clasicas mediante el cambio de variable

t = tg(z/2),
con el que, a partir de las férmulas trigonométricas, se tiene que:
2t 1-—t2 2
sen(x) = cos(x) dt.

= — = — €Xr = ———
1+¢27 1+¢2° 1+¢2
El integrando de la primitiva resultante es una funcién racional de ¢ por serlo sen(x),

cos(z) y dx.

3.2.- Existen situaciones particulares en las cuales es posible resolver estas primi-
tivas de forma mas sencilla. Nos limitamos a describir los procedimientos sin justificar

las aseveraciones que se hacen:

3.2.1.- R(sen(z),cos(z)) es impar respecto al coseno:

Este caso se da cuando
R(sen(z), — cos(z)) = —R(sen(z), cos(z)) .
Mediante el cambio
t=sen(x); 1—t°>=cos(x)?; dt= cos(z)dr,
resulta que

/ R(sen(z), cos(z)) da = / S(t) dt

donde S es una fraccién racional.

3.2.2.- R(sen(z),cos(z)) es impar respecto al seno:

Se verifica que
R( —sen(z), cos(z)) = —R(sen(z),cos(z)) ,
y haciendo el cambio
t=cos(x); 1-t*>=sen(x)?; dt= —sen(x)dx,

se transforma la integral en la de una fraccién racional.

3.2.3.- R(sen(z),cos(z)) es par respecto al seno y al coseno:

Esto significa que

R( — sen(z), - cos(x)) = R(sen(x), cos(x)) ;
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se hace el cambio t = tg(x), resultando que

t2 1
g osen(@)’s o =cos(@)’s dt=(1+tg(z)’)dz o do =

y la primitiva original se reduce a una racional.

1

1T dt,

Nota: Las relaciones trigonométricas permiten, en muchos casos, simplificar el
calculo de este tipo de primitivas; por ejemplo, la primitiva de la funcién f(x) = cos?(x)
se puede resolver segtin el método expuesto en 3.2.3, pero resulta mas sencillo si se tiene
en cuenta que

1 cos(2z)
2
cos™(z)= -+ ——,
(z) =3 5

siendo las primitivas de los dos sumandos inmediatas.

3.3.- Primitivas de funciones reducibles a las anteriores.

Las fracciones racionales que involucran expresiones de la forma sen(mz) o cos(nz),
donde m, n son nimeros naturales, se pueden reducir a las de los tipos anteriores expre-
sando sen(mx) y cos(nzx) en funcién de sen(x) y cos(z), lo que es posible sin més que

tener en cuenta las férmulas trigonométricas del angulo suma.

§4 FRACCIONES RACIONALES DE LA FUNCION
EXPONENCIAL.

4.1.- Nos interesamos ahora por las primitivas de funciones del tipo R(e®), donde
R es una fraccion racional.

El procedimiento general es realizar el cambio de variable
e =t, esdecir, x=1og(t),

con lo cual X
dt =e”dxr o dx = Edt

reduciéndose a la primitiva de una fraccién racional:

/R(efﬂ)daz:/@dt.

4.2.- Fracciones racionales de las funciones hiperbdlicas.

Aligual que en el pardgrafo §3 nos interesamos en las primitivas de las funciones del

tipo R(Sh(z),Ch(z)), donde R es una fraccién racional de dos variables. Recordemos
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que las funciones hiperbdlicas se definen por

Sh(z) = “— " Ch(x):#, Teh(z) = g}fl((xé

Entre sus propiedades (ver el apéndice del tema 3, dedicado a las funciones elemen-

tales), son fundamentales las dos siguientes:

i) Ch(z)® —Sh(z)*=1.

ii) Sh'(z) = Ch(z); Ch'(z)=Sh(x); Tgh'(z)=1— Tgh(x)*= !

Ch(z)?"

4.2.1.- De forma analoga al método expuesto en el apartado 3.1, el cambio de

variable

t = Tgh(x/2); x=2ArgTgh(t); dx =

reduce estas primitivas a las de fracciones racionales. Dejamos como ejercicio para el

alumno el estudio exhaustivo de este procedimiento.

Nota: Es posible también aplicar el argumento de 4.1, puesto que toda fraccion
racional R(Sh(z), Ch(z)) es una fraccién racional S(e”). Como ejercicio proponemos

demostrar esta tltima aseveracién (Indicacion: Nétese que eTe™™ = 1).

4.2.2.- Por ultimo senalaremos que los mismos argumentos utilizados en 3.2 pueden
ser repetidos, paso por paso, sustituyendo las funciones trigonométricas por las hiper-

bélicas de igual nombre.

§5 INTEGRALES DEL TIPO
cr+d cr+d cr+d

Aqui R denota una funcién racional de v + 1 variables, R(z,y1,...,Y.), y mg € Z,

ng € N para todo kK =1,2,...,v. Por ejemplo, la integral

x+1
r—1

- SE=ERiEE)

es del tipo en cuestion, pues la funcién racional de 4 variables,

Y1
Tys + Y3’

dx

R(SE, Y1,Y2, 93) -
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permite escribir
e+ N2 (21 B fr41\ A
I= | R| =, , , dr .
z—1 r—1 rz—1

La representacion no es unica. Invitamos al lector a dar varias representaciones,

tanto para esta funciéon como para las de los ejercicios propuestos.

Sea p = m.c.m.(n1,ne,...,n,). El procedimiento general para la resolucién de este
tipo de primitivas consiste en efectuar el cambio de variable
ar-+b . tPd — b
=P, es decir, T =
cx+d

que transforma la integral en la de una fraccién racional en t.

a — tPc’

5.1.- Casos particulares.

5.1.1.- Integrales del tipo /R(x, gy g ,xm”/”v> dzx.
5.1.2.- Integrales del tipo / R(a:, (az+b)" " (ax+b)"n2 ... (ax+b)m”/nu> dx.
5.1.3.- Integrales del tipo /R(:I;, m\/ ax + b) dx.

§6 INTEGRALES BINOMICAS o BINOMIAS.

Estudiamos en este epigrafe las primitivas del tipo
/wm(aw" + b)pdaz,
donde m,n y p son numeros racionales. Haciendo el cambio de variable
1
t=x": x=tM: dr=—t""ldt,
n
se tiene que
1
/mm(aa:" + b)pda: = — /tq(at + b)pdt,
n

m-+1
n

con q = —1.
Sobre el integrando de la ltima primitiva se observa que:

6.1.- Sip € Z, es de la forma R(¢,t?), con R fraccién racional, y la primitiva es del
tipo 5.1.1.
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6.2.- Si g € Z, es de la forma R(t, (at + b)p), R fraccién racional, y la primitiva es
del tipo 5.1.2.

p
6.3.- Si p+ q € Z, es posible escribirlo como <atT+b> tPT4  que es del tipo
estudiado en §5 conc =1y d =0.

Nota: La racionalizaciéon es imposible si no es entero alguno de los ntimeros p,
q, p+ q. En el caso de que los exponentes m, n o p no sean racionales no existe un

procedimiento general para el célculo elemental de estas primitivas.

6.4.- Casos particulares: No se hace necesaria la reduccion a integrales del tipo

estudiado en §5 cuando se dan los siguientes casos.

6.4.1.- Si p es natural, por la Formula del Binomio de Newton

p
(at +0)P =" (Z) ak Pk

k=0

y la integracién es inmediata:

p
/tq(at+ byPdt = (Z) ak ppF /t“q dt .

k=0

6.4.2.- Si g es natural, realizando el cambio

—-b 1
z=at+b; t:z ; dt = —dz,
a a

se sigue que

1
/tq (at+b)Pdt = s /(z —b)12P dz,
que es del tipo anterior.

6.4.3.- Si —(p + ¢ + 2) es natural, mediante el cambio
1 -1
t==; dt=—

dz
z 22 ’

se obtiene
/tq (at+b)Pdt = — /z(q+p+2)(a +b2)Pdz

reduciéndose al caso 6.4.2.

§7 INTEGRALES DEL TIPO /R(a:, Vaz? b+ c) de .

Como siempre R(z,y) denota una funcién racional de dos variables. Se supone que

existe un subconjunto A de la recta real (de hecho un intervalo o unién de dos intervalos)

Departamento de Analisis Matematico y Didactica de la Matematica.



IV. CALCULO DE PRIMITIVAS 83

tal que az?+bx+c >0 paratodo xz € A, pues en caso contrario el problema no tiene

sentido.

Es posible obtener estas primitivas mediante diversos procedimientos, de los que
citaremos el que se basa en la reduccion del integrando a una fraccién racional de las

funciones trigonométricas o hiperbélicas.
Se distinguen dos situaciones generales segun el signo de a.

7.1.- Si a > 0 es posible escribir

ax’ +br+c= (ﬁx—k%f#—(c—%).

2

7.1.1.- Si ademds ¢ — :—a >0 (osea, az?+bx + ¢ > 0 para todo z), poniendo

2
v? = ¢ — — resulta que

4a
b \2
aa:2+b:c+c:fy2(<\/ax+ > +1),
y tras realizar el cambio de variable

b b
ve b 0 _ .
v 2vva

se obtiene que

/R(az,VamQ +ba:+c> dr = /S(t, 2 + 1) dt,
donde S(zx,y) es una fraccién racional.

Puesto que Ch?(z) = Sh?(z) 4 1, es légico hacer el cambio
t=Sh(z); Vt?+1=Ch(z); dt=Ch(z)dz,

resultando una integral que se resuelve segiin los métodos expuestos en 4.2.

2

7.1.2.- Si por el contrario se tiene que ¢ — ia < 0 (el polinomio tiene dos raices

2
1g OV resulta que

Vazx b \2
v +27\/5> _1)'

Del mismo cambio de variable realizado en 7.2.1.1 se sigue que

/R(m,\/ax2+bx+c> dx:/5'<t, t2—1> dt ,

reales distintas), tomamos ahora 72 =

aw2+bx+c:’yz(<
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con S fraccién racional. En este caso se hace el cambio
t=Ch(z); +t?2—-1=Sh(z); dt=Sh(z)dz,

resultando de nuevo una primitiva del tipo estudiado en 4.2.

2
Nota: Si ¢ — — = 0, el polinomio es cuadrado perfecto y la primitiva original es

4a
en realidad racional.

7.2.- Si a <0 (—a > 0) se tiene que
b2

axQ-l—bx—l—c:—(\/—_ax—2\/b__a>2+<c—ﬁ>.

Puesto que el trinomio toma valores positivos en algin subconjunto de R debe ser
2 2

c— Zf_a > 0 (el polinomio tiene dos raices reales distintas); poniendo v? = ¢ — i—a resulta

que

aacz%—l)x%—c:’y?(l—<\/__aaj b >2>,

Y 29w/a

y haciendo el cambio de variable

se sigue que

/R(x,\/m> da::/S(t, M) dt

donde S(x,y) es una fraccién racional. Cualquiera de los dos cambios de variable
siguientes reducen esta tultima integral a la de una fraccién racional de las funciones

trigonométricas, que han sido estudiadas en §3:
t=sen(z); +1-—1t2=cos(z), dt=cos(z)dz,
t=cos(z); V1—-t2=sen(z), dt=—sen(z)dz.

§8 METODOS DE RECURRENCIA.

Con frecuencia aparecen, en el calculo de primitivas, integrales que dependen de
uno o varios parametros naturales. Utilizando la férmula de integracién por partes y/o
realizando un cambio de variable adecuado, su valor se relaciona, en muchos casos, con

el de esas mismas integrales para valores proximos de los parametros.

Por ejemplo: si n es natural, utilizando integraciéon por partes se tiene que

/x” e’ dr = x"e® — n/x”l e’ dx;
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de este modo hemos reducido en una unidad el exponente n, y si se repite el proceso n

veces, basta calcular una primitiva de e* para terminar el calculo.

A continuacién se desarrollan varios ejemplos que pueden ilustrar, a nuestro enten-

der, el espiritu de este procedimiento.

d
8.1.- Integrales de la forma I,(x) = /ﬁ
En virtud de la formula de integracién por partes, si se considera
1
- - dv = d
u RS y dv x,

se tiene que
dx x x?
[ —wr e e

T, /ﬂd _/d_x
T@ryr ) @y YT @)

(@) = g + 20 @)~ (@)

es decir,

y despejando I,,11(x) se sigue que

1 x
Liya(z) = o (m

Aplicando n veces dicha férmula, el problema se reduce a calcular

dz
Ii(z) = / o arctg(z) + C'.

+ (2n — 1)In(ac)> para todo mn.

8.1.1.- Estudiemos el caso 2.2.4 del epigrafe 2. Si consideramos una descomposicion
semejante a la efectuada en 2.2.3 se tiene que
Ax+ B A 21+ « A 2B/g—a
@2 taz+pB)" 2 @2+az+pB)" 2 @2+az+pB)’
Observamos que una primitiva del primer sumando es
A 1
2n—1) (@24 ax+G)L]

y con la notacién y el cambio de variable utilizados en 2.2.3, se deduce que

/ dz B / dx 1 / dt

(22 +az+B)" 72n<(9c + ) 1)” =t )+ 1)n
8

La ultima integral es del tipo 8.1.
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8.2.- Si P es un polinomio de dos variables con coeficientes reales, las integrales

indefinidas
/P(m,log(a:)) dzx ; /P(w,arccos(x)) dz ; /P(x,arcsen(x)) dz

realizando respectivamente los cambios de variable

x=e'; x=cos(t); x==sen(t),

resultan ser de la forma
/P(et,t) et dt, —/P(Cos(t),t) sen(t) dt , /P(sen(t),t) cos(t) dt,

que se pueden calcular por recurrencia mediante integracién por partes.

8.3.- Para finalizar veremos un ejemplo de férmula de recurrencia para una integral

que depende de varios parametros naturales. Sea
In(x) = /senm(x) cos"(z) dzx .

Si se considera
u = cos" !(x); du = —(n — 1) cos" ?(x) sen(x) dz
m+1
dv =sen™(z)cos(x)dx; v= sen™” (z) )
m—+1

utilizando el método de integracion por partes, se sigue que

m—+1 n—1 -1
In(z) = st S)_:(is (=) + :1-1- 7 /senm(x) cos™%(z) sen?(x) dx
sen™ 1 (x)cos" H(z) n-—1 9
— m n— 1— 2
—— + o /sen (z) cos™*(z) (1 — cos®(z)) da
sen™ T (x)cos" H(z) n-—1
= Iy —Imm >7
m+1 +m+1< n=2(2) (@)

y despejando se tiene que

sen™t1(x) cos™ 1 (x n—1
Im,n(l') = £n)+ n ( ) + min Im,n—2($) .

Reiterando el proceso, reducimos el problema al célculo de I, 1(x) 6 L, o(z), segun
sea n impar o par. Haremos notar que:
sen™ ! (x
8.3.1.- Una primitiva de I,,, 1(x) es —();
’ m—+1
8.3.2.- El cédlculo de una primitiva de I, o(x), que es un proceso de recurrencia

uniparamétrico, se propone en el ejercicio 13.2.
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§9 TABLA DE PRIMITIVAS INMEDIATAS.

POTENCIALES
/u(x)“ o' (x)dx = !

o u(z)* T+ C. (a# 1)

LOGARITMICAS

UI(x) = 10 u\xr
/u@) dz = log (Ju(z)|) + C.

EXPONENCIALES

/e“(x) u' (z) de = e*® 4+ C.

1
u(x) , / — u(x)
/a u'(z) dx —log(a)a +C. (a>0,a#1)

TRIGONOMETRICAS

/cos z) dz = sen (u(z)) + C.

sen ( (z) dz = — cos (u(z)) + C.

= tg (u(z)) + C.

/
/ w(z) d:z: = /3602 (u(z)) v/ (z) dz = / <1 + tg? (u(:z:))) u'(w) de =
| <y

da: = /cosec2 (u(z)) v/ (z) dz = / (1 + cotg? (u(ac))) u' (z) dr =
= —cotg(u(z)) + C.

INVERSAS DE TRIGONOMETRICAS

dz = arcsen (u(z)) + C = — arccos (u(z)) + C.
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/% dx = arctg (u(z)) + C = —arccotg(u(z)) + C.

HIPERBOLICAS

/Ch (u(x)) v (z) dz = Sh (u(z)) + C.

/Sh (u(z)) v (z) de = Ch (u(z)) + C.

S A C) RN
/Ch2 (u(2)) dx = Tgh (u(z)) + C.

ARGUMENTOS HIPERBOLICOS

. /\/% dz = ArgSh (u(z)) + C = log (u(x) + Vu?(z) + 1) +C.

' () 5
/\/W dz = ArgCh (u(z)) + C = log ‘u(m) + Vu?(x) — 1‘ +C.
1

u'(x) B _
/TQ(QZ) dx = ArgTgh (u(a;)) +C = 5 log ‘

1+ u(x)
1 —u(x)

+C.

Tablas mas amplias de primitivas, asi como colecciones de ejercicios, se pueden

encontrar en los dos textos que citamos a continuacion:

x Bombal F., Rodriguez L., Vera G.: Problemas de Andlisis Matemadtico, Vol. 3:
Cdlculo Integral, Editorial AC.

x Coquillat F.: Cdlculo Integral, Editorial Tebar Flores.
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§10 EJERCICIOS.

En todos los ejercicios se propone calcular las primitivas de las funciones correspon-

dientes.

1.- Integracion por Partes.

1.1.- ze® 1.2.- 22 cos(x) 1.3.- sen(z) e® 1.4.- sen?(x)
2

1.5.- log(2%+2) 1.6.- sen(z) log (1+sen(z)) 1.7.- 1 _T_ 5 arctg(z)
x

2.- Método de Sustitucion.

3 t 3
2.1.- 22sen(2®) 2.2 —————  2.3. arcte ()T 5 4 reotg(22? + 1)
1 14 x2
zt + 2
9.5.- ) esen(r) 2.6.- ! 2.7 !

1— 22 20 + 8z — x2 T 222+ 2045

3.- Descomposicion en Fracciones Simples.

g1, S 1 3.2 ! 3.3. L +1
T 22 -3z +2 T oa2(z+ 1) T (z—1)8
1 3 1
3.4 — 3.5 — + 3.6.-
(22 —1)2 a2 +1 a3 —1

4.- Fracciones Racionales de Funciones Trigonométricas.

1 2 — 1 t
cos() )

4.1- —— 2 ——= 3. b ——
5 + 4 cos(z) 2 + cos(z) sen(x) + cos(z) 1 + cos(z)

5.- Fracciones Racionales de Funciones Trigonométricas: Caso 3.2.

1 1 2
5.1.- 5.2.- sen(x) cos*(z) 5.3.- + cos™(z)
cos(x) cos(z) (1 + sen?(z))
sen?(z) 1 1
- 5.5.- 5.6.-
cos?(x) sen?(x) cos?(x) a? sen?(z) + b? cos?(x)

6.- Fracciones Racionales de Funciones Trigonométricas: Caso 3.5.

sen(z) cos(2x) 6.3 1

n?(z -4.-
6.1.- cos(2z) sen”(x) 6.2 cos(z) sen(3x) cos(x)
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7.- Fracciones Racionales de la Funcion Exponencial.

2 x
et —e¥ +1 1
71l- ——— 7.2- ————
er — 2 a’e® + b2e—*

8.- Fracciones Racionales de Funciones Hiperbolicas.

1 8.3 1
Sh(zx) 7 Ch%(x) 4 Sh3(x)

8.1.- Ch?*(z)  8.2.- 8.4.- Ch*(z/2)

9.- Funciones del tipo §5.

1+
éE vor+142 1—x
9.1.- 9.2.- 9.3.-
1+ x (z+1)2—Vr+1 1+x+<1+x>2
11—z 1-2z
1
9.4.

Vr+

10.- Integrales Binomias.

-5 _ -1
10.1.- 22(a+b2%) 2 102-z(1+2 2)°  10.3-27'(14+2°) 7
3 x3 1
10.4.- z\ Va2 +2 10.5.- ———— 10.6.- ———-
(1+222)3 x2(2 4 23)°3
11.- Funciones del tipo §7.
1 T+ 1 341

11.1.- 11.2.- — 11.3.- —

V2+3x — 222 2 —x+1 V1—2a2

22

11.4.- /3 —2x — 2?2 11.5.-

V2r —a?

12.- Métodos de Recurrencia.

12.1.- log" (z) 12.2.- sen”(z) 12.3.- cos™(x) 12.4.- tg"(z)
Determinar una primitiva, en todos los casos anteriores, cuando n = 3.

12.5.- (2° +2° —2z)e” 12.6.- (z° +42") sen(2x) 12.7.- 271 F2

13.- Métodos de Recurrencia: Caso 8.2.

13.1.- 2° log?(x) 13.2.- (2® + 2 + 1) arccos(z) 13.3.- ™ arcsen(x)
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§11 SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS.

Salvo que se indique lo contrario, se denominara I a la integral pedida. En la
mayoria de los apartados la solucién consistird inicamente en una primitiva. No siempre
que se aplique un cambio de variable (c.v.) se expresara la primitiva en funcién de la
variable original, dejando este paso al alumno.

1.1.- ze® —¢€” 1.2.- z%sen(z) + 2x cos(x) — 2sen(x)

1.3.- % ( sen(x) — cos(m)) 1.4.- %(w — sen(x) cos(x))

IL‘2

1.5.- xlog(z? + 2) — 2/ o dr = zlog(xz?® +2) — 2(x — \/ﬁarctg(w/ﬁ))
1.6.- — cos(z)log (1 + sen(z)) + = + cos(x)

1 1
1.7.- zarctg(x) — 5 log(1 + z?%) — 5 arctg?(z)

1 ) 1 1
2.1.- —— cos(z?) 2.2.- —(904—1—2)4/5 2.3.- 1 arctg*(z) 2.4.- 2 log | sen(2z241))|

3 16
20+ 1

2.5.- g(zau"csem(as))?’/2 2.6.- arcsen (x —_ 4) 2.7.- % arctg ( 3 )

w

2 5
3.1.-1:/<1— + >dx:x—210g|x—1|+510g|x—2|
s

-1 -2
-1 1 1 1
2.- 1= (— — —)d =—1 —— 41 1
3 / x+x2+x+1 x og || x+0g|x+|
33 1 1
T3 —1)3 2@ —1)* 5(x—1)°
3.4 Slog |z + 1] L log |2 — 1]
4.- - log|x - ——loglz — 1| — —
48 Az+1) 4% Az — 1)
3.5.- Con el cambio de variable 22 = ¢ queda
1 tdt 1 V3 2t + 1
I=- [ 5——=-log(t* +t+1) — —— arctg (—~=
2/t2+t—|—1 4og( +t+1) Garcg( \/§),
y basta deshacer el cambio.
1 1 3 2 1
3.6.- glog|x—1|—glog(:ﬂ2+x+1)—%arctg( x\/g )
41 Cov. tg(t)y) = t: T 2/ 42 cte(t)s)
ol o™ V. = 1. = —— — —ar .
B2 942 g eslss

4.2.- Con el mismo c.v.,

1+ 3t2 dt dt 83 V3
/ (3+t2)(1—|—t2) /3+t2 / 1+ t2 3 arc g( 3 g( /2)) €

dt 2 2
4.3.- Cv. tg(z/o) =1t: I = —2/— = —\/—_log]t— 1—V2|+ glog]t—

2 —2t—1 2
1+v2].
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dt
También se puede escribir —2/ o v \/§ArgTh(\/§/2(t — 1))

4.4.- Cv. tg(z/o) =t: I = —log|l — 2]

dt 1 1
= ——log|t — 1|+ = log |t + 1.
T 5 logl|t — 1] + 5 log |t + 1

1 1
5.2.- Con el c.v. cos(z) =t, [ = — /(1 —t)ttdt = = cos” (x) — = cos®(z).

7 5
5.3.- C.v. sen(z) = t:

5.1.- Aplicar el c.v. sen(x) =t: I = /

2 — 2 1 1 3
I:/( dt:——log|t—1|+Zlog|t+1|+§arctg(t).

1 —t2)(1+t?) 4
1
5.4.- C.v. tg(z) =t: I =t — arctg(t). 5.5.- Con tg(z) =t, I =t — T
dt 1
5.6.- El c.v. tg(z) =t conduce a [ = / PRI ab arctg(atg(z)/p).
6.1.- Puesto que
cos(2z) sen?(x) = 1(:os(2x) - 1(308(41;) 1
2 4 4’
t I= sen(20) - osen(de) — 5
enemos que [ = — se — —se - =
nemos qu 7 Sen(2x) — e sen(de) — -
2
6.2.- Sen(gs(zog( z) _ 2 sen(x) cos(x) — izzgg, luego I = sen?(z) + log | cos(z)|.
6.3.- Como sen(3z) = 4 cos?(x) sen(z) — sen(x), el c.v. cos(z) =t lleva a
dt
= 1/glog |[t—1|+1/glog [t+1]|+1og [t|—2/310g |2t—1|—2/31og |2t +1]|.
| ==y — Vologle=11+ Vo log t+11-log -2/ log 2611~ log 241

2 —t+1
t(t —2)

1 1
7.2.- Como en el anterior, I = g arctg(at/p) = = arctg(ae”/p).
a a

71-Cv.e*=t: 1= / dt =t +3/9log|t — 2| — 1/9log |t].

2 _[1 _r 1
8.1.- /Ch (x) dz = / 2<1+Ch(2m)> dz = 5 + 7 Sh(2a).
8.2.- C.v. Tgh(x/9) =t: I =log|t|.

dt
8.3.- Cv. Tgh(z) =t: [ = / e arctg(t).

2
8.4.- C.v. Sh(z/o) =t: I =2t + §t3.

4
9.1.-Cv. z=t" [ = / " 4¢3 dt = §t3 — 4t + 4 arctg(t).

9.2.- Tras el c.v. = + 1 = 2,

t42 2
I=2/(t_1) i dt =2log |t — 1| —log(t2 +t+1) — \/garctg(g(ztﬂ)).

(2 +t+1)
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=t*,dedonde r = 5——,dr = —5——5 dt
- , de donde x 21 T CESIE Y
t

124/(t+1)(t2—t+1)(t2+1)2 di

1 4
:—glog\t+1|—§log(t2—t+1)—|—glog(t2—|—1)—

9.3.- Hacemos

t+1
t24+1°

9.4.- Conelcv. z =15 I =2t — 3t + 6t — 6log |t + 1].

1 bt\ —- bt 1
10.1.- Cv. 22 =t, I = —/tQ(a+ ) dt; si a~|; =s, 1= — s,

2 t 3a
_ t2+2t+1 4 1
10.2- Cvoa 2=t T=—2 [ D2 L2 Sy Sy,
t° 3 2
1 dt
10.3.- Cv. 2> =t I = —/—1. Cv.1+t=s
5/ t(1+1t)”B
3 sds 1 1 V3
=2 = —log|s—1|— — log(s®+s+1)+~— arctg(V3/3(25+1)).
[ it = el 11 g gl 1)+ L arcts(Vp(2s+1)
3 3 12
10.4.- Cv. 2B =t: [ = §/t2(t+2)1/2 dt;cv.t+2 =351 = ?87/2—385/2—{-483/2.
1 tdt 1 1
10.5.- C.v. 2:t:I:—/ cev. 14+2t=u?T="u+—.
v 2) Aravivar ! 1"
1 t \3/3dt t 1 3 1
10.6.- Cov. 2 =t: [ = - <—> L S N G N
v 3/ ort) BV oyt 10" 8" T4
25 4 3 4 3
11.1.- Como 2432 —22% = 3 1— (gx—g)2], se aplica el c.v. FTT e = sen(t):
5 cos(t) dt V2 V2 4 3
I = 5\/§ :7t:7arcsen<gx—g).
T\/l—senz(t)
3 20— 1,2 2z —1
11.2.- x2—x+1:—[1+ ];c.v. = Sh(t):
e G2 e 2 s
3 3 3 2x — 1
I:§t+§0h(t):§ArgSh( x\/g )+ Va2 —z+ 1.

11.3.- C.v. z = sen(t):

I= / (sen®(t)+1)dt =t+ /sen(t)(l — cos®(t)) dt =t — cos(t) + %cos?’(t).
11.4.- 3 —2x — 2% = 4[1 - (3j ; 1)2]; c.v. x—2}—1 = sen(t):

1 1
I:4/0082(t)dt:2t+sen(2t):2arcsen(x+ )+m+ V3—2x— a2

2 2

3 1
11.5.- Cv. z — 1 =sen(t): [ = §t — 2cos(t) — 1 sen(2t).
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12.1.- En este y en los siguientes apartados denominaremos I,, a la integral pro-

puesta. Integramos por partes eligiendo u = log"(x), dv = dz, y resulta que
1
I, = zlog"(z) — /a:nlogn_l(x)— dx = zlog"(x) —nl,_1, n>1; Iy=u=x.
x
Cuando n = 3,

/logg(x) dx = Is = zlog®(z) — 31, = zlog®(z) — 3(93 log?(z) — 2[1)

= zlog®(z) — 3z log?(z) + 6<x log(z) — IO>
= zlog®(x) — 3z log*(z) + 6z log(z) — 6.
12.2.- Iy = x, I; = —cos(x). Para n > 2, integramos por partes tomando u =

sen""1(x), dv = sen(z) dz:

I, = —sen" *(z) cos(z) + (n — 1)(I,_o — I,).

1 1 1
Despejando, I, = —— sen™ ' (z) cos(z) + —In 95 I3 = —3 sen”(x) cos(z) — = cos(x).
n

1

12.3.- Andlogamente, Iy = z, I = sen(x), I, = — cos™ *(x)sen(x) + I _o.
n

1 2
Cuando n =3, I3 = 3 cos?(z) sen(z) + 3 sen(x).
12.4.- [y =1 e I; = —log|cos(z)|. Sin > 2, como tg'(z) =1+ tg?(x),
1
I, = /tg”_2(ac)(1 + tg2(x)> de — I,,_o =

n—1
En particular, I3 = $ tg?(z) — I = 5 tg?(z) + log | cos(z)|.
12.5.- Integrando por partes reiteradamente, I = — (23 + 422 + 62 + 6)e ™
1 5)
12.6.- Anilogamente, [ = —5335 cos(2x)+ (— sen(2z)—2 cos(Zx))x + (5 cos(2a:) +

tg" Hz) — I o.

4 sen(2x)>x3+ (— 1745 sen(2zx)+6 cos(2x)>x2+ (—6 sen(2zx)— % cos(2a:))a:—|—% sen(2x)—
3 cos(2z).

12.7.- Llamemos I,, a la integral, n > 0. Iy = e$2/2. Paran > 1, tomando u = x
y dv = :cemZ/z, I, = xQ"ew% — 2n/a:2"_1ew2/2 dr = :1;2"6362/2 —2nl,_1.

2n

1 1 1
13.1.- El c.v. = e? conduce a I = /e4tt2 dt = the‘lt — gte‘” + ﬁe‘”.
13.2.- Con el cambio x = cos(t),

I= —/ (t sen(t) cos®(t) — tsen(t) cos(t) — tsen(t)) dt = %t cos>(t) + %t cos?(t)

1 11 1 1
+tcos(t) — 9 cos?(t) sen(t) — n sen(t) — 1 cos(t) sen(t) + Zt.

13.3.- Haciendo = = sen(t), la integral dada es I,, = /tsen”(t) cos(t) dt; si apli-
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camos partes con u = t, resulta que
I, = L tsen" () — —— /sen"“(t) dt
" on+1 n+1 ’

y esta ultima integral ya ha sido calculada en el apartado 13.2.

1
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TEMA 5 INTEGRAL DE RIEMANN

Al tratar con figuras planas simples, tales como rectangulos y tridngulos, la nocién
de area tiene una interpretacién intuitiva clara en términos de las dimensiones de sus
lados; este concepto es bastante antiguo, de hecho, la matematica de la Grecia clasica
fundamentaba la aritmética en las propiedades geométricas: por ejemplo, el resultado
de multiplicar dos niimeros positivos a y b, se interpretaba como el area de un rectangulo
cuyos lados miden a y b; asi, la propiedad distributiva del producto respecto de la suma

se expresa: “El area de la union es la suma de las areas”.

Al intentar extender el concepto de area o “medida” a conjuntos ma&s generales
esto deja de ser valido; no obstante, en las situaciones usuales los conjuntos pueden
ser “aproximados” por uniones de rectangulos, y su area por las sumas de las de estos
ultimos. Mencionaremos que Arquimedes obtuvo ya el drea limitada por un arco de

parabola y una recta como limite de adreas de uniones de rectangulos.

Sin embargo, no fue hasta mucho mas tarde que se fundamenté rigurosamente esta
teoria, principalmente por la contribucién de matematicos como Dirichlet o Cauchy, y
culminada posteriormente por Riemann, de quien recibe el nombre; aunque la integral
de Riemann presenta todavia algunas deficiencias, solventadas por otras teorias como
la de Lebesgue, es suficiente para abordar la mayoria de los problemas que se presentan

habitualmente en las ciencias.

§1 DEFINICION DE LA INTEGRAL.

Definicién 1.1.- Sea [a, b] un intervalo cerrado y acotado de R. Se llama particion

de [a,b] a todo conjunto
P={z0=0a,21,72,...,0p-1,7, = b},

donde z;—1 < m;, i = 1,2,...,n. Los intervalos [x;_1,2;], i = 1,2,...,n, son los
subintervalos de la particion, y su amplitud se define como x; — x;_1 = Az;. Se llama

didmetro de la particién al nimero

|P|| = max{ Ax; :i=1,2,...,n}.

Denotaremos por P([a,b]) el conjunto de todas las particiones de [a, b].
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Definicién 1.2.- Sea f una funcién real definida en [a,b] y acotada. Dada una
particion P = {zy = a,x1,...,2, = b} de [a,b], y elegido un punto ¢; en cada subin-
tervalo [x;—1,2;], i =1,2,...,n, el conjunto T' = { t1,ts,...,t, } se denomina conjunto

de puntos intermedios asociado a P.

Denotaremos por 7 (P) a la familia de los conjuntos de puntos intermedios asociados

a la particiéon P.

SiT € T(P) se llama suma de Riemann asociada a f, P y T al nimero
f: P, T Z f — Ti— 1 Z f sz

Definicién 1.3.- Sea f una funcién real definida en [a,b] y acotada. Se dice que
[ es integrable Riemann (o simplemente, integrable) en [a,b] si existe un nimero real
I(f) que verifica la siguiente propiedad: “Para cada ¢ > 0 existe 6 > 0 de modo que
para toda particién P de [a,b] con ||P| < 0 y para cada T' € T (P) se tiene que

|I(f)_0(f7P7T)| <Eé&.

En este caso, el nimero I(f) se denomina la integral de f en [a,b], y se denota por

/ f 0 /a f(z)dx

Observacion 1.4.- La existencia de funciones integrables es obvia; basta con-
siderar las funciones constantes. Sin embargo, no toda funcién acotada es integrable.

Considérese por ejemplo la funciéon de Dirichlet,

e six e Qnio,1];
f(x)_{o sizeln(o,1].

§2 PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DE RIEMANN.

A la hora de estudiar la integrabilidad de una funcién, la definicién suele ser poco
cémoda. Esta seccion se dedica, en primer lugar, a establecer condiciones suficientes
de integrabilidad y mostrar que la clase de funciones integrables contiene a una amplia
gama de funciones. A continuacién se presentan las propiedades fundamentales de la

integral.

Teorema 2.1.- Toda funcién continua en [a, b] es integrable.

Teorema 2.2.- Toda funcién mondtona en [a, b] es integrable.
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Proposicién 2.3.- Sean f y g funciones reales definidas en [a, b] e integrables, y

sea k € R.

2.3.1.- Linealidad: Las funciones f+ g y kf son integrables en [a,b], y se

/ab<f+g>:/abf+/abg y /abkf=k/abf-

2.3.2.- Monotonia: Si f(z) < g(z) para cada = € [a, ], entonces

/abe/aby

2.3.3.- La funcién |f| es integrable en [a,b], y

\/abf\g/ab!f!-

El reciproco no es cierto, es decir, la integrabilidad de | f| no implica la de f. Basta

tiene que

considerar la funcién definida en [0, 1] por

B 1 sizeQnlo,1];
f(x)_{q sizeInlo,1].

Proposicién 2.4.- Sea f una funcién integrable en [a, ] y tal que f([a,b]) C [c,d].
Sea g una funcién continua en [c, d]. Entonces, la funcién compuesta g o f es integrable

en [a, b].

Observacion 2.5.- La composicién de dos funciones integrables puede no ser in-

tegrable.

Corolario 2.6.- Sean f y g funciones integrables en [a, b]. Entonces:
i) f2y fg son integrables en [a, b].
ii) Siexiste § > 0 tal que f(x) > 0 para cada = € [a, b], la funcién 1/ es integrable
en [a,b].
Proposicién 2.7.- (aditividad respecto del intervalo)
i) Si f es integrable en [a,b], lo es en todo subintervalo de [a, b].

ii) Reciprocamente, sea ¢ € (a,b) de modo que f es integrable en [a,c| y en [c, b].
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Entonces, f es integrable en [a, b, y se tiene que

[r-frf

Notacion: Para a < 3 se conviene que

/:f:—/jf, y /:fzo.

Con este convenio, dados tres nimeros reales cualesquiera «, (3, v € [a, b] se cumple que

RN A
[rf =]

relaciéon conocida como identidad de Chasles.

Proposicién 2.8.- Sean f y g funciones acotadas en [a,b] que difieren en un
conjunto finito de puntos de [a, b]. Entonces, f y g son simultdneamente integrables o

no integrables, y, en caso de serlo, se tiene que
b b
/ f= / g
a a

Como consecuencia de los dos tdltimos resultados, se obtienen nuevos criterios de

integrabilidad.

Definicién 2.9.- Sea f una funcién real definida en el intervalo [a, b].
Se dice que f es continua a trozos si existe una particion
P={xy=a,z1,...,2, =b} € P([a,b])

de modo que f es continua en (z;_1,x;), i = 1,2,...,n, y existen los limites laterales
(finitos) en cada punto de la particién.

Si ademaés f es constante en cada subintervalo, se dice escalonada.

Se dice que f es mondtona a trozos si existe una particién P € P([a, b]) de manera

que f es monétona en cada uno de los intervalos (z;_1,x;) que define P.
Corolario 2.10.- Toda funcién continua a trozos en [a, b] es integrable.
Corolario 2.11.- Toda funcién acotada y mondtona a trozos en [a, b] es integrable.

A partir del teorema de Bolzano se deduce la siguiente propiedad:
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Teorema de la media 2.12.- Sea f una funcién continua en [a,b] y sea g una

funcién integrable en [a,b] tal que g(z) > 0 para cada = € [a,b]. Entonces, existe
b b
/ fg=>F) / g

i) Si se toma g idénticamente igual a 1, se deduce que para una funcién continua

¢ € [a,b] tal que

Observaciones 2.13.-

f en [a,b] existe ¢ € (a,b) de modo que

[ r=r@w-a.

ii) Si se suprime la hipétesis de que g sea positiva el resultado es, en general, falso.
Basta considerar, en el intervalo [—1, 1], la funcién identidad f(z) =z y
{ -1 size[-1,0]

gle) = 1 size(0,1).

iii) Una versién més fuerte del teorema anterior se obtiene al imponer la integra-
bilidad de f en lugar de su continuidad. En este caso se tiene que:

Sim, M € R son tales que m < f(x) < M para cada = € [a,b], existe un nimero

/abfgzu/abg

§3 TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL.
CONSECUENCIAS.

p € [m, M] tal que

En esta seccién se presenta el resultado que le da titulo y los que de él se derivan.
En particular se deduce que toda funcién continua en un intervalo admite primitiva y

se obtienen mecanismos para la integracién practica.

Teorema fundamental del Calculo Integral 3.1.-

Sea f una funcién integrable en [a,b]. Se define la funcién real F' dada por

/ fs x € la,b].

i) La funcién F es continua en [a, b].

ii) Si f es continua en ¢ € [a,b], F' es derivable en ¢ y ademés

F'(c) = f(c) .
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Observaciones 3.2.-

i) Si ¢ es uno de los extremos del intervalo, la continuidad de f se entiende por la
derecha (si ¢ = a) o por la izquierda (si ¢ = b), deduciéndose la existencia de la derivada

lateral correspondiente de F' en c.

ii) Si se supone f continua en [a,b], F es de clase C! en [a,b] y se tiene que
F'(x) = f(z) para cada = € [a,b]. Por lo tanto, F' es una primitiva de f, y se concluye

que toda funcién continua en [a, b] admite primitiva.

Regla de Barrow 3.3.-
Sea f una funcién continua en [a,b] y sea F' una primitiva de f en dicho intervalo

(i.e., F'(x) = f(x), x € [a,b]). Entonces, para cada x € [a, b] se verifica que

/jf:F(x)—F(a).

Una versién mas fuerte la da el siguiente resultado conocido como regla de Barrow

generalizada o sequndo teorema fundamental del Cdlculo:

Teorema 3.4.- Sea f una funcién integrable en [a,b] que admite una primitiva,

F, en dicho intervalo. Entonces, para cada x € [a, b] se verifica que

/:f:F(a:)—F(a).

Notacién: Si F' es una funcién definida en un intervalo [a,b] y ¢, d € [a, b] es usual

escribir

Formula de integracion por partes 3.5.-
Sean f y g funciones integrables en [a,b] con primitivas F' y G, respectivamente.

Se tiene que
b b
| Fa=F0)60) - F@)G@ - | fa,
o lo que es lo mismo,

/bFG’ = F(b) G(b) — F(a) G(a) —/bF’G.
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Teorema del cambio de variable 3.6.-
Sea ¢ una funcién definida en [c, d], derivable y con derivada continua, y de modo

que ¢([c,d]) C [a,b]. Sea f una funcién continua en [a, b]. Entonces, se verifica que

/@ i()d)f -/ s

Corolario 3.7.- Sea ¢ una funcién definida en [c,d], derivable y cuya derivada
es continua y de signo constante (estas hipétesis garantizan que ¢ es una biyeccion,

necesariamente monétona, entre [c, d] y un intervalo [a, b]). Si f es una funcién continua

[ 1= [ueoren.

Observacion 3.8.- Los resultados relativos al teorema del cambio de variable se

en [a, b], se verifica que

verifican igualmente con la sola hipotesis de la integrabilidad de f, deduciéndose en este

caso la integrabilidad de (foyp) ¢, y la igualdad de las integrales correspondientes.

§4 APLICACION DE LA INTEGRAL AL CALCULO DE AREAS

Consideremos el recinto R del plano limitado por las rectas verticales z = a, x = b
(con a < b) y las graficas de dos funciones f y g, continuas en [a,b], y tales que
f(z) > g(x), para cada z € [a, b].

El drea de este recinto se define como

b
/ (f(x) - g(a) d.

Esto se generaliza al caso de funciones arbitrarias f y g, mediante la férmula
b
| 1@ =g da.
§5 EJERCICIOS.
1.- Determinar un polinomio P tal que P(0) = P(1) =0 y
/ 1 P(z)dx=1.
0

2.- Demostrar las siguientes desigualdades:

2.1 1</2 dz 1 2.2
t- = <:. 2.

1

1 </1 z” dr <
— —ax .
10v2 ~ Jo Vi+z  — 10
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3.- Sean f, g : [a,b] — R continuas y tales que

/abf(x)dx:/abg(m)dx.

Demostrar que existe ¢ € [a, b] tal que f(c) = g(c).

4.- Sea f una funcién real, integrable en [a,b], con f(x) > 0, para todo x € [a,b].

Probar que, si f es continua en un punto ¢ € [a,b] y f(c) > 0, entonces
b
/ f(z)dz > 0.
a

5.- Sea f una funcién integrable en [—«, a], con o > 0. Demostrar que:

i) Si f es par, i ft)dt = 2/a f@)dt.
—a 0
ii) Si f es impar, i f(t)ydt=0.

6.- Sea f una funcién continua en R y peridédica de periodo a. Probar que la

funcién F', definida en R por

es constante.

7.- Calcular:
2 /2 cog3 3
7.1.- / max { sen(z), cos(z) } dx. 7.2.- / cos®(x) Se2n (x) do.
0 0 1+ sen?(z)
62 1 2 2
7.3.- / dx. 7.4.- / T 3 dw.
. xlog(x) o (z241)°%2
3 e
7.5.- / (e — 1)@ +1)(x — 2)| d. 7.6.- / log(x)] da.
_3 v,

8.- Para z > —1 se define

T
KU=A 113

i) Determinar explicitamente f(z).

ii) Mediante una integracién por partes, demostrar la relacién

Tooodt x
2 f(z) = - 1.
/(@) 3A A+62 1+a8 7
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iii) Expresar en funcién de f, mediante un cambio de variable, la integral

Toodt
m, COHOK>1,£I?>—1.
0

9.- Sea g una funcién continua en R. Se considera la funcién f definida por

f(x):/ sen(t) g(x —t) dt, zeR.
0
Probar que f admite derivada segunda en R y se satisface la relacion

f"+f=g.

10.- Sea f una funcién real continua en R, y sean u y v dos funciones reales

derivables en R. Se define la aplicaciéon g en R mediante

v(z)
g(x)z/() f(t) dt.

Demostrar que g es derivable en R y que

g'(x) = f(v(@)) v'(z) - f(u(@)) v'(z).

11.- Calcular la derivada de las siguientes funciones:

o cos(x)
11.1.- -/ —° 11.2.- = t) dt.
@ = | s Fay= [ sentt
- tat focosm) tdt
11.3.- f(x):/ £3 dt. 11.4.- f(g;):/ﬂ £2 dt.
0 [ tat

o dt
216 f(x):/x Vit

12.- Sea f la aplicaciéon de R en R definida por
2z
dt

e V242

2
S
11.5.- f(:z:):/ + dt 11.6.-
3

fz) =
i) Demostrar que f es impar.
ii) Calcular f’(x) y estudiar la variacién de f.

iii) Probar que para cada t > 1 se tiene que
1 < L <
2 +1 A2 42
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y deducir que si x > 1, entonces

arctg(2x) — arctg(z) < f(z) < %

iv) Calcular lim f(x).

r— 00

/ cos(t?) dt
AV —

13.- Calcular lim
x—0 x

14.- Probar que la funcién

es decreciente en [0, 1/9)].

15.- Sea f la funcién definida por
{ 1 sio<z<l1,
2 sil<ax<3.

fz) =

Se define la funcién F en [0, 3] por

F(z) = /O F(t)dt.

Probar que F' es continua en dicho intervalo y no es derivable en x = 1.

JAdmite f primitiva en el intervalo [0, 3]?

16.- Hallar los extremos relativos de la funcién f definida de (0, 00) en R mediante:

2

flz) = /096 sen(t) et

17.- Probar que la ecuacién

/ etzdtzl
0

tiene una sola solucién, que se encuentra en el intervalo [0, 1].

3
x
18.- i) Probar que para cada x > 0 se tiene que x — 5 <sen(z) < z.
3z
t
ii) Calcular lim sen(t) dt.
rz—0t t2

xT
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19.- Sean f:[0,1] — R integrable y F : [0,1] — R definida por
f(0) six =0
Flz)=4q1 [* :
- fdt sio<x<1.
0

i) Probar que si f es continua en 0, entonces F' es continua en [0, 1].

ii) Probar que si f es continua en [0, 1] y derivable en 0, entonces F' es derivable
en [0,1]. Ademds, f/(0)=2F'(0).

20.- Calcular los siguientes limites:
2

X xX 5 2
/ sen(V/1) dt (/ e dt)
20.1.- lim Z° - . 20.2.- lim —% — "
x—0 x T — 00 242
/ e dt
0

21.- Calcular:

21.1.- El area comprendida entre la hipérbola de ecuacién

2 2
r_Y
a? b2

y la cuerda de ecuaciéon = = h, con h > a.

21.2.- El area comprendida entre las parabolas de ecuaciones

yzzax y 312:59-

21.3.- El area del recinto limitado por la curva de ecuacion
y=a>—=z

y su tangente en el punto de abscisa x = —1.

21.4.- El area del sector parabdlico que determina la recta que pasa por los puntos

(16,12) y (4, —6) sobre la pardbola de ecuacién y? =9z

21.5.- El area comprendida entre el eje OX y cada una de las siguientes curvas,

de ecuaciones:

21.5.1.- y=22—-62+5. 21.5.2.- y? =422 — 2.

21.5.3.- y =23 —42%. 21.5.4.- y=sen(2z), 0<z<4r.
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§6 SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS.

1.- P(z) =az’ +bx+c. PO)=0=c=0; P(1) =0= a+b=0, es decir,
b= —a. fol P(x)dr =1= a= —6. Asi, P(x) = 6x — 627

1 1 1 x? x?
2.1.- — < <, z€(0,2. 2.2.-°"=2<
12 = 104+2z — 10 V2 1+z

3.- Aplicar el teorema de la media a la funciéon f — g.

<z zel0,1].

4.- Utilicese que f es continua en ¢ para construir un rectangulo apoyado en el eje
OX vy situado bajo la grafica de f.

5.- i) El cambio de variable ¢t = —u permite escribir

_oa f(t)dt = /ao f(—u) (—du) = /Oa f(—u)du = /Oa £(u) du

ii) Se razona como en el apartado anterior.

T+ x
6.- F(x) = / f(t)dt — / f(t)dt, z € R; el teorema fundamental del cédlculo
0 0

integral y la regla de la cadena garantizan que F es derivable en R, y que F’(x) = 0.

w/4 5m/4 27
71.- 1= / cos(z) dx + / sen(z) dx +/ cos(z) dz = 2V/2.
0 T 5

/4 w/4

7.2.- Cambio de variable t = sen(x); [ = Z —log(2). 7.3.- I =log(2).

7.4.- Cambio de variable x = Sh(u); I = ArgSh(2) — 2\5/3 —log(V5 —2) — 2\/_

7.5.- Si f(z) =z(x —1)(x+1)(x —2),

I:/_;lf(x)dx+/_ol(—f d:z:—l—/ flx d:v+/ dx—l—/ fx 1226.

7.6.- [ = /1 (—log(zx)) dx + /16 log(x) dx = 2.

16

20 — 1 7T\/§
V3 18
| 1
(14+13)2 1483 (1+¢3)2
dt 1

x
iii) Con el cambio de variable ¢t = au se deduce que / ——3 = (E)
o a°+1 « o

8.-1) f(z) = L log(:c—l—l)—%log(:1:2—x—l—1)—l—\/?§ arctg ( )+

ii) Tras aplicar partes (con u = ), utilicese que

1413
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9.- El cambio de variable x — t = u transforma f en

f(x) = sen(x) /Om cos(u) g(u) du — cos(x) /Om sen(u) g(u) du.

v(z) u(z) x
10-g@) = [ f0d= [ p@) it = Po@)-Fu@).s Pe = [ o
Entonces, ¢'(z) = F'(v(z)) v'(z) — F'(u(z)) v/ (z) = f(v(z)) v'(z) — f(u(z)) v/ ().

x

11.1.- f'(z) = m 11.2.- f/(z) = — sen(cos(z)) sen(z).
11.3.- f/(z) = (%(m2—1))3x. 11.4.- f'(z) = —% cos® (2) sen(Zx)—% 23 (zt —1)2.
;oo 2T+ 21° SN 1 1
11.5.- f (.I') = W 11.6.- f (.’L’) = ﬁ 2x — —m
—2x 2z —du
12.- 1) f(- ——f(@).

. \/t4+t2+2 : V(= 242

ii) f es decreciente en (—oo, —1/v/2)U(1/v/2, +00), y creciente en (—1/v/2,1/v/2).

i) Sit>1, 2+ 1> \Vtd+12 +2 > 12 luego/ G < f(x) </ —.
x

.t t2
1
iv) 0 < f(z) < o

13.- Con la regla de L’Hopital, L = 1.
14.- f'(z) = log((1+x)?) (1 + )" — log((1 — 2)?) (1 — x)" = 2log(1 — 2?) < 0.

15.- F(z) = [ 1dt =z, z € [0,1]; F(z) = fol ldt + [2dt =2z —1, z € (1,3].
F'(z)=1sixze€0,1),y F'(z) =2six € (1,3]; sin embargo, F'(17) =1# F'(11) = 2.
f no admite primitiva en [0, 3].

16.- f/(x) = sen(z?) esn(@®) 20 si 7, = vk, k €N, f presenta en 2o, un minimo

relativo, y en x9;_1 un maximo relativo.

17.- La funcién f fox * dt es derivable en R. f’ (x) = e®” > 0, luego f es
inyectiva. f(0) =0, f(1 fol 2 dt > fo 1dt = 1.
3
18.- i) Probar que las funciones f(z) =z —sen(z) y g(x) =sen(x) —x + T son

6
no negativas en [0, 00).

ii) Utilizar i) para acotar la integral entre otras dos que tienen limite igual a log(3)

cuando x tiende a 07. Concluir con el criterio del sandwich.
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19.- i) La funcién g dada por g(z) = [ f(t)dt, = € [0,1], es continua, luego F es
continua en (0,1]. Si f es continua en z = 0, g es derivable en x = 0y ¢'(0) = f(0).
Para cada z € (0, 1],

F(o) -t 9) =900

x—0 x—0

luego lim F(z) =¢'(0) = f(0) = F(0).

11) La funcién g es derivable en [0, 1], por lo que F' es derivable en (0, 1]. Ademas,

F(x)—F f(t)dt — — 1

g PO FO) 5 IOd =[O0 5@ 501
xz—0 x ac—>0 x z—0 2z 2

2 2

20.1.- Aplicando la regla de L’Hopital, xli%lJr % =3 + mli%l* % =-3

20.2.- Aplicando la regla de L’Hopital dos veces, el limite vale 0.

21.1.- A =22 fah Va2 —a?dz = hwh? — a?—1a’log (h—i—\/ h? — a2>+%a2 log(a).

3

ab? ab
21.2.-A:/ |\/ax——|dx——>0
0

27
4

16
21.4.- A= 2/ 3V dx +/ [3\/_— (gx - 12)} dz = 108.
4

0

21.3.- A= ‘/ (2 +2 — (2* —:c))d:c)

2
21.5.1.- A= —/ (22 — 62 +5)dr = %
1

2 4
16 64
21.5.2.- A= / +V4da? — xtdr = 3 2153~ A= —/ (2% — 42?) dx = —.
0

™ /2
21.54.- A= 4/ | sen(2x)|dx = 4(/ sen(2z) dx — /
0 0

/2

T
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TEMA 8 INTEGRALES IMPROPIAS

La integral de Riemann se define para funciones reales acotadas definidas en inter-
valos cerrados y acotados de R. Sin embargo, para el estudio de diversos problemas de
las Ciencias se hace necesario dar una extension del concepto de integral que permita
la, consideracién de funciones y/o intervalos no acotados; por ejemplo, en el calculo del
area de una regién plana limitada por la grafica de una funcién no acotada, o en el
calculo de la energia transportada por una onda que se propaga indefinidamente en el

tiempo.

Aunque estas y otras deficiencias de la integral de Riemann son solventadas por
teorias de integracién maéas avanzadas, es posible ampliar de forma sencilla el concepto
de integral de Riemann al contexto méas general ya mencionado de funciones o intervalos

no acotados. El estudio de estas nuevas integrales (impropias) es el objeto de este tema.

§1 DEFINICIONES Y PRIMERAS PROPIEDADES.

Definiciéon 1.1.- Sea f una funcién real definida en un intervalo I de la recta
real (de cualquier naturaleza, cerrado o no, acotado o no). Se dice que f es localmente
integrable en I (en el sentido de Riemann, se sobreentiende) si es integrable en el sentido

de Riemann en todo intervalo cerrado y acotado contenido en I.

Definicién 1.2.- Sea f una funcién real definida en un intervalo de la forma [a, b),
donde a es un nimero real y b puede ser un nimero real o +00. Supongamos que f
es localmente integrable en [a,b), lo que equivale a que para cada = € (a,b), f sea
integrable en [a,x]. Se dice que f es integrable en el sentido impropio en [a,b) si existe

y es finito

lim /;f(t) dt

r—b—

En este caso, dicho niimero se denomina integral impropia de f en [a,b) y se denota por

—b —b

f(z)dx 0 f-

a a

Observacion 1.3.- Por una mayor simplicidad, se adoptara también en lo sucesivo

/:ﬂx)dx o /abf,

110
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siendo sencillo en cada caso concreto determinar, a partir de la naturaleza del inter-
valo de integracién o la de la funcién f, si la integral es impropia o de Riemann. La
integrabilidad de una funcién se expresa también diciendo que la integral impropia
correspondiente es convergente, mientras que si el limite expresado arriba es infinito o
no existe, se dice que la integral impropia no converge. Estudiar la naturaleza o cardcter

de la integral impropia consiste en determinar su convergencia o su no convergencia.

Observacion 1.4.- La definicién de integral impropia se extiende de forma natural
al caso de funciones reales f definidas en intervalos de la forma (a,b] (donde a es un
nimero real 0 —oo y b es un numero real) y que son localmente integrables en (a, ],
es decir, integrables Riemann en cada intervalo [z,b] con a < z < b. En este caso, la

integral impropia se dird convergente si existe y es finito el limite

b
lim, / F(t) dt

cuyo valor se denotara también por

b b b
f(x)dx 0 f o / f.

—aQ —a

El siguiente resultado muestra la equivalencia de la integral de Riemann con la
integral impropia para cierta clase de funciones acotadas. Aunque es véalido también
en la segunda situacion descrita, se expone, por razones de brevedad, para integrales

impropias del primer tipo.

Proposicion 1.5.- Si f es una funcion real definida e integrable en el intervalo
compacto [a, b], entonces la integral impropia de f en [a,b) converge y ademds su valor

coincide con la integral de Riemann de f en [a, b],

:bf dcc—/ I

Reciprocamente, si f es una funcién localmente integrable en [a,b) y tal que existe y es

finito el limite

lim f(x) =

r—b—

—b

entonces la integral impropia f converge; la funcion

~ {f(:z;) si z € [a,b),
l siz =0,
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resultado de extender f por continuidad, es integrable Riemann en [a,b], y su integral

coincide con la integral impropia de f en [a,b).

Ejemplo: La funcién f definida en I = (0, 1] por

sen(x)
fla) ="
1
es continua en I, y lim+ f(x) = 1. Entonces, la integral impropia f converge, y
z—0
coincide con el valor de la integral de Riemann en [0, 1] de la funcién
sen(z) .
~ — siz e (0,1],
fz) =
1 six =0,

que es continua en [0, 1].

Antes de definir un nuevo tipo de integrales impropias (que contempla ya intervalos
de cualquier naturaleza) se presenta un resultado que garantiza la coherencia de la

definicién siguiente.

Lema 1.6.- Sea f una funcién real definida en un intervalo (a,b), donde a € R 6
a=—-00ybéeRObb=+o00. Supongamos que f es localmente integrable en (a,b). Si

existe ¢ € (a,b) tal que las integrales impropias

—b

oy f

—a C
son convergentes, entonces para cada d € (a,b) se tiene que las integrales
d —b

oy f

—a d

[l oL

Definicion 1.7.- Sea f como en el lema precedente. Se dice que f es integrable en

convergen, y ademas

sentido impropio en (a,b), o que la integral impropia de f en (a,b), denotada por

—b

b
f o simplemente / f,
a

—a
es convergente, cuando existe ¢ € (a, b) tal que

—b

oy f

—a C
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son convergentes. En este caso, se define la integral impropia como
—b c —b
Lor=fl
—a —a C

Observaciones 1.8.-

i) En virtud del resultado previo, ni la convergencia de la integral impropia, ni su
valor si converge, dependen del valor ¢ que aparece en la definicion. También se deduce

que si para un ¢ € (a,b) se tiene que al menos una de las integrales

c —b
[y f
—a c
—b
no converge, entonces tampoco converge la integral impropia f.
—a

ii) Cuando se pide estudiar la integral impropia de una funcién sobre un cierto
intervalo, no siempre la funcién es localmente integrable en todo él. El problema se
reduce a subdividir el intervalo en otros en los que si lo sea, y a estudiar el caracter de
las integrales impropias correspondientes. Se dira que la integral inicial converge si asi

lo hacen todas las “subintegrales”.

Ejemplo: La funcién f definida en (0,2) \ {1} por

_log ((x—1)?)
2z —a?

es continua en (0,1)U(1,2), y por tanto localmente integrable en cada uno de estos dos

f(x)

subintervalos. Estudiar la naturaleza de la integral impropia de f en el intervalo (0, 2)
consiste en estudiar cada una de las dos integrales impropias

—1 —2

oy /s
1

—0 —

2
y la integral impropia / f serd convergente si lo son cada una de las anteriores.
0

Los siguientes resultados, que se deducen facilmente de los andlogos para integrales
de Riemann, proporcionan criterios de convergencia y métodos de calculo para integrales
impropias. Por brevedad se enuncian sélo para integrales impropias del primer tipo

considerado, siendo sencillo para el lector adaptarlos a otras situaciones.
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Proposicién 1.9.- (linealidad de las integrales impropias)

Sean f y ¢ funciones reales localmente integrables en el intervalo [a,b). Si las

bf y bg
/ /

convergen, entonces para todos a, 5 € R la integral de la funcién af + g (localmente

integrales impropias

integrable en [a,b)) es convergente, y ademés

/:<af+ﬁg):a/abf+ﬁ/abg.

Regla de Barrow 1.10.-

Sea f una funcién localmente integrable en [a, b). Se supone que existe una primitiva
G de f en [a,b). La integral impropia de f en [a,b) converge si, y s6lo si, existe y es
finito

lim G(z),

r—b—

en cuyo caso, se tiene que
a r—b—

r—b r=b
o Glz)

r=a r=a

al igual que en el caso de las integrales de Riemann.

En el caso general, si f es localmente integrable en (a,b) y G es una primitiva de

f en (a,b), la integral de f convergera si, y sélo si, los limites

lim G(x) y lim G(z)

r—at z—b—

existen y son finitos, en cuyo caso,

T—b— rz—at T—a

b r—b
/ f= lim G(2) — lim G(z) =G| .

Observacion 1.11.- La integrabilidad local en el intervalo correspondiente, asi
como la existencia de primitiva, vienen garantizadas en el caso de que la funcién f sea

continua en dicho intervalo.
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Cambio de variable 1.12.-

Sea I un intervalo de R de extremos « y  (no necesariamente pertenecientes a I),
con a < 3 y pudiendo ser infinitos cada uno de ellos. Sea ¢ una funcién real definida
en [ y de clase C! en I, de modo que ¢'(t) # 0 para cada t € I. El conjunto imagen
de ¢ es, como ya es sabido, un intervalo J, que supondremos de extremos a y b (no
necesariamente en J), con a < b y pudiendo ser cada uno de ellos infinito.

Si f es una funcion real definida y localmente integrable en J, entonces la funcién
definida en I por

t = fle@) ¢ ()]

es localmente integrable en I, las integrales impropias

b B8
/ f@)de y /f«o(t))ko'(t)rdt

tienen el mismo caracter, y si convergen, sus valores coinciden.

Integracién por partes 1.13.-

Sean f y g funciones reales de clase C! en un intervalo [a,b) de modo que existe y

es finito el limite

lim f(z)g(z).

r—b—

Entonces, las integrales impropias

b b
/f’(t)g(t)dt v /f(t)g’(t)dt

tienen el mismo caracter. Ademas, si convergen,

b z—b b
/ £/(0) 9(t) di = @) o)~ / F() gt dt.

Observacion 1.14.- En el resultado anterior, la condicién de que exista y sea

finito el limite hI})l f(x)g(x) es esencial; si dicho limite es infinito puede suceder que
r—0—

b b
las integrales impropias / flgy / f g’ mno tengan el mismo carécter.
a a

En el caso general, si f y g son de clase C! en el intervalo (a,b) (lo que garantiza

la integrabilidad local de las funciones f' g y fg¢’) se ha de exigir que los dos limites
Jlim f(z)g(z) vy lm f(z)g(z)

existan y sean finitos. La conclusion es que las integrales impropias

/f’(t)g(t)dt y /f(t)g’(t)dt
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tienen el mismo caracter, y si convergen, se tiene que

b b
| roswi =@ - [ sogwa.

r—b

r—a

§2 INTEGRACION DE FUNCIONES POSITIVAS.

Pasamos ahora al estudio de otros criterios que permitan decidir si una determinada
integral impropia es o no convergente; éstos seran aplicables a funciones de signo cons-
tante, aunque, por simplicidad en la exposicién y sin que esto suponga restriccién, se
enunciaran para funciones positivas (nétese que las integrales impropias de las funciones
f v —f=—1-f tienen el mismo cardcter). Si no es éste el caso, ademéas de aplicar
la definicién o los resultados anteriores, se puede recurrir al estudio de la convergencia

absoluta, que definiremos mas adelante.

De nuevo, la mayoria de los resultados que se exponen se enuncian para integrales
impropias en intervalos de la forma [a, b), pero se pueden adaptar ficilmente a los otros

casos, tarea que dejamos como ejercicio al lector.

Teorema 2.1.- (Criterio de comparacién)

Sean f y g funciones reales definidas y localmente integrables en un intervalo [a, b),

y tales que existe ¢ € (a,b) de modo que
0 < f(z) < g(x) para cada = € (c,b).

Entonces:

b b
i) Si / g converge, también converge / f.
a a
b b
ii) Si / f no converge, tampoco converge / g.
a a

Observacion 2.2.- Este criterio tiene una interpretaciéon geométrica sencilla: la
region limitada por el eje de abscisas, las rectas de ecuaciones x = ¢, x = b y la grafica
de la funcién g contiene a la limitada por esas mismas tres rectas y la gréafica de la
funcion f; si el area de la primera es finita la de la segunda también, si el adrea de la

segunda es infinita asi debe ser la de la primera.

El criterio de comparacion se aplica usualmente segun el resultado que se expone

a continuacién.
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Corolario 2.3.- Sean f y g funciones reales definidas y localmente integrables en
un intervalo [a, b), y tales que existe ¢ € (a,b) de modo que
f(z) >0, g(x) >0 para cada z € (¢, b).
Si existe (finito o no) el limite
f(x)

lim —= =L,
N €)

entonces:

b b
i) Si L pertenece a (0, 00), / fy / g tienen el mismo caracter.
a [e]

b b
ii) SiL=+400 y / g no converge, entonces / f no converge.
a a

b b
g converge, entonces / f converge.
a

iii) SIL=0 y /

a

Definicién 2.4.- Sea f una funcién definida y localmente integrable en [a,b) (lo

que implica que la funcién |f| lo es). Se dice que f es absolutamente integrable en [a,b),

o que la integral impropia f(x)dx converge absolutamente, si la integral
a
b
[ 1@l s
a

b
Proposicion 2.5.- Si la integral impropia / f converge absolutamente, entonces
a

es convergente.

converge, y ademads se tiene que

/a ’ f(z) da

Observacion 2.6.- El reciproco de la proposicién anterior no es, en general, cierto,

S/ab|f(w>|dw-

como se puede comprobar con la integral

/ sen(x) dr.
1 i

que es convergente y no converge absolutamente. En efecto:

* cos(z)

La integral impropia / dx es absolutamente convergente en virtud del
1

xr2
1
T

oo
criterio de comparacion, puesto que / — dx converge y 5
T x
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x > 1. Aplicando la férmula de integracién por partes,

/100 sen(z) dx = — cos(x) 1y /100 cos(z) dx = cos(1) — /100 cos(z) dz,

x x lz=1 x? x?
y se deduce la convergencia de la primera integral. Por otra parte, sin € N, n > 2,

ni nw n k
[ g [ )y, / sen(a)]
1 T x T (k—1)m 35

k=2
1L R |sen sen(7/4)
=59 pente] o,
A N

lo que muestra que dicha integral no es absolutamente convergente.

Observacidén 2.7.- Sea f una funcién definida y localmente integrable en [a, 00).
oo
La convergencia, incluso absoluta, de la integral impropia / f no asegura nada acerca

a
de la existencia del limite lim f(x). Ahora bien, si dicho limite existe, su valor ha de
Tr— 00

ser necesariamente cero.
§3 COMPARACION CON FUNCIONES TEST.

Se estudia a continuacién la integrabilidad de determinadas clases de funciones
positivas, denominadas funciones test, que se utilizan con frecuencia en la aplicacién del

criterio de comparacion.

Proposicion 3.1.- Sean a,b ntmeros reales con a < by 8 € R. Las integrales

son convergentes si, y s6lo si, # < 1. En este caso el valor de ambas integrales es

(b—a)t=?
1-60

impropias

b1—9

b
x
En particular, para a =0, / — converge si, y sdlo si, 0 < 1, y su valor es 1o
o T -

Proposicion 3.2.- Sean a, 6 nimeros reales.

> dx
1) Si a > 0, la integral impropia / —5 es convergente si, y s6lo si, § > 1. En este
x
g1—0 ¢

caso su valor es .
0—1
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a

2) Si a < 0, la integral impropia / )P es convergente si, y solo si, § > 1. En
—x
—0oQ
(_a)1—9

0—1

este caso su valor es

Es conocido que, si a y  son nimeros reales con « > 0, entonces

log(x)” _

lim+ z |log(x)|” =0 y lim

r—0 r—00 T

A partir de estas relaciones, es facil probar la siguiente

Proposicion 3.3.- Sean «, a nimeros reales con a > 0.

“ lo
1) La integral impropia / ggx) dx es convergente si, y solo si, v < 1.
—0 x
. ) ) 7 log(x) : .
2) La integral impropia — dx es convergente si, y solo si, v > 1.
x
a

También es conocido que si v, # son niimeros reales con 3 > 0, entonces
lim 27e P =0 y lim ¥ e P* =0,
x—07F T—00

gracias a lo cual es sencillo probar el resultado que sigue.

Proposiciéon 3.4.- Sean (3, v nimeros reales.
— 00

Sia€R,a>0,laintegral impropia / 27e % dz es convergente tnicamente
a

si B3>0 6si f=0y~y<-—1.

En particular, si 3 > 0 se tiene que

— 00 e_ga
/ e P dy = .
a B

§4 EJERCICIOS.

1.- Estudiar el caracter de las siguientes integrales impropias y calcular su valor

cuando proceda:

4 dx /2 )
1.1.- _— 1.2.- sec”(xz) dx.
/0 V16 — 22 /o (=)

1 00
1.3.- / (Vz —1) 2 da. 1.4.- / x sen(x) dz.
1, 0
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/2 d
/ ellw p dr, b,a € R. 1.6.- / _
o 1—cos(x)
/ / T(222 — 4x) da.
/ 1.10.- /
1 - x 1— x2
"2 sec? o 2
1.11.- 1.12.- z27% dx.
1.13.- / cos? 1.14.- /
o dz
1.15.- / 1.16.- / a € R.
0
o 18
1.17.- / 2|2 dz . 1.18.- / T
-1 4 — X — 12
/2 df]f /OO
1.19.- _ . 1.20.-
0 x2—4x+3 . ]:c|
1 [e%s}
1
1.21.- / _Tt g 1.22.- / vt —2) " da.
—3 (v 4+ 3)y/|z] 0

2.- Determinar el caracter de las siguientes integrales:

> e Tsen(r)

1
2.1.- dx. / co
o Vz+l 0
; /Ood—x /°O o PHE) gy
0 Vz(l+e®) 0
> log(z) /°° Cos(x
2.5.- —————dx.
/1 z(z? —1)%2 ) 0 \/E

> arct > 1
2.7.- / g gg(x) dz. / sen <—2
0 T /2 1 T

[ee] 3
2.9.-/ sen’(z) 2.10.-
0

2w
—dx
1+ cos(x) + e* /0 \/sen(x)

3.- Probar que si p > 1 las integrales impropias siguientes son convergentes:

oo o0 1
3.1.- / % dx 3.2.- / sen” (—) dzx.
1 xP 1 T
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4.- Demostrar que son convergentes las siguientes integrales impropias:

1 1
1 P—1
4.1.- / onﬂdaz. 4.2.- / T e, p>—1.
0 x?2+2x+1 o log(x)
1 1
log(1 — x)
4.3.- / log(z)log(1 — z) dx. 4.4.- ——dx.
0 0 vV 1—=x
5.- Demostrar que, para cada n = 0,1,2,..., la integral impropia

oo
/ z"e " dx
0

6.- Probar que las integrales impropias

/2 /2
/0 log (sen(az)) dx y /0 log (Cos(x)) dx

convergen y son iguales. Calcular su valor.

es convergente y calcular su valor.

7.- Demostrar que las siguientes integrales impropias convergen, pero no convergen

absolutamente.
7 cos(x)
1 VT

8.- Se considera la funcién

7.1.- dz . 7.2.- / sen (w2) dz .
0

f(x) =e€" —cos(x) —x.
i) Calcular el desarrollo de Taylor de orden 4 de la funcién f en el punto zy = 0.

ii) Estudiar el caracter de la integral impropia
oo
x
0 T /2 o2

9.- i) Obtener el desarrollo de Taylor de orden 4 en x = 0 de la funcién

f(z) = em2%" _ cos(ax), a> 0.

ii) Estudiar el caracter de la integral impropia

o0 g=22* _ cos(ax)

0 V' (1+ )

en funcion del parametro real a > 0.
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10.- i) Hallar el desarrollo de Taylor de orden 2 en x = 0 de la funcién
f(z) =log(1 4+ ax) — sen(x), a>0.

ii) Estudiar, segun los valores de a > 0, la convergencia de la integral

[,
0

.T4+$5

11.- Sea y > 0. Se considera la integral impropia

/ e Yisen(t)dt.
0

i) Demostrar que para cada y > 0 la integral es absolutamente convergente.

Calcular el valor de la integral dada, que denotaremos por F'(y).
ii) Probar que para cada o € R, la integral
/OO e Yisen(y*Ttt) dt
0
converge absolutamente, y que su valor, al que llamamos G, (y), es igual a
y‘“1+1 F<yi0‘> '
iii) Demostrar que la integral impropia

/ o Gal(y) dy

—0

es convergente si, y solo si, a # 0. Calcular su valor para o = 2.

§5 SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS.

1.1.- Converge y vale 5. 1.2.- No converge. 1.3.- No converge. 1.4.- No converge.
1.5.- No converge. 1.6.- No converge. 1.7.- No converge.

1.8.- Converge y vale % 1.9.- Converge y vale m. 1.10.- Converge y vale 0.
1.11.- No converge. 1.12.- Converge y vale 0. 1.13.- No converge.

1.14.- No converge. 1.15.- Converge y vale 7.

1.16.- No converge para todo a. 1.17.- Converge y vale 4. 1.18.- No converge.
1.19.- No converge. 1.20.- No converge. 1.21.- No converge. 1.22.- No converge.

2.1.- [f(z)] <e ™, x>0,y [, e dx converge.
2.2.- ‘ cos (l/x)‘ <1, z #0,y el intervalo es acotado.
2.3.- Converge. 2.4.- Converge. 2.5.- Converge.
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2.6.- Comparar por cociente con fo ~ para la convergencia en (0,1). Aplicar

integracion por partes para la convergencia en (1, 00).

sen (1/902)

2.7.- Converge. 2.8.- lim = 1. Converge.
r—00 1/2?

3

2.9.- sen”(x) < e *. Converge. 2.10.- Converge.
1+ cos(x) 4 e*
1 senP (—)
R T L o Y Y 7|
P :ij T—00 1/;(;17

1

41 lim 21080

o0t 22+ 20 +1
4.2.- Si p =0 es trivial. Sip#0, lim,_,;- f(x) =p€R. Sip >0, lim f(z)=

z—0t

y la integral es de Riemann. Si p € (—1,0), comparar con fol 2P dx.

4.3.- lim log(x)log(l —z) = lim log(z)log(l —z) =0.

z—0t r—1—

4.4 lim f(z)=0y lim (1- z)3/4f(x) =0

z—0t

xe ” > >
5- lim ——7— =0y / e~*/? dz converge. I, = / x"e " dxr=mnln>0.
0 0

r—o0 e /2

/2
6.- Comparar la primera integral I con / log(z) dz. Mediante el cambio de varia-
0

/2
ble x = — —t I= / (sen(s —t))dt = / log (cos(t)) dt. Tomar logaritmos
/o 0
en la 1gua1dad sen = 2 sen(z/2) cos(x /2) e integrar en (0, ) los dos miembros para
deducir que I = —— log( ).

7.1.- Aplicando integracién por partes, la integral converge. Para probar que no
converge absolutamente, obsérvese que sin € Ny z € [tn—7/3, mn+7/3], | cos(x)| > 3"

7.2.- Aplicar el cambio de variable 22 = t.

3
8.- i) e” —cos(x) —x = 2% + % + z*e(z) en 29 = 0, con limO e(z) =0.

ii) El integrando es positivo y continuo en (0, 00). La integral impropia converge:

f(x) f(x)
5/2@295 o . $5/2 e2
Jimny TN = S
o —22? o’ 2 aty 4 4
9.- i) e — cos(azx) = (7 —2)2” + (2 - ﬂ)m + z%e(z) en zy = 0, con
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lir% e(z) =0.
xr—
ii) La integral dada converge si y sélo si a = 2.

10.- i) f(z) = (o — 1)z — %2332 + z2%¢(z) en o = 0, con lim e(z) = 0.

z—0
ii) Si a # 1 entonces la integral impropia no converge, ya que

f(z)log(1 + 2?)

4 5
lim “’f/;x —a—1eR\{0}.

Si o = 1 entonces la integral converge, porque
f(z)log(1 + 2?)

log(1 + 22 1 4 .5
g F@Moe 27 Lot
=0 i b 2 T—00 1/a2
11.- i) |e ¥ sen(t)| < e Y F(y) = ! .

ii) Realizar el cambio de variable y* 1t = w.
iii) Go(y) =
) Ga(y) ey

o0 oo ydy 1 9 Y— 00 T
/0 2(y) dy /0 A1 3 g(y”) o T 1

Y>>0
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FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES REALES.
TEMA 4 LIMITES Y CONTINUIDAD

El objeto del presente tema es introducir aquellas propiedades topoldgicas de los es-
pacios euclideos que seran necesarias para abordar posteriormente el Calculo Diferencial
en varias variables.

El punto de partida en el desarrollo de esta materia es el concepto de “norma”, que
generaliza el de valor absoluto de los niimeros reales y permite establecer un argumento
para “medir” la proximidad de los puntos de un espacio vectorial. De hecho, la recta
real no es otra cosa que el caso mas simple de los espacios normados que nos ocupan,
y podriamos haber realizado un tratamiento unico, independiente de la dimensién del
espacio. El lector observara que los resultados que se exponen aqui son generalizaciones,
o convenientes adaptaciones, de los que se presentaban, con el mismo objetivo, en el

tema dedicado a continuidad de funciones de una variable real.

§1 EL ESPACIO EUCLIDEO R".

Definiciéon 1.1.- Para cada nimero natural n, sea R" el conjunto de todas las

n-uplas ordenadas

r = (371;:1:27"'73771)7
donde x1, o, ..., x, son nimeros reales. A x; lo llamaremos coordenada k-ésima de x.

Se definen la suma de elementos de R™ y el producto de un escalar por un elemento
de R™ como sigue:

Para ® = (x1,22,...,2n), ¥y = (Yy1,Y2,- - -, Yn) € R™ se define su suma  + y por
r+y=(r1+y1,22+ Y2, .., Tn +Yn)-
Six = (x1,22,...,2,) € R y « es un numero real se define su producto o x por
ax = (ar1,azs,...,az,).

El conjunto R™ con estas operaciones es un espacio vectorial sobre el cuerpo de los

numeros reales.
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Observacion 1.2.- Es habitual confundir la estructura vectorial asi obtenida con la
estructura geométrica que se obtiene al considerar un espacio afin con espacio vectorial
asociado R™ y, abusando de la notacién, referirse a “puntos” de R™ en lugar de vectores.

Este sera el criterio que seguiremos en adelante.

Proposicién 1.3.- Para cada elemento * = (z1,x2,...,2,) de R™ se define su

norma euclidea ||x| por

ol = (32 l2) ™ € 0,0).

=1

La aplicacién || ||: R™ — [0, 00) verifica las siguientes propiedades:
N1: || = 0 si, y sélo si, = 0.
N2: |az| = |a| ||z, ¢ € R", a € R.
N3: ||z + y|| < ||z| + |yl|, =,y € R™. (Desigualdad triangular)
Observacion 1.4.- Cuando n = 1, la norma euclidea coincide con el valor absoluto
definido en R.
Proposicion 1.5.- La aplicacion d : R" xR"™ — R definida por

d(z,y) = |z -yl

verifica las siguientes propiedades:

D1: d(z,y) >0, z,y € R"

D2: d(x,y) =0si, y sélosi, ¢ = y.

D3: d(x,y) =d(y,x), z,y € R™.

D4: d(x,z) < d(xz,y) +d(y, z), ¢,y,z € R™.

Observacion 1.6.- Si E es un conjunto no vacio, se denomina distancia o métrica
en F cualquier aplicacion d: Ex E — R que verifique las propiedades D1-DA4.
El concepto de métrica permite abordar rigurosamente la idea de “proximidad” a

la que nos referiamos anteriormente.

§2 TOPOLOGIA DE LOS ESPACIOS EUCLIDEOS.

No le sera dificil al lector comprender la motivacién de los conceptos que definimos
en este epigrafe a partir de los conocimientos que ya posee sobre funciones de una

variable.
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Definicién 2.1.- Sean € R™ y r > 0. Se definen la bola abierta de centro x y

radio r como el conjunto
B(x,r) ={y eR" : d(z,y) =[x —y| <r},
y la bola cerrada de centro x y radio v como el conjunto
B(z,r)={y eR" : d(z,y) = |z —y| <r}.

Definicién 2.2.- Sea E un conjunto de R™. Un punto x de R" se dice que es un

punto interior a E si existe una bola abierta de centro @ contenida en E. El conjunto
o
de todos los puntos interiores de F se denomina interior de FE y se representa por E.

Es sencillo comprobar que E C E.

Un conjunto F de R™ se dice que es abierto si es vacio o si todos sus puntos son
interiores a él (es decir, si ' = E)

Ejemplos 2.3.-

2.3.1.- Toda bola abierta es un conjunto abierto.

2.3.2.- Las bolas cerradas no son conjuntos abiertos.

2.3.3.- Los productos cartesianos de intervalos abiertos

(a1,b1) X (ag,by) XX (an, by)

son conjuntos abiertos de R".

Proposicion 2.4.- Se verifican las siguientes propiedades:
i) El conjunto vacio @ y el conjunto total R™ son abiertos.

ii) Si {G;}ier es una familia de conjuntos abiertos, entonces la unién o G; es un
4SS
conjunto abierto.
iii) Si {G1,Gs,...,Gk} es una familia finita de conjuntos abiertos, entonces la inter-

seccion G1 N Go N ...N G es un conjunto abierto.

Definicion 2.5.- Sea E un subconjunto de R”. Un punto & de R™ se dice que es
un punto adherente a E si cada bola abierta centrada en x tiene interseccion no vacia
con E. El conjunto de todos los puntos adherentes de E se denomina adherencia de E

y se representa por E. Es sencillo comprobar que E C E.

Un conjunto E de R™ se dice que es cerrado si todos sus puntos adherentes estan
en B (es decir, si E = E).
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Ejemplos 2.6.-

2.6.1.- Toda bola cerrada es un conjunto cerrado.

2.6.2.- Las bolas abiertas no son conjuntos cerrados.

2.6.3.- Los productos cartesianos de intervalos cerrados
[a1,b1] X [ag, ba] XX [an, by]

son conjuntos cerrados de R™.

Proposicién 2.7.- Un conjunto E de R™ es abierto (resp. cerrado) si, y sélo si,

su complementario R™ \ E es cerrado (resp. abierto).

Proposicién 2.8.- Se verifican las siguientes propiedades:
i) El conjunto vacio @ y el conjunto total R™ son cerrados.
ii) Si {F;}ics es una familia de conjuntos cerrados, entonces la interseccién in F; es
un conjunto cerrado.
iii) Si {Fy, Fs, ..., F;} es una familia finita de conjuntos cerrados, entonces la unién

FiUFyU...UF}, es un conjunto cerrado.

Definiciéon 2.9.- Sea F un subconjunto de R™. Un punto & de R" se dice que
es un punto de acumulacion de E si para cada bola abierta B(x,r) centrada en x, la
interseccién B(x,r) N E contiene al menos un punto de E distinto de . El conjunto de

todos los puntos de acumulacién se denomina derivado de E y se representa por E’.

Un punto & de E se dice que es un punto aislado de E si no es un punto de

acumulacién de E.

Proposicién 2.10.- Sea E un subconjunto de R™. Entonces:
iy E=EUEFE.
ii) F es cerrado si, y sélosi E' C E.

iii) Si x € R™ es un punto de acumulacién de E, entonces cualquier bola abierta B(x, )

de centro x contiene infinitos puntos de E.

iv) Si @ € F es un punto aislado de F, entonces existe una bola abierta B(x,r) de

centro x tal que

B(z,r)NE ={x}.
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Definiciéon 2.11.- Sea F un subconjunto de R™. Se dice que E es un conjunto

acotado si existe una constante M > 0 tal que

|zl < M, zeckE.

Definiciéon 2.12.- Diremos que un subconjunto K de R"™ es compacto si es si-

multaneamente cerrado y acotado.

Ejemplos 2.13.-

2.13.1.- Todo subconjunto finito de R™ es compacto.

2.13.2.- Todo multi-intervalo cerrado y acotado de R”
[ay,b1] X [ag, ba] XX [an, by]

es un conjunto compacto.

§3 LIMITES.

Definicion 3.1.- Sean A un conjunto de R", @ un punto de acumulacién de A y
f una aplicacion de A en R™. Se dice que I € R™ es el limite de la aplicacién f en el

punto a si para cada niimero real € > 0 existe § > 0 tal que

[ () =1 <e,

para cada € A, con 0 < || — al| < 4.

Observacion 3.2.- En la definiciéon anterior intervienen dos normas, una definida

en R™ y otra en R™. La distincién entre ambas viene dada por el contexto.
Proposicién 3.3.- Si la aplicaciéon f tiene limite en el punto a, éste es tnico.

Notacién: Si la aplicacién f tiene limite I en el punto a se escribe

lim f(x) =1 0 f(x) — 1, cuando ¢ — a.

La nocién de limite restringida a subconjuntos de uno dado tiene exactamente la

misma aplicacién en este caso que en el de funciones de una variable.

Definicion 3.4.- Sean A un subconjunto de R", @ un punto de acumulacién de A
y f una aplicacién de A en R™. Si B C Ay a es también punto de acumulaciéon de B,

el limite lim f‘B(:I:), si existe, se denomina limite de la aplicacion f en el punto a
r—a

UNIVERSIDAD DE VALLADOLID.



130 CALCULO

siguiendo (o a través de) el subespacio By se denota

lim £(x).
rEB

Teorema 3.5.- Sean A un conjunto de R™, a un punto de acumulaciéon de A y f

una aplicacién de A en R™. Son equivalentes:
i) f tiene limite I en el punto a.

ii) Para cada subconjunto B C A tal que a € B’ f tiene limite en a a través de B,y

éste es precisamente [.

Definicién 3.6.- Para cada j = 1,2,...,m la aplicacion
m; :R™ = R
(a: = (21,29, ... ,xm))
T T

se denomina proyeccion j-ésima en R™.

Si A es un subconjunto de R" y f: A — R™ es una aplicacién la funcion real
f; = mjof se denomina componente j-ésima de f, j =1,2,...,m. En esta situacién es

usual denotar

.f:(flvaa"'vfm>-

Proposicion 3.7.- Sean A un conjunto de R™, a un punto de acumulacién de A,

y f=(f1,f2,-.-, fm) una aplicacién de A en R™. Entonces
lim f(x) =1= ({1,02,...,0p) € R

r—a
si, y sélo si,

lim fj(x) =¢; € R, paracadaj=1,2,...,m.

r—a
Observacion 3.8.- Este ultimo resultado permite simplificar el estudio de limites
y los conceptos que de éste se derivan, considerando tnicamente funciones reales, es

decir, aplicaciones f:R" — R.

3.9.- Limites iterados:

A la hora de abordar el estudio de la existencia de limites para funciones definidas
en conjuntos de R™, con n > 2, puede parecer tentador proceder reduciendo el problema

al estudio de limites en una sola variable, concretamente, fijando n — 1 coordenadas.

Lamentablemente, la existencia de los limites iterados no garantiza la existencia del

limite, ahora bien, en caso de que existan todos los limites, deben coincidir. Para fijar
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ideas y atendiendo a una mayor simplicidad, enunciaremos el resultado para el caso de

una funcién real definida en un intervalo de R2:

Teorema: Sean f una funcion real definida en el conjunto A = (ay,b1)x(az,b2) y

(o, B) € A. Se supone que existe

lim r,y) =4,
(r,y)ﬂ(a,ﬂ)f( v)

y que, para cada x fijo, x € (a1, by), existe lirrb flx,y) = @(x).
y—)

Si existe el limite iterado

lim o) = lim ( lim f(2,9))

coincide con /.

En consecuencia, si existen los dos limites iterados pero
lim (lim f(x,y)) Z# lim (hm f(a:,y)),
r—a \y—QG y—pB \r—a

la funcién f no puede tener limite en el punto («, ().

Propiedades 3.10.- Sean A un conjunto de R"” y a un punto de acumulacién
de A. Supongamos que f, g son funciones de A en R™ y h es una funciéon de A en R

tales que

lim f(x) =1, lim g(x) = k, y lim h(xz) = \.

r—a r—a r—a

Entonces:

i) Iim(f+g)(x)=1+k.

r—a

ii) lim (hf)(z) = AL

r—a

iii) lim(f-g)(z)=1-k.

r—a

iv) SiA#0,y h(x) # 0 para cada « € A, i}g}l l/h(a:) =1/.

Definicion 3.11.- Sean A un conjunto de R™ y f una aplicacién de A en R™. Se

dice que f es acotada si existe una constante M > 0 tal que

|f(x)|| < M, paracadaxec A.

Proposicion 3.12.- Sean A un conjunto de R™, a un punto de acumulacién de A
y f una aplicacién de A en R™. Si f tiene limite en a, existe un numero real 6 > 0 tal
que f estd acotada en AN (B(a,d) \ {a}).
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Proposicion 3.13.- Sean A un subconjunto de R™ y @ un punto de acumulacién
de A. Si f:A—R y g:A— R™ son aplicaciones tales que
lim f(x) =0
r—a

y g estd acotada en AN (B(a,d) \ {a}) para algin nimero real § > 0, entonces

lim f(x)g(x) =0.

r—a

Aparte de las propiedades aritméticas, las funciones reales verifican, respecto al
orden, propiedades similares a las de las funciones de una variable. Para no abundar en
detalles enunciaremos una de ellas, dejando que el lector adapte el resto (tales como el

criterio del sandwich) al caso de funciones de varias variables.

Proposicion 3.14.- Sean A un conjunto de R", a un punto de acumulacién de A

y f una funcién de A en R. Si existe lim f(z) = ¢ # 0, se tiene que:

i) Si ¢ > 0, dados ntmeros reales & y 3 con 0 < a < £ < 3, existe un nimero real
d > 0 tal que para cada x € AN B(a,d) con x # a, se verifica que o < f(x) < S.

ii) Si ¢ < 0, dados nuimeros reales a y § con o < £ < 3 < 0, existe un ntmero real
d > 0 tal que para cada ¢ € AN B(a,d) con x # a, se verifica que a < f(x) < f.

Es decir, f toma valores con el mismo signo que el del limite en los puntos de un

entorno adecuado de a distintos de él.

§4 CONTINUIDAD.

Definicion 4.1.- Sean A un conjunto de R”, @ un punto de A y f una aplicacién
de A en R™. Se dice que f es continua en a si para cada niimero real € > 0 existe 6 > 0

tal que
[f(z) — fla)]| <e,
para cada « € A, con ||z — a| < 9.

Si f es continua en todos los puntos de A, se dice que f es continua en A.

Ejemplos 4.2.-
4.2.1.- La norma euclidea es una funcion continua en R".

4.2.2.- La proyeccién j-ésima 7;: R" — R es una funcién continua en R™.

Departamento de Analisis Matematico y Didactica de la Matematica.



VII. FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES REALES. LIMITES Y CONTINUIDAD 133

Proposicion 4.3.- Sean A un conjunto de R”, a un punto de A y f una aplicacion
de A en R™.

i) Si a es un punto aislado de A, entonces f es continua en a.
ii) Si @ es un punto de acumulacién de A, entonces f es continua en a si, y sélo si,

tiene limite en a y verifica lim f(x) = f(a).
r—a

Teorema 4.4.- Sean A un conjunto de R", @ un puntode Ay f = (f1, fo, .-, fm)
una aplicacién de A en R™. Entonces f es continua en a si, y sélo si, cada una de las

funciones componentes f1, fa, ..., fin €s continua en a.

Proposicion 4.5.- Sean A un conjunto de R™ y a un punto de A. Sean f, g
aplicaciones de A en R™ y h una funciéon de A en R. Supongamos que f, g y h son

continuas en a. Entonces las aplicaciones

son continuas en a.

(si h(a) # 0)

S

Teorema 4.6.- Sean A un subconjunto de R"™ y B un subconjunto de R™. Sean
f:A — By g:B — RP aplicaciones tales que f es continua en a € A y g es continua

en f(a) € B. Entonces la aplicacién compuesta go f es continua en a € A.

Proposicion 4.7.- Sean A un conjunto de R" y f una aplicaciéon de A en R™.

Entonces:

i) Si A es abierto, f es continua en A si, y sélo si, para cada conjunto abierto U de
R™ se tiene que f~1(U) es abierto (de R™).

i) Si A es cerrado, f es continua en A si, y sélo si, para cada conjunto cerrado F' de
R™ se tiene que f~1(F) es cerrado (de R™).

Teorema de Weierstrass 4.8.-
Sean A un conjunto de R" y f una funcién continua de A en R™. Si K es un

subconjunto compacto de A, entonces f(K) es compacto.

Corolario 4.9.- Sea f una funcién real continua en un conjunto compacto K
de R™. Entonces f es acotada y alcanza sus extremos, es decir, existen dos puntos a, b
de K tales que f(a) =my f(b) = M, siendo

m=inf{f(x) : x € K} y M =sup{f(x) : x € K}.
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§5 EJERCICIOS.

1.- Determinar los subconjuntos de R? tales que las relaciones

Y
L1 2 = log (55— ) 1.2.- 2 = log(1 —
z = log 221 z = log( zy)
1.3.- z = y/x cos(y) 1.4.- z = y/sen (22 + y?)
1.5.- z = log (z + ) 1.6.- z = /1 — (22 + ?)

definen funciones (z,y) — z de dichos conjuntos en R, es decir, los dominios mas

generales de las funciones definidas por estas expresiones.

2.- Determinar si las siguientes funciones tienen limite en el punto 0 € R™.

2.1.- f(z) = Sen(“w,z“ ) w20
||
log(1 —
2.2.- f(z) = Og(—z”w”), 0< |z < L.
||
1 1 R .
2.3.- f(z) = og(l+ 12y an) 2;>0,j=12,...n
X1 T2 In
arctg(||x
2.4.- f(x) ||:(c|||| | ), x # 0.

3.- Sea f una funcién real definida en una bola B(xy,r) C R2. Probar que son

equivalentes:
(a) f tiene limite £ en el punto g = (z0, Yo);
(b) la funcién g: (0,7) — [0, 00) definida por
g(0) = sup {|f(xo + ocos(6),yo + osen(d)) — €| : 6 € [0,27r]}
verifica que

lim g(p) =0.

o—0

4.- Determinar si existen los limites de las siguientes aplicaciones en los puntos que

se indican:

B y—1 (z—-1y-1)
4.1.- f(z,y) = <1+(x—1)2+(y—1)27 (x—1)2+(y—1)2)’ (z,y) # (1,1),

en el punto (1,1).
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w1 1
4.2.- f(x,y) = <6 ) 10g< —l—.ry))’ x,y > 0, en el punto (0,0).
43 fley) = — o DFY )£ (1,1, en el punto (1,1).
(z -1+ (y—1)?
1 2 2
4.4.- f(z,y) = I+ +yy )sen(y), y # 0, en el punto (0,0).

4.5.- f(x,y) = Lizl e_|y|/12, x # 0, en el punto (0,0).

1 — cos (\/x_y)

4.6.- f(x,y) = , x,y >0, en el punto (0,0).
Yy
1— /2 + 2
4.7.- f(z,y) = 0022(+::2 Y ), (z,y) # (0,0), en el punto (0,0).

4.8~ f(x,y) = (> +47)" ", (2.) # (0,0), en el punto (0,0).

—lz+yl _ 1
4.9.- f(z,y) = ﬁ, x4y # 0, en el punto (0,0).
Y
4.10.- f(z,y) = EEamk (x,y) # (0,0), en el punto (0,0).

5.- Comprobar que las siguientes funciones tienen limite en el punto (0,0) € R? a

lo largo de cada recta que pasa por dicho punto, pero no tienen limite:

si —x # y%; 22
5.1.- f(z,y) =} ¢ +y° 5.2.- f(z,y) = —

0 si —x =92

Si una funcién de R? en R tiene el mismo limite en un punto a lo largo de cada

recta que pasa por él, ;tiene la funcion limite en dicho punto?

6.- Determinar los limites iterados en el origen de la funcién

flay) =28 () £ (0,0).

a2 4yt

. Tiene la funcién f limite en (0,0)7

7.- Se considera la funcién f:R? — R definida por

1 1 .
T 4+ y) sen <—> sen (—) si x#£0 e 0;
Fny) = (z+y) - y # y#
0 si x=0 6 y=0.
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Probar que no existe ninguno de los limites iterados de f en (0,0), pero existe el limite

de la funcién en ese punto.

8.- Sea f:R? — R la funcién definida por

Ty —Tr+y
fla,y) = Try
0 si x4+y=0.

si x4y #0;

i) Probar que existen los limites iterados de f en (0,0).

ii) ;Existe el limite en (0,0) de f7

9.- Determinar el dominio de definicién de la funcion
flz,y) =

332y2
Py (=g

Probar que la funcién f admite limites iterados en (0,0) y son iguales, pero no existe

el limite de f en el citado punto.

10.- Sea f:R? — R la funcién definida por

Ty . .
f(x,y) _ 12 + y2 S1 (:lf,y) 5& (070)7

0 si (z,y) = (0,0).

i) (Es continua f en (0,0)7

ii) ;Existen los limites iterados de f en (0,0)7

11.- Se considera la funcién f:R? — R definida por
x| siox>y;

flx,y) =
) lyl st z<y.

Estudiar la continuidad de f en R2.

12.- Determinar los valores del parametro real a > 0 para los que la funcién
f:R? — R definida por
By -1
si (z,y) # (1,1);
fla,y) = (@=1)°+(y—1)
0 st (z,y) = (L, 1),

es continua en R2.
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13.- Estudiar la continuidad en R? de la funcién definida por

2’y .
fem) = | @y o @) # 0.0
0 si (I,y) = (0,0)

14.- Estudiar la continuidad en R? de la funcién definida por

flz,y) = \/;zf—yiﬂ/z si (z,y) # (0,0);
0 si (z,y) = (0,0).

15.- Sean b € Ry f:R? — R la funcién dada por
3.2
r —y s2
——— sl 2t Fy;
flay) =4 ="~y
b sioz? =y.

i) ;En qué puntos es discontinua f?

ii) Determinar el valor que debe atribuirse a b para que la restriccién de f a la

recta de ecuacion x + y = 2 tenga el menor nimero de discontinuidades.

iii) Si g denota la restriccién de f al segmento que une los puntos (0,2) y (2,0),

para el valor de b hallado en ii), jes g una funcién acotada?

16.- Estudiar la continuidad en R? de la funcién definida por

6 6 3 S1 l‘, ,Z # (), ()7 () 9

O Si (x7 y7 Z) = (07 07 O).
§6 SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS.
1.1.- {(z,y) eR?:y > 0,22 + 9> > 1} U {(x,y) e R? : y < 0,27 + 3> < 1}

1.2.- {(z,y) eR?: 2y < 1}

1.3.- {(0,y) : y € R} UkUZ{(x,y) eR*: 2 >0, -5 +2kn <y < Z+2knr}U
=
kUZ{(:U,y)ER2:a:<O, T+ 2kw <y < 3% 4 2kr}.
€

1.4.- kUZ{(a:,y) € R?: 2kr <22 +y* < (2k + 1)7}.
S

1.5.- {(x,y) € R? : & > —y?}. 1.6.- {(x,y) e R? : 22 + 9% < 1}
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2.1.- 1. 2.2.- —oo0. 23.- 1. 2.4.- 0.

3.- Téngase en cuenta que:

i) Para cada « = (z,y) € B(xo,r), * # xo, existen p € (0,7) (p = ||l — x0]]) ¥
0 € [0, 27| tales que = (z,y) = (xo + p cos(),yo + p sen(h)).

i) g(o) = sup { | F(@) — {] : ]z — @0l = p}.

4.1.- No existe (x,y%Lm(l,l) fa(z,y). 4.2.- (:E,y%i—>n1(0,0) fa(z,y) = oc.
4.3.- (m,y%i—%l,l) fx,y) = 0. 4.4.- (m,y%i—%0,0) flx,y) =1.
4.5.- No existe (:c,y%iin((),()) f(z,y). 4.6.- (x,y%iin(0,0) f(z,y) =0.
4.7.- (x,y%i—%,o) f(z,y) =1/2. 4.8.- (m,y%i—%,o) f(z,y) = 1.
4.9.- (m,y%ian%o,o) flz,y) = —1. 4.10.- (%y%i_}m(o’o) f(z,y) =0.

5.1.- lin% flz,Az) =1y lir% f(0,y) =0.
z— y—

5.2.- lirr(l) flz, x) = (1=X)/(1+X\?) ¥ lirr(l) f(0,y) =—1.
r— y—

2

si

L 2
La funcién f(z,y) = ¢ = + 3> TEY tiene limite cero en (0,0) a lo largo de

0 si —x = y?,
cada recta que pasa por el origen, pero no tiene limite en dicho punto.

6.- lim (lim (ac,y)) =1# lim (lim (a:,y)) = 00. No tiene limite en (0, 0).

z—0 \y—0 y—0 \ x—0
7.- Para cada x # 0, no existe lin% f(x,y); para cada y # 0, no existe lirrb f(z,y).
y— xr—

Pero, como |f(z,y)| < |z + y|, se tiene que ( %Hr% )f(a:,y) = 0.
z,y)—(0,0

8.- al:li% (;% (x,y)) =—1# ?}13% <3131£1% f(x,y)) = 1. No tiene limite en (0, 0).

9.- Dom(f) = R?\ {(0,0)}. Los limites iterados son nulos, mientras que el direc-

cional lir% (z,x) vale 1.
xr—

10.- i) No, porque no existe  lim  f(z,y).
(z,9)—(0,0)
if) lim (lim f(z,y)) = lim (lim f(z,y)) = 0.

11.- f es continua en R2.

12.- Para todo a > 0, f es continua en R?\ {(1,1)}. En xg = (1,1), usar el
ejercicio 3: como f(1+ pcos(f),1+ psen(9)) = p?>*~2| cos(6)|*|sen(6)|*, se deduce que
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lim x,y) = f(1,1) =0 si, ysélosi, «a>1.
(I’y)ﬁ(l’l)f( y) = f(1,1) y

1
13.- f no es continua en (0, 0): lir% flx,z) = 1 # £(0,0) =0.

14.- Es continua en R?. Para probar la continuidad en (0,0), usar que |z| <
Gz o)l Tyl < [[(z, 9)ll, y deducir que |f(z,y)| < |[(z,y)|| para cada (z,y) # (0,0).

15.- i) f es continua salvo en {(z,y) € R? : y = 2%}. Los puntos que plantean méas
problemas son (0,0) y (1,1): usar que
. : 3 .
(m,y%l—%0,0) f(xvy) - 17 ;ll—>rnl f(xv 1) - 5 ’ ?}I_)HII f(lay> =2.
’y:$2—$3

ii) Si h es la restriccion,

z? 44 .
h(l‘):{f(m?2_w):x+2 Slilf?é]_,—Q,
b siz=10x=—-2.
La discontinuidad en z = —2 no es evitable, mientras que si se toma b = 5/3, h es

continua en x = 1.
iii) Si, porque g es continua en el segmento cerrado que une (0,2) y (2,0), que es

un conjunto compacto.

1
16.- f no es continua en (0,0,0): lim flx,y,2) == # £(0,0,0) =0.
(2,,2)—(0,0,0) 2

{#?=y’=2}
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FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES REALES.
TEMA 5 CALCULO DIFERENCIAL

La idea fundamental de todo el Calculo Diferencial es sencilla: tratar de obtener
propiedades sobre objetos (en la practica funciones) que, sin ser lineales, admiten una
cierta “aproximacién lineal”. De hecho, si nos remontamos un poco en el tiempo, es
curioso observar que muchos de los resultados que se presentan en esta teoria aparecen
enunciados de forma puramente algebraica antes de la que podiamos denominar formu-
lacién moderna. No es de extranar esto si se piensa que muchos conceptos de Algebra
Lineal elemental, tales como el de Rango, Aplicacién Inversa, etc., tienen su andlogo en

el Calculo Diferencial.

La presentacion actual de esta materia difiere bastante de su desarrollo historico,
en consonancia con el desarrollo de la Fisica Matematica, y cuyos primeros pasos se
pueden situar en el uso de las derivadas parciales por Euler, D’Alembert, etc. en el
siglo XVIII. Esto puede ser ilustrado con el hecho de que la continuidad fuese concebida
como una propiedad mucho mas fuerte que como se entiende hoy en dia, implicando la
derivabilidad. Este fundamento casi filosofico, recogido en la frase de Leibnitz “Natura

non facit saltus”, prevalecié durante largo tiempo.
§1 DERIVABILIDAD Y DIFERENCIABILIDAD.

Cuando se consideran aplicaciones definidas en abiertos de R™, n > 1, carece de
sentido considerar cocientes incrementales de tales aplicaciones, y por tanto es imposi-
ble generalizar el concepto de derivabilidad en esos términos. Lo que si es posible es
generalizar el concepto de derivada a subespacios de dimensién uno. Aparece asi el

concepto de derivada direccional y, como caso particular, el de derivada parcial.

Definicion 1.1.- Sean A un abierto de R™, g un punto de A y f una aplicacion
de A en R™. Dado un elemento v de R™\ {0}, se dice que f admite derivada direccional
en el punto xg segun la direccion de v si existe el limite

lim f(zo + hv) — f(z0)
h—0 h

Y
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y se denota
dof(zo) 6 Dyf(xo).

i)
Cuando se considera el vector v; = (0,0,...,1,...,0), el limite anterior recibe el

nombre de derivada parcial de f respecto de x; en el punto xg, y se denota por

Dif(ee) ¢ L),

Si la aplicacion f admite derivadas parciales respecto de todas las variables en el

punto xq se dice que es derivable en dicho punto. Cuando f es derivable en cada punto

de A se dice que es derivable en A.

Observaciones 1.2.-

i) A la hora de definir las derivadas direccionales algunos autores consideran ex-
clusivamente vectores unitarios (de norma euclidea 1). Esto no aporta ventajas ni

desventajas a la definicion y optar por una u otra forma es cuestién de gusto personal.

ii) La segunda notacién para las derivadas parciales es, sin duda, la de uso més
extendido. Al igual que sucede para las funciones de una variable, tal expresién no

denota el cociente de dos nimeros; es simplemente, como se ha dicho, una notacién.

iii) Las derivadas direccionales, como derivadas de funciones de una variable que
son, gozan de las propiedades aritméticas de éstas; por ejemplo, si dos aplicaciones
definidas en un mismo abierto de R"™ admiten derivada parcial respecto de x; en un
punto del abierto, entonces la aplicacién suma admite derivada parcial respecto de z;
en dicho punto y resulta ser la suma de las derivadas parciales de las dos aplicaciones
en ese punto.

Dejamos que el lector deduzca el resto de las propiedades que procedan.

Ejemplos sencillos, como el que se puede ver en el ejercicio 2.3, muestran que el
hecho de que una aplicacién f sea derivable en un punto no implica la continuidad
de f en ese punto, ni siquiera la existencia de todas las derivadas direccionales implica
la continuidad. Se presenta asi la diferencia mas relevante con las funciones de una
variable.

El concepto de diferenciabilidad que sigue es equivalente en el caso unidimensional
a la derivabilidad.

Definiciéon 1.3.- Sean A un abierto de R™, &g un punto de A y f una aplicacion

de A en R™. Se dice que f es diferenciable en el punto x si existen una aplicacién
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lineal L de R™ en R™ y una funcién € de A en R™ con

lim [[e(z)] =0,

r—Io

de manera que
f(w) - f(mo) = L(CE - 330) + E(-’B) ||:13 — a:o|| para cada x € A.

La aplicacion lineal L, si existe, es Unica y recibe el nombre de diferencial de f en

el punto xy. Esta aplicacion, se denotard por

(df)ao, df(mo) 6 f'(mo).

Si f es diferenciable en todo punto de A se dice que es diferenciable en A.

Observacion 1.4.- Si A es un abierto de R” y f: A — R™ es una aplicacién
derivable en el punto xy € A, la matriz cuyas m filas son las n derivadas parciales de

cada una de las m componentes f; de f, esto es,

Y

0 v fm
(Djfi(mo))1<¢<m , denotada usualmente por (fr.f20 fm)
1<j<n (9(x1,$2,...,xn)

se denomina matriz jacobiana de f en el punto xy. Si, ademds, f es diferenciable
en xg, entonces la aplicacién lineal f’(x() viene dada de forma matricial respecto de

las bases estandar de R” y R™ por dicha matriz jacobiana, es decir,

Dy fi(xo) Dafi(xo) -+ Dynfi(zo) h1
f'(xo)(h1,ha,... . hy) = le%(x()) D2f2‘(w0) ' anQ_(wO) h:z (1)
Difu(@o) Dafu(wo) - Dufmlwo)) \hn

Si f es una funcién real definida en un abierto A de R", derivable en el punto
o, la matriz jacobiana de f en xg se denomina también gradiente de f en el punto

xo y se denota por V f(xg), esto es,

Vf(zo) = (Dif(xo), Daf (o), ..., Dnfl(xo)).

Si, ademds, f es diferenciable en dicho punto, la formula (1) se representa también en

este caso mediante el producto escalar

(o) (h) = Vf(xzy) h.

Observacion 1.5.- La diferencial de una aplicacion en un punto tiene la misma
interpretacién geométrica que para el caso de funciones reales de variable real. Ilus-

traremos esto con un ejemplo de facil visualizacion:
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Consideremos una funcién real f definida en un abierto A de R? que es diferenciable

en el punto g = (xg,yp) € A. La funcién

g(a,y) = Flan) + 5 (@) (@ = 20) + 5 (20) (0~ )

proporciona la “mejor aproximacién” afin de f. La grafica de esta funcién es un plano
afin (en R3), que contiene al punto (xg, Yo, | (:1:0)), y se denomina plano tangente a la

superficie z = f(z,y) en dicho punto. Los vectores

(1707 g(x()ay())) y (07 L, Z—g(ifo,yo)) ;

derivadas en el punto to =0 de las aplicaciones

t— (x0+tay07f(x0+tvy0)) y t— (x07y0+t7f(x07y0+t))7

respectivamente, resultan ser dos vectores directores de dicho plano.

Teorema 1.6.- Sean A un abierto de R™, xy un punto de A y f una aplicacién de

A en R™. Si f es diferenciable en x( entonces es continua en dicho punto.

Teorema 1.7.- Sean A un abierto de R"™, &y un punto de A y f una aplicacién de
A en R™. Si f es diferenciable en @y entonces existen las derivadas direccionales segin
cualquier direccién en dicho punto, en particular, f es derivable en 3. Ademaés se tiene

que, para cada vector v € R™ \ {0},

Dy f(x0) = (df )a (v) = f'(@0)(v) -
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De nuevo, al igual que sucede respecto a la continuidad, estos conceptos admiten

una lectura en términos de aplicaciones a valores reales.

Teorema 1.8.- Es condicién necesaria y suficiente para que una aplicacion f de
un abierto A de R™ en R admita derivada direccional en un punto x segun el vector
v (resp. sea diferenciable en el punto x() que asi se verifique para cada una de sus

funciones componentes f;, i = 1,2,...,m.

Condicién necesaria para la diferenciabilidad de una funcién en un punto es la exis-
tencia de todas sus derivadas direccionales; sin embargo, tal condicién no es suficiente,
a menos que se anada la hipotesis de continuidad de dichas derivadas. Esta hipotesis se

puede debilitar en el sentido siguiente:

Teorema 1.9.- Sea f una aplicacion de un abierto A de R™ en R™. Si en todos los
puntos de un entorno de xy € A existen todas las derivadas parciales de f y, excepto

quiza una de ellas, son continuas en xg, entonces f es diferenciable en dicho punto.

Proposicion 1.10.- Sean A un abierto de R", y un punto de A, f, g aplicaciones

de A en R™ y h una funcion de A en R, todas ellas diferenciables en xy. Entonces

i) f -+ g es diferenciable en y y
(f +9)(z0) = f'(z0) +g'(x0) -

ii) h f es diferenciable en g y

(R £) (x0) = h(zo) f'(x0) + f(20) W (20)

es decir,

(h ) (xo)(v) = h(zo) f'(xo)(v) + b (x0)(v) f(xp) para cada v € R™.
iii) p= f-g es diferenciable en ¢y y

P (xo) = f(o) - g'(z0) + f'(x0) - g(0)

es decir,
P'(w0)(v) = f(@0) - g'(wo)(v) + f'(w0)(v) - g(wo) para cada v € R".
iv) i h(zo) # 0, 1/p es diferenciable en o y
(%)l(“’(’) - h(;_ci)Z (o).
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Regla de la Cadena 1.11.-

Sean A un abierto de R™, B abierto de R™, f una aplicacién de A en R™ con
f(A) C By g una aplicaciéon de B en RP. Si f es diferenciable en el punto xg € A
y g es diferenciable en el punto yg = f(xy) € B entonces la aplicaciéon h = go f es

diferenciable en el punto xg; ademas
hl(wo) = gl(yo)of/(wo) = gl(f(wo)) Of/(f'?o) .

Observacion 1.12.- De acuerdo con la representacion matricial de la aplicacion
diferencial en las bases candnicas mediante la matriz jacobiana, este tltimo resultado
permite expresar las derivadas parciales de la funcién compuesta en términos de las
parciales de las funciones componentes. Explicitamente: con las hipdtesis y notacion

de 1.11, se tiene que

paratodosi=1,2,....,p v 7 =1,2,...,n.
§2 DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR.

A la vista del resultado 1.8 sera suficiente considerar, en lo que ahora nos ocupa,

unicamente funciones reales definidas en conjuntos abiertos de R”.

Definicion 2.1.- Sea f una funcién real definida en un abierto A de R™, que
admite derivadas parciales en todos los puntos de A. Dichas parciales definen, a su vez,
funciones de A en R,

37];: A—R
w5 (@) = D)
para las cuales pueden existir también derivadas parciales en los puntos de A. Estas
ultimas reciben el nombre de derivadas parciales sequndas de la funcion fy se denotan

por

o (of oer
52 (50 ) @ = goge @) = Dy (o).

Se definen, de forma analoga, las derivadas parciales de f de orden m superior al

segundo: D; ;.. i f(x).

Cuando la funcién f admite derivadas parciales hasta el orden k > 1 en cada punto

de A y éstas son continuas en A4, se dice que la funcién es de clase C¥ en A y se representa,

feckA).
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Si f es de clase C¥ en A para cada k € N se dice que es de clase C*° en Ay se
representa f € C>(A).
Al decir que f es de clase C° en A (denotado por f € C°(A)), se quiere significar

que f es continua en A.

Definicion 2.2.- Sea A un abierto de R™. Se dice que una aplicacién f: A — R™

es de clase C* en A si asf lo es cada una de sus funciones componentes.

Observacién 2.3.- Si f: A — R™ es una aplicacién de clase C*, k > 1, en el

abierto A de R™, entonces f es diferenciable en A. (ver 1.9)

Al trabajar con funciones sencillas, por ejemplo polinomios en varias variables, se
observa que derivadas parciales de orden superior respecto de las mismas variables, pero
en distinto orden, son iguales. El resultado més importante que justifica esta igualdad

de las “parciales cruzadas” es el teorema de Schwarz.

Teorema de Schwarz 2.4.-
Sea f una funcién real definida en un abierto A de R” y de clase C? en A. Entonces,
para cada ¢y € A y cada par de indices distintos i,j € {1,2,...,n} se tiene que
0% f 0% f
81:2-830]- (330) n axjal‘l (:1:0)

Observaciones 2.5.-

i) Resulta que en la mayoria de los modelos de la Fisica Matemética las magnitudes
involucradas se suponen tan regulares (derivables) como sea necesario, y es por tanto
usual que en estas situaciones la igualdad de las derivadas cruzadas se asuma, a tenor
del resultado precedente, sin mayor dificultad. La funcién cuyo estudio se propone en

el ejercicio 14 proporciona un sencillo ejemplo en sentido opuesto al de este teorema.

ii) A la hora de representar las derivadas parciales de orden superior (o sucesivas),
en la notaciéon de Leibnitz, se sigue el siguiente criterio de simplificacién: al derivar
sucesivamente respecto de la misma variable esto se indica mediante un exponente que
representa la multiplicidad de esa derivada; asi, la expresién

am1+m2+...+mnf
0x1™ Qxo™2 ... 0x,™mn (

representa la derivada de orden my +...+m,, de f derivando m; veces respecto de cada

z)

variable z;. Para funciones suficientemente regulares, en virtud del teorema anterior, el

orden de derivacién es irrelevante.
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Lema 2.6.- Sean A un abierto de R™, B abierto de R™, f:A — By g: B — RP,
ambas aplicaciones de clase C¥ en A y B, respectivamente. Entonces, la aplicacién

compuesta h = go f es de clase C* en A.

La férmula de Taylor para funciones de varias variables tiene el mismo significado
conceptual que en el caso de una variable: “Aproximar localmente una funcién definida

en un abierto A de R™ por un polinomio”.

Foérmula de Taylor 2.7.-

Sean A un abierto de R”, f: A — R una funcién de clase C**' en A y o € A. Si
B(xzg,r) C A (r > 0), para cada & € B(xg,r), se tiene que
1 < Of 1 « 0% f
T 2 gy, @it o 2 go o

Ji=1 J1

1 " oF f
il B B e b 2
R DD vy ey el COLVLS @)

J1yeJk=1

f(x) = f(=xo) +

: y o Oh)h;, h h
! (k+ 1)t Z O0xj,0xj, ... 0xj, (@o +0h) hjy hy, -

JiyeeJk+1=1

Jk+1 9

siendoh = x—xg = (h1, h2,...,h,),y 0 € (0,1) un nimero que depende de h (obsérvese

que g + Oh pertenece el segmento que une xy y x, que estd contenido en B(xg,r)).

Observaciones 2.8.-

i) Con la notacién de (2), la diferencia

( ) 1 n ak+1f ( )
flexo+h) — ——— @y + Oh) hi hiy - h

(k‘ + 1)! ST =1 8x]~18x]~2 - 8xjk+1 J1 12 Gt
es un polinomio de grado a lo sumo £ en las n variables hq, hs, ..., h,, denominado poli-

nomio de Taylor de orden k de la funcién f en el punto xg, y denotado por Tk (f, zo)(x).

ii) Haciendo uso del teorema de Schwarz, la férmula de Taylor se expresa como

k m . . .
fa) =)+ Y L O (o) W i

T N I J1.9,.J2 ... 9qdn
M1 ji+jatja=m JUI2 " Int 0y Oy’ -+ O

1 8k+1f ( ) J1 3,72 7
+ E — , —— — (xg + 6h) hi*hd? - Rl
Jitjottjn=k+1 Jilgelsgnl 02 02y - - Oary L !

donde j; € NU {0} para todo i (la derivacién respecto de x; no se efectiia si j; = 0).
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Lema 2.9.- Sean A un abierto de R”, f: A — R una funcién de clase C*¥ en A y

xo € A. El polinomio de Taylor de orden k de f en el punto xg verifica que

f(®) = Th(f, o) () _

w0z —axolf

De hecho, Ty (f,xo)(x) es el tnico de entre todos los polinomios de grado menor o igual

que k que verifica la relacién anterior.
En otros términos, existe una funcion e: A\ {xo} — R, con
lim ¢(x) =0,
r—x0

de modo que para cada x € A\ {x(} se tiene que

f(®) = Ti(f, o) () + ||z — 20||* ().

Ejemplos 2.10.- Se dan a continuacién versiones particulares correspondientes a

los casos més comunes de la Férmula de Taylor:

2.10.1.- Sea f una funcién de clase C? en el disco abierto B(xq,r) C R%. Existe
una funcién e: B(zg,r) \ {zo} — R, con lim e(x) = 0, y tal que para cada h € R? con
r—Xo

|h|| < r se tiene que

0 0
f(xo +h) =f(x) + 8—£(azo) hi + a—;(mo) ho
LO%f o O LS oy n2
+§w(w0) h1+a$—&y(w0)h1h2+§a_y2(mo) ha
163 s 1 0%f ) 1 03f s  10°f 5
+ Eﬁ(wﬂ) hi + §8x28y (xo) hiha + §ax—ay2(w°) hiha + éa_y?’(wo) "2

+|[B]* (@0 + h).

2.10.2.- Sea f una funcién de clase C3 en la bola abierta B(zxg,r) C R3. Existe

una funcién e: B(zg,r) \ {zo} — R, con lim e(x) = 0, y tal que para cada h € R? con
r— I
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|h|| < r se tiene que

f(@o+h) = f(xo) + g_i(%) hi + z—i(%) ha + g—ﬁ(wo) hs
+ %%(wo) h3 + %%( 0) h3 + 5%(330) h3
+ 36;23]( (x0) hihy + 88;8]; (o) h1hs + a@;@fz (z0) hohs
st @+ 5 0 Lo i+ 10 a3
%aizg (o) hiho + %aizg (o) hihs + %aigaf2 (o) huh
1 it i
Gxagjﬁz (o) h1hzhs

§3 EXTREMOS RELATIVOS.

Definicion 3.1.- Sean f una funcién real definida en un abierto A de R", y a

un punto de A. Se dice que f presenta un mdzimo (resp. minimo) local o relativo en

ese punto si existe un entorno V de a, contenido en A (una bola centrada en a, si se
prefiere), tal que f(x) < f(a) (resp. f(x) > f(a)) paratodo z € V.

En cualquiera de los casos anteriores se dice que f presenta un extremo local o

relativo en a. Si las desigualdades anteriores son estrictas para cada x # a el extremo

se dice estricto.

Teorema 3.2.- (condicién necesaria para la existencia de extremos)

Sean A un abierto de R™, a un punto de A y f una funcién de A en R que es

diferenciable en a. Es condicién necesaria para que f presente un extremo relativo en a

que su diferencial en dicho punto sea nula, f’(a) = 0, o equivalentemente, que

of

=0 daj=1,2,...
oz (a) para cada j

M.
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Antes de dar condiciones suficientes para la existencia de extremos relativos, hare-
mos una breve revision de algunos conceptos algebraicos que seran fundamentales para

este estudio.
3.3.- Formas Cuadraticas.

Definicién 3.3.1.- Una forma cuadrdtica en R™ es una aplicacién Q): R™ — R dada
por un polinomio homogéneo de grado 2, es decir, de la forma

Qlx) =Q(z1,x2,...,2,) = Z cij xixj, cij €R.

1<i<j<n

Se dice que la forma cuadratica @@ en R™ es definida positiva (resp. negativa) si
Q(x) > 0 (resp. Q(x) < 0) para cada x € R, & # 0.

Se dice que la forma cuadratica @) en R"™ es semidefinida positiva (resp. negativa)
si Q(x) > 0 (resp. Q(x) <0) para cada x € R™.

Se dice que la forma cuadratica () en R™ es indefinida si no es semidefinida, es

decir, si toma valores estrictamente positivos y negativos en distintos puntos de R™.

Observacién 3.3.2.- Una matriz simétrica A define una forma cuadratica median-

te la expresion

Qx) =z Ax". (3)

Teorema 3.3.3.- Si A es una matriz cuadrada y simétrica con coeficientes reales

todos sus autovalores son reales.

Proposicién 3.3.4.- Sea () una forma cuadratica en R™ representada por la matriz

simétrica A segun (3).

i) @ es semidefinida positiva si, y sélo si, todos los autovalores de A son positivos.

Es definida positiva si, y solo si, todos los autovalores de A son estrictamente positivos.

ii) @ es semidefinida negativa si, y sélo si, todos los autovalores de A son negativos.

Es definida negativa si, y solo si, todos los autovalores de A son estrictamente negativos.

iii) @ es indefinida si, y sélo si, A tiene al menos un autovalor estrictamente positivo

y al menos uno estrictamente negativo.

Dada una matriz simétrica A = (aij) ., » bara cada k = 1,2,...,n se denota

1<i,5<
por Ay al determinante

Ak = det (aij)

1<i,j<k’
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Proposicion 3.3.5.- Sea () una forma cuadratica en R™ representada por la matriz

simétrica A. Con la notacién anterior:
i) @ es definida positiva si, y sélo si, Ax > 0 para cada k =1,2,...,n.

ii) Q es definida negativa si, y sélo si, (—1)* Ay > 0 para cada k = 1,2,...,n.

Volviendo al problema que nos ocupaba:

Definicién 3.4.- Sean A un abierto de R™ y f una funcién de clase C? en A. Si

a € A la matriz (simétrica en virtud del teorema de Schwarz)
0 f
i@ = (21— ()
81‘,‘81']' 1<i,j<n

se denomina matriz hessiana de f en el punto a.

A partir de la representacion local que proporciona la formula de Taylor se deducen

los siguientes resultados:

Teorema 3.5.- (condiciones necesarias para la existencia de extremo)

Sean A un abierto de R, a un punto de Ay f: A — R una funcién de clase C? en A
con f'(a) = 0. Si f tiene un minimo (resp. maximo) relativo en a, la forma cuadratica
h — h Hf(a)h! es semidefinida positiva (resp. negativa).

En consecuencia, si esta forma cuadratica es indefinida f no puede presentar ex-

tremos en el punto a.

Teorema 3.6.- (condiciones suficientes para la existencia de extremo)
Sean A un abierto de R", @ un punto de A y f: A — R una funcién de clase C? en

Ay tal que f'(a) = 0. Entonces:

i) Si la forma cuadrdtica h +— h H f(a)h' es definida positiva (resp. negativa), f

presenta un minimo (resp. maximo) relativo estricto en a.

ii) Si las formas cuadraticas h — h H f(x)h' son semidefinidas positivas (resp.
negativas) para todos los puntos & de un entorno de a, f presenta un minimo (resp.

méximo) relativo en a.

§4 FUNCIONES INVERSAS E IMPLICITAS.

Este epigrafe se dedica a presentar dos teoremas fundamentales del Calculo Diferen-
cial: el teorema de la funcién inversa y el de la funcién implicita, este 1iltimo sin analogo

posible en el caso unidimensional. Su germen se encuentra en los teoremas clésicos de
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Cramer y Rouché del Algebra Lineal; de hecho, pensar en el caso lineal puede servir de

gran ayuda a la hora de comprender el significado y alcance de estos teoremas.

Empezamos estudiando en qué condiciones una funcién, definida en un abierto A

de R™ y con llegada en R", es localmente invertible en el entorno de un punto a € A.

Definicion 4.1.- Sean A un abierto de R™, a un punto de A y f una aplicacion

de A en R™ que es diferenciable en a. El determinante

ofi
f(a) = det (D; fi(a)),, ., = det (axfj (a))lﬁi»jﬁn

se denomina determinante jacobiano de f en a.

Teorema de la Funcion Inversa 4.2.-
Sean A un abierto de R" y f: A — R™ una aplicacién de clase C* (k > 1) en A.
Si a € A es tal que la aplicacién lineal f’(a) es regular, o equivalentemente, tal que
df(a) # 0, entonces existen un abierto V' que contiene al punto a, y un abierto W
que contiene al punto f(a), tales que f aplica, biyectivamente, V en W. Ademas, la
aplicacién inversa f~':W — V es también de clase C¥ en W y se tiene
1

(F Y (f@) = (f@) ", zeV.

Observaciones 4.3.-

i) La ultima férmula es una igualdad de aplicaciones lineales, en particular, la
matriz jacobiana de f~! en el punto f(x) es la inversa de la matriz jacobiana de f en

T, y en consecuencia

IF L (F(x) = %(m) zeV.

ii) A diferencia del caso lineal, en el que la inversibilidad es global, este teorema
tiene caracter local, es decir, la regularidad de la matriz jacobiana de f en el punto a
solo garantiza, en general, la inyectividad de f en un entorno del punto a; considérese
por ejemplo la aplicacién

f:R? — R?
(z,y) — (€ cos(y), e” sen(y))

Definicion 4.4.- Sean A y B dos abiertos de R". Se dice que una aplicacion
p: A — B es un difeomorfismo o cambio de variables de clase C¥, si es biyectiva, de

clase C¥ en A, y la aplicacién inversa ¢~ ': B — A es también de clase C* en B.
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El objeto del teorema de la funcion implicita es precisar condiciones tales que, dada

una ecuaciéon

f((xlax27"'7$n)7(y17y27"'7ywﬂ) ::07 (4)
se pueda asociar a cada punto = (r1,xs,...,%,) de un cierto conjunto X C R”, un
unico punto y = (y1, Y2, ..., Ym) de otro conjunto Y C R™, de manera que el par (x,y)

verifique la ecuacion. De esta forma, queda definida una aplicacion

Yy =p(z),

con los pares de valores que son solucion de la ecuacién anterior.

En estas condiciones la aplicaciéon ¢ se dice que esta definida implicitamente por la
ecuacién (4). Si ésta es lineal, la respuesta viene dada por el teorema de Rouché, pero
en el caso general la resolucion de tal ecuacién, aun cuando tenga solucién tnica, puede
resultar extremadamente dificil. Parece entonces conveniente conocer las propiedades

de la funcién ¢, aunque no se pueda obtener de forma explicita.

Teorema de la Funcién Implicita 4.5.-
Sean A un abierto de R"*™  f: A — R™ una aplicacién de clase C* (k > 1) en A,
y (a@,b) un punto de A tal que f(a,b) = 0. Se supone, ademads, que
dfi
det ( f (a, b)) #0. (5)
1<i,7<m

Tn4j

Existen, entonces, un abierto U de R", con a € U, y otro abierto V de R™, con b € V,
tales que, para cada & € U existe un tnico ¢(x) € V con f(x,p(x)) = 0; ademds,

p:U — V es una funcién de clase C*¥ en U.

Observaciones 4.6.-

i) A diferencia del caso lineal, el resultado tiene cardcter local; considérese por
ejemplo la funcién
f:R*> - R
(z,9) = 2% +y* =1

ii) El teorema anterior admite una formulacién méas general en el sentido siguiente:

“Si la matriz jacobiana de la aplicacién f en el punto ¢ € R*T™ tiene rango maximo
(m), esto es, existen 1 < j; < jo < ... < jm < m+n tales que el menor correspondiente
a las derivadas parciales respecto de las variables x;, ,xj,,...,x;, tiene determinante
no nulo, entonces estas m variables quedan determinadas implicitamente en funcién de

las n restantes en un entorno de dicho punto”.
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Esto se reduce al caso contemplado en 4.5 sin mas que considerar una permutacién

en el orden de las variables.

iii) La formulacién mas sencilla del teorema se obtiene para funciones definidas
implicitamente, reales y de una variable real (es decir, con la notacién del resultado, el

cason =m = 1):
Sean A un abierto de R?, f: A — R una aplicacién de clase C¥ (kK > 1) en A, y

0
(20, yo) un punto de A tal que f(zg,y0) = 0. Se supone, ademds, que a—f(xo,yo) £ 0.
Y
Existen, entonces, un abierto U de R, con xy € U, y otro abierto V de R, con yy € V,
tales que, para cada z € U existe un dnico ¢(z) € V con f(x,p(x)) = 0; ademas,

@©:U — V es una funcién de clase C¥ en U.

En este caso, se ha obtenido para el conjunto de las soluciones de la ecuacién
f(x,y) = 0 una representacién local (es decir, valida en un entorno adecuado del punto
(x0,Y0)) en forma de grafo {(x,p(z)) : € U} de la funcién implicita . Por lo tanto,
el conjunto solucién es (localmente) una “curva” en el plano con una expresion muy

familiar.

Otro caso muy interesante se obtiene para funciones definidas implicitamente, reales

y de dos variables reales (n =2, m = 1):

Sean A un abierto de R®, f: A — R una aplicacién de clase C* (kK > 1) en

A,y (%0,Y0,20) un punto de A tal que f(xo,y0,20) = 0. Se supone, ademds, que

a—i(xo,yo,zo) # 0. Existen, entonces, un abierto U de R?, con (z0,y0) € U, y otro
abierto V de R, con zy € V| tales que, para cada (x,y) € U existe un unico ¢(z,y) € V
con f(z,y,o(x,y)) = 0; ademés, ¢: U — V es una funcién de clase C* en U. Por tanto,
las soluciones de la ecuacién f(x,y,z) = 0 se representan localmente como el grafo
{(z,y,0(x,y)) : (x,y) € U} de la funcién implicita ¢, es decir, el conjunto solucién es

(localmente) una “superficie” en el espacio tridimensional.

iv) Aun sin conocer explicitamente la aplicacién ¢, es posible calcular sus derivadas
parciales sucesivas en el punto a, lo cual se reduce a resolver una serie de sistemas
lineales cuya compatibilidad viene garantizada por el hecho de que el determinante
jacobiano respecto de las ultimas variables no sea nulo.

En efecto, en las mismas condiciones y con la misma notaciéon que en el teorema

4.5, denotemos por F' = (Fy, Fs, ..., F,,) a la aplicacién definida en U por
F(x) = f(x, ().

Puesto que esta aplicacion es la idénticamente nula, todas sus derivadas parciales han
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de ser nulas en U. Asi, fijado 1 < k < n, se tiene para cadai=1,2,...,m
OF; f; — f; Op;
0 = *
T (21900 = (ol + 3 5 (mple)) 5o

En virtud de (5) también se tiene que, para todos los puntos & en un entorno de a,

OF:
der (2 @plan) 20,
Oy 1<i,j<m
de manera que el sistema lineal dado por las m ecuaciones
m
8fz dp; _Ofi :
-y = =1,2,...
0p; . . .
en las m incégnitas 6?_( x),j=1,2,...,m, es compatible determinado, lo que permite
Ty

obtener las derivadas parciales de las funciones implicitas ;.

El sistema anterior se puede resolver mediante el método de Cramer; esta formula,
que expresa las soluciones en funcion de los coeficientes del sistema, sirve para mostrar
que las funciones implicitas son de la misma clase, C*, que la aplicacién f.

Si f es ademds de clase C2, dados 1 < I,k < n, para cada i = 1,2,...,m se tiene

que

0, mo g2y, Dy,
o mpl@) + ) (@) S (@)

+Zl(a—fi.<w,sa<w>>%<w>+ZL<w o)) 2 (2 )3‘”3'(:::))

1 8In+haxn+j

o,
lo que da lugar a un sistema lineal en las m incognitas L (x),7=1,2,...,m, cuya

8xlc‘)xk

matriz de coeficientes es la misma que antes.
Notese que el término independiente viene dado por las derivadas de f y las par-

ciales primeras de ¢, que en el punto a ya han sido determinadas previamente.

Repitiendo este argumento se obtienen recursivamente las derivadas sucesivas de
las funciones implicitas en el punto a como soluciones de sistemas lineales, todos ellos

con la misma matriz de coeficientes.

v) En el caso més sencillo, descrito en la primera parte del apartado iii) anterior,
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para cada x € U se tiene que

[, p(x)) = 0;
derivando respecto de x se deduce que
0 0
o (@ pl@) + 5z, pl@) (@) =0, a €.
of ] y .
Puesto que a—(xo,yo) # 0y f € C'(A), también se tiene que para todos los puntos z
Y
en un entorno de z, ?(w, ©(z)) # 0, de manera que
Y
of
o P
a—y(fﬁ, o(z))

En el caso de mayor regularidad y repitiendo este argumento como en el apartado
anterior, se obtienen recursivamente las derivadas sucesivas de la funcién implicita ¢

en el punto zg como soluciones de ecuaciones lineales cuya incégnita aparece siempre

0
multiplicada por el factor no nulo a—f(x, o(x)).
Y

§5 EJERCICIOS.

Deriwabilidad y Diferenciabilidad.

1.- Calcular las derivadas direccionales de las siguientes funciones en los puntos y

segin las direcciones que se indican:
1.1.- f(z,y,2) =2 +2y> + 32, en (1,1,0) segin la direccién (1,—1,2).

1.2.- f(z,y,2) = (%) , para x > 0, y > 0, siendo a > 0, en el punto (1,1,1),

segun el vector (2,1, —1).

2.- Estudiar la continuidad y existencia de derivadas direccionales en el punto (0, 0)

de las siguientes funciones de R? en R:

—, si—a Ay

2.1.- f(z,y) = |z yl 2.2.- f(z,y) = *TY
0 si—x =192
ZL'y4

2.3.- f(z,y) = zt + 8 si (z,y) # (0,0);
0 s (.I’,y) = (070)
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3.- Estudiar la diferenciabilidad en R2 de la funcién

Hag) =4 Jarrgp @07 00

0 si (z,y) = (0,0).
4.- Demostrar que la funcion
2 2
Tty .
six+ 0;
fla,y)=q =+y V7
0 six+y=0,

no es diferenciable en los puntos de la forma (a, —a), a € R.

5.- Estudiar la diferenciabilidad en R? de la funcién

Flz,y) = {xy log(z? + y?) si (x,y) # (0,0);
| 0 si (z,y) = (0,0).

6.- Probar que es diferenciable en todo R? la funcién

? ?) sen S si (z .
f(fﬂ,y): (33 +y) (\/T_'_yz) ( 7y)7£(070)7
0 si (z,y) = (0,0),

of  of

y, sin embargo, las funciones Iz y 0 no son continuas en el punto (0,0).
T Y

7.- Estudiar la diferenciabilidad en todo R? de la funcién
3
X . 9 2
si x® —y* #£0;
fla,y) =1 z° =y
0 siz? —y?=0.

8.- Estudiar la diferenciabilidad en R? de la aplicacién f : R? — R3 dada por
(eaz+y, sen(x — y), 22 sen (1/511)) siz #0;

(e¥,sen(—y),0) siz=0.

f(x7y) =

9.- Hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie:
9.1.- z = 2% + 3® en el punto (2,1).

9.2.- z =sen(z —y) en el punto (0,0).
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10.- Demostrar que, si f es una funcién derivable en R, la funcion u definida en

R? por u(z,y) = f(x?y) verifica la ecuacién

11.- Sean f y g dos funciones definidas en (0, c0), ambas derivables en ty = 1. Se
define la funcién wu : (0, 00) % (0,00) — R por
u(e,y) = flay) +9(2).
Calcular, si existen,

ou ou
— (1.1 —(1.1).
am(’)yay(’)

12.- Suponiendo que todas las funciones involucradas son diferenciables, calcular:

i) w/(t), siendo u(t) = f(z(t),y(t), 2(t)).

... Ou ou .

11) E y % > siendo u(r, 5) = f('%(rv 8),y(7“, S),Z(T,S)).

eos Ou Ou ou . o

iii) 5 s y 5 siendo u(r, s,t) = f(x(r,s,t),y(r,s,t),z(r,s,t)).
. ou Ou ou .

iv) ' as Y ot siendo u(r, s,t) = f(flf(ﬁ&t))-

Derivadas Sucesivas. Formula de Taylor. Extremos Relativos.

13.- En cada uno de los siguientes casos comprobar que las derivadas parciales
O f 0% f
0xdy Y Oyox

son iguales:

cruzadas
1

13.1.- f(z,y) = 2 +9y* —4sen(zy)  13.2.- f(z,y) = —cos(y?), ©#0
x

y Ty
13.3.- f(z,y) = arct (—) 13.4.- f(z,y) = arct (—)
) = et (© o) = et (15—

13.5.- f(z,y) =log(1+zy), x>0,y >0.

14.- Probar que existen en el punto (0, 0) las segundas derivadas parciales cruzadas

de la funcion

vy —y’) |
f(may) — ZEQ -+ y2 8 (xvy) 7é (0,0),

0 si (z,y) = (0,0),
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pero no son iguales.

15.- Sea f : R? — R una funcién de clase C? en R2. Si la funcién

u(a,y) = f(x,y) e+
es tal que
0%u _
oxdy
encontrar los valores de a y b para los que
f of of

8$8y_%_8_y+fz

16.- Comprobar que la funcién u, definida en R? \ {(a,b)} por

u(w,y) = log (/& = a + (y— b))

verifica la ecuacion

— 4+ —=0. (Ecuacion de Laplace)

17.- Sea a > 0. Comprobar que la funcién u definida en R? \ {(2,0) : x € R} por

1 _(z=b)?
u(r,t) = ——— e 4d’t

verifica la ecuacion )
ou 5, 0%u

E‘“ 0x?

(Ecuacion del Calor)

18.- Determinar el desarrollo de Taylor de orden 3 de la funcién

f(z,y) =sen(x + 2y)

en el punto (0,0).

19.- Determinar el desarrollo de Taylor de orden 3 de la funcién

fla,y) = @17 cos(y)

en el punto (1,0).

20.- Utilicese la féormula de Taylor para expresar las siguientes funciones en poten-
clas de (z — 1) e (y — 2):

20.1.- f(z,y) =23+ +ay> +2—y
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20.2.- g(z,y) =2* +ay+y®>+2x

21.- Calcular, si existen, los siguientes limites:

sen(x)sen(y) —xy '

21.1-  lim
(2.y)—(0,0) z? + 32
21.2.-  lim L tg(zy) —sen(zy)

(z,)—(0,0) (ew2+y2 _ 1)2 1 — cos(z) cos(y)
22.- Calcular los extremos relativos de las siguientes funciones:
22.1.- f(z,y) =2 +32y?> - 152 —12y.

22.2.- f(z,y) =2 - 22y +y> +2* +y*.

23.- Sea a > 0. Demostrar la desigualdad

3 3
x2+xy+y2+a—+a—23€/§a2, siz >0, y>0.
L Y

24.- Discutir, segun los valores del parametro a, la existencia de extremos relativos

de la siguiente funcion:

flz,y) =2° —3ax® —day® +1.

25.- Discutir, segin los valores del pardmetro a, si en el punto (0,0) presenta un

extremo relativo la funcién

flz,y) :a(2xy+y2+y:c2 +cos(:v—|—y)) + 22 (a® —y).

26.- Determinar los extremos relativos de la funcién

flay,2) =2+ +32+yz+222—zy.

Funciones Inversas e Implicitas.

27.- Se considera la aplicacién f:R? — R? definida por
fla,y) = (27 —e¥e¥).

i) Probar que f es inyectiva.

ii) Determinar el conjunto imagen f(R?).
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iii) Obtener explicitamente la aplicacién inversa f—!.

iv) Comprobar que las matrices jacobianas de f y ! en puntos correspondientes

son inversas una de la otra.

28.- Se consideran el abierto de R?
A={(z,y) eR? : 2 >0}
y la aplicacién f de A en R? dada por
ot ot
flz,y) = (

i) ;Es f inyectiva en A?

, sen(x) + cos(x)) :

ii) Determinar los puntos de A para los cuales existe un entorno donde f admite

inversa de clase C!.

iii) Para los puntos (x,y) hallados en el apartado anterior determinar la matriz

jacobiana de f~1 en el punto f(z,y).

29.- Demostrar que la relacién
B4y  —3zy—1=0

define, en un entorno de 0 € R, una funcién implicita y = p(z) con ¢(0) = 1.

Determinar el desarrollo de Taylor de orden 3 en el punto 0 de la funcién ¢.

30.- Sea f una funcién real de clase C! en R, tal que f(0) =0 y f/(0) = —2.

Demostrar que la relacién

y—zz=f(2)

define, en un entorno del punto (1,0) una funcién implicita z = z(z,y) con z(1,0) = 0.

Probar que existe un entorno de dicho punto donde se verifica

31.- Calcular el polinomio de Taylor de orden 2 en el punto (1,1) de la funcién z,

con z(1,1) = 1, definida implicitamente en un entorno de dicho punto por la ecuacién

zl5+y222—xy7—m8:0.
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32.- Comprobar que el sistema
22 =1
{ r+2y+z2=4
define, en un entorno del punto 1, funciones implicitas y = y(z), z = z(x), con
y(1) =1, z(1) = 1. Calcular (1) y 2/(1).
33.- En el abierto R? x (0, 00) se considera la ecuacién
2T 4 log(z? +y° +2) =1.

i) Comprobar que dicha relacién define una funcién implicita z = z(z,y) de

clase C*° en una bola abierta centrada en (0,0) y tal que z(0,0) = 1.

ii) ;Presenta z algin extremo local en (0,0)?

34.- Se consideran las funciones ¢g: R? — R? y h: R? — R dadas por
glx,y,2) = (x+y+z—1,2y+22—1), h(u,v) = cos(u) +e”.
i) Calcular las derivadas de g y h en los puntos (0,0,1) y (0,0) respectivamente.

ii) Si f = hog, determinar la derivada direccional de f en el punto (0,0, 1) segtin
el vector (1,1,—1).

iii) Demostrar que la ecuacién f(z,y,z) —2 = 0 define una funcién implicita

z = z(x,y) de clase C*> en un entorno de (0,0) con z(0,0) = 1.

iv) Probar que la funcién z presenta un minimo relativo en el punto (0, 0).
§6 SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS.

1.1.- D(l,—1,2)f(1a 1, 0) = 3. 1.2.- D(Q,l,—l)f(17 1, 1) = (.

2.1.- Continua en (0,0); las derivadas direccionales segin vectores (vi,vs) con
v1 = 0 0 vy =0 valen 0, y el resto no existen.

2.2.- No es continua en (0,0); las derivadas direccionales segin vectores (v, v2)
con v1 = 0 valen 0, y el resto no existen.

2.3.- No es continua en (0,0); las derivadas direccionales segin vectores (v1,v2)

valen v3 /v? si vy #0,y 0siv =0.
3.- Diferenciable en R?\ {(0,0)}.

4.- La funcién f no tiene limite en (a, —a), para ningtin a € R.
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5.- Diferenciable en R2.

6.- %(0, 0) = g—?jj((), 0) = 0, pero las funciones % y g—i no tienen limite en (0, 0).

7.- Diferenciable en R?\ {(z,y): |z| = |y|}.
8.- Las tres componentes de f son diferenciables en R?.

9.1.- dx+3y—2—-6=0. 9.2.- —z+y+2=0.

10.- % = 2ay f'(2%y), B—Z = 2 f'(«”y).
11- 22y = Py — g 1), 22y = 1)+ g )
. (9:1: 9 - g 9 ay 9 - g .

12.- i) Obviando los puntos en que se evalia cada funcién, se tiene que

of of of
r 9] o 9, 9T
~ o +8yy + 92"

ii) En este y los siguientes apartados, basta cambiar, en la préxima expresion, r

u

por cualquiera de las otras variables para obtener las derivadas parciales restantes:
ou_ofoe ofoy  ofo:
Oor Odxdr Oyor 0zO0r
8u_8f%+8f@+8f82 .. Ou df@_x_ ,0x

Wor Toxor Toyor 0zor " or dwor 7 or

14.- a%(g—i)(o,m =1, %(%)(0,0) ~1.

15.-a=b=—1.

1 4
18.- T3 (f, (0, 0))(x,y) =x+2y— 613 — 2%y — 2zy® — gy?’.

19~ T5(f, (1,0)) (2,) = 1 + (x — 1)° %yQ.

20.1.- f(z,y) =124+ 8(x — 1)+ 15(y —2) +3(z — 1)* +4(z — 1)(y — 2) + T(y — 2)°
=12+ (x—1)(y —2)2 + (y — 2)3.

20.2.- f(z,y) =9+6(x—1)+5(y—2)+ (- 12+ (z—1)(y —2)+ (y — 2)°.

21.1.- 0. 21.2.- 0.

22.1.- Minimo relativo en (2, 1), méximo relativo en (=2, —1).

22.2.- Minimo relativo en (0, 0).
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3 3
a a
23.- La funcién f(z,y) = 2% + 2y + 3> + . + — presenta en el primer cuadrante

un tnico extremo relativo en el punto (¢/{3,a/¥/3), que es un minimo, en el que f
toma el valor 3v/3a2. Si (z,y) ¢ (2/9,3a) x (@/g,3a), entonces f(z,y) > 9a® > 3V/3a.

Apliquese el teorema de Weierstrass en el compacto [¢/g, 3a] x [@/g, 3a] para concluir.

24.- Si a =0, f no presenta extremos. Si a > 0, en (0,0) hay un méximo relativo.

Si a <0, en (0,0) hay un minimo relativo.
25.- En (0,0) hay un extremo (minimo, de hecho) relativo si, y sélo si, a > 1.
26.- En (0,0,0) hay un minimo relativo.

27.- ii) f(R?) = {(u,v):u+v >0, v >0}

iii) f~'(u,v) = (1/2log(u + v),log(v)).

28.- i) No. ii) Los puntos (x,y) con y # 0y x # % +km, k€.
i) (f7) (f(z,9) = (f'(z,y) "

2
29.- T5(,0)(z) =14z — gaz?’.

30.- A partir de la relacién y — z(z,y) x = f(z(z,y)), derivar respecto de z o de y

0z z .
para obtener — y ——, respectivamente.

ox oy
81 To(z, (1,1))(2,1) = 1+ — (2 — 1) + —=(y — 1)
. 2 <, (4L Y) = 17 17 Yy
1,-988 , 5580 , 8129

32.- y'(1) =0, 2/(1) = —1.
33.- ii) 2z presenta un maximo relativo en (0, 0).

34.- i)g'(o,o,1):<(1) (1) ;) 1(0,0)= (0 1).

ii) D11,-1)f(0,0,1) = —2.

.\ 0z 0z 0%z 0%z 0%z 1
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TEMA 10 INTEGRAL MULTIPLE DE RIEMANN

La filosofia y la construccién de la integral de Riemann para funciones de varias
variables es exactamente la misma que en el caso unidimensional, de hecho, la cons-
truccion que realizaremos de forma general en RP coincide, al particularizarla para
p =1, con la teoria de la integral de Riemann en intervalos compactos de la recta real,
asi que esta teoria, al menos en lo conceptual, no debe suponer un esfuerzo demasiado
grande para el que haya comprendido ese otro caso mas simple.

La consideracién de espacios euclideos de dimensién arbitraria no aporta ninguna
dificultad adicional, aunque el lector que asi lo prefiera puede pensar en los casos usuales
de aplicacién practica, que son los que se refieren a integrales dobles y triples, es decir,

para dimensiones p =2 y p = 3.
§1 INTERVALOS EN RP.

Este primer epigrafe se dedica a extender a los espacios euclideos ciertas nociones

ya conocidas para la recta real.

Definicién 1.1.- Llamaremos intervalo (acotado) de RP a todo producto cartesiano

I de intervalos acotados Iy, Ia, ..., I, de R:
I =11 xIyx---xI,.
Si aj,b; son nimeros reales, a; < bj, j =1,2,...,p, el intervalo
[a1,b1] x [ag, ba] X - - x[ap, by,
se dice cerrado y el intervalo
(a1,b1) % (az,b2) XX (ap, bp),
se dice abierto.
Observaciones 1.2.-
i) Los intervalos cerrados son subconjuntos compactos de RP.

ii) Los intervalos abiertos son realmente subconjuntos abiertos de RP. Ademas el

interior de un intervalo es el intervalo abierto de iguales extremos.
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Definicién 1.3.- Sea [ un intervalo compacto de RP. Se llama particion de I a
toda familia finita P = {[} : k = 1,2,...,n} de intervalos compactos verificando las

dos condiciones siguientes:
i) 1= U I.
i) oy Lk
ii) Si k # j, entonces I, NI; = 0.

Los intervalos I, k =1,2,...,n, se denominan subintervalos de la particion.

Definicion 1.4.- Para cada intervalo compacto I C RP
I = [al, bl] X [CLQ, bg] XX [CLp, bp]
se define su medida (p-dimensional) por

m(l) = (by —ay)(bz —az) -~ (bp — ap),

y de igual forma se define la medida del intervalo abierto con los mismos extremos, I,

o
y la de los demas intervalos entre I e I.

Observaciones 1.5.-

i) Los términos longitud, drea y volumen se refieren, como es habitual, a la medida

en los casos p = 1,2, 3, respectivamente.

ii) De forma rigurosa deberfamos denotar por m,, a la medida p-dimensional, pero
por no recargar la notacién omitiremos el subindice en la mayoria de los casos, puesto

que vendra dado por el contexto.

iii) Cuando digamos que un conjunto es un intervalo admitiremos la posibilidad de

que el conjunto sea vacio y, en ese caso, se define m(Q) = 0.

Con este convenio se verifican las siguientes propiedades:

Propiedades 1.6.-
i) La interseccién de dos intervalos es un intervalo.
ii) Si I, J son dos intervalos de RP, con I C J, entonces m(I) < m(J).

iii) Si I es un intervalo de RP y J es un intervalo de R?, entonces I x J es un
intervalo de RPT? y my,y (I xJ) =my(I) mg(J).

iv) Si P ={I; : k=1,2,...,n} es una particién del intervalo compacto I,
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n

m(I)=> m(I).

k=1
Se llama didmetro de la particion P al ntimero

|P|| = max{m(l;): k=1,2,...,n}.

En la definicién 1.4 se ha asignado la misma medida a un intervalo compacto de
RP que a su interior, lo cual es natural si se observa que estos dos intervalos difieren
en subconjuntos de espacios afines de dimensién menor estrictamente que p y se piensa
que, en R la longitud que se deberia asignar a un conjunto unipuntual es 0, en R? un

segmento debe tener area 0, etc. Lo siguiente va destinado a precisar esta observacion.
Definicién 1.7.- Un conjunto F C RP se dice de medida nula si para cada € > 0

existe una familia de intervalos {I} : k € N} tales que:

i) E C ;le I. ii) Para todon € N, >~ m(l;) < e.
= k=1

Propiedades 1.8.-
i) Si E C R? es de medida nulay A C E, entonces A es de medida nula.

ii) La unio6n finita de conjuntos de medida nula es un conjunto de medida nula.

Teorema 1.9.- Sea U un abierto de R? y f:U — RP una aplicacién de clase C'.
Si E C U es un conjunto de medida nula, entonces su imagen, f(E), es también un

conjunto de medida nula en RP.

Teorema 1.10.- Sea U un abierto de R™ y f:U — RP, con m < p una aplicacion

de clase C!, entonces f(U) es un conjunto de medida nula en R?.

Observacion 1.11.- El resultado anterior tiene especial relevancia en el desarrollo

de la integral, y en los casos usuales p = 2, 3 se interpreta de la siguiente manera:

e El soporte de una curva paramétrica de clase C' en el plano o en el espacio tiene

medida (drea, volumen) nula en R?, R3, respectivamente.

» El soporte de una superficie paramétrica de clase C! en R? tiene medida (volumen)

nula en R3.
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Estos hechos dan sentido a las consideraciones previas a la definicion 1.7.

T~

Un recubrimiento de una curva compacta por un numero finito de intervalos. La suma

de las dreas de estos se puede hacer arbitrariamente pequena aumentando su numero.

§2 INTEGRACION EN INTERVALOS.

Definicion 2.1.- Sea f una funcién real definida y acotada en el intervalo compacto
I de RP. Dada una particion P = {[ : k = 1,2,...,n} de I, elegido un punto xj en
cada subintervalo I, k = 1,2,...,n, el conjunto T = {x1,x2,...,x,} se denomina

conjunto de puntos intermedios asociado a Py el nimero dado por
o(f,P,T) Z f ()

se llama suma de Riemann de f asociada a P y aT.

Definiciéon 2.2.- Sea f una funcién real definida y acotada en el intervalo compacto
I de RP. Se dice que f es integrable en el sentido de Riemann, Riemann-integrable o
simplemente integrable en I si existe un numero real Z(f) que verifica la siguiente
propiedad:

“Para cada ¢ > 0 existe § > 0 tal que para toda particién P de I con ||P]| < Jy

para cada conjunto 7' de puntos intermedios asociado a P se tiene que

Z(f) = o(f, P, T)| <&’

En este caso, a Z(f) se le denomina la integral de f en I, que se denota por

/If o /f o /If(xl,mz,...,xp)d:vldxg...dxp.

Observacion 2.3.- En la préactica es habitual indicar la dimension del espacio
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donde se integra mediante la repeticion del simbolo de la integral, y asi, las notaciones

//]f(x’y)dxd% ///If(l‘,y,Z)dxdydz,

son usuales cuando se integra en intervalos de R? y R3, respectivamente.

Propiedades 2.4.- Sean f y g funciones reales definidas e integrables en un

intervalo compacto I de RP.

2.4.1.- Linealidad: Las funciones f+g¢ y kf, k € R, son integrables en I, y

Juso=[i+[o v [rr=n]1

2.4.2.- Monotonia: Si f(x) <

)<g
/IfS/Ig-

2.4.3.- La funcién | f]| es integrable en I, y

’/If) S/I|f| < sup{|f(z)| : & € I} m(]).

El reciproco no es cierto, es decir, la integrabilidad de |f| no implica la de f.

se tiene que

() para cada x € I, entonces

Proposiciéon 2.5.- Sea f una funcién integrable en un intervalo compacto I de
RP y tal que f(I) C [a,b]. Sig:]a,b] — R es una funcién continua, entonces, la funcién

compuesta g o f es integrable en I.

Corolario 2.6.- Sean f y g funciones integrables en un mismo intervalo compacto
I de RP. Entonces:

i) f?y fg son integrables en I.

ii) Siexiste § > 0 tal que f(x) > J para cada x € I, entonces, la funcién 1/f es

integrable en I.

Proposicién 2.7.- (Aditividad de la integral respecto del intervalo)

Sean f una funcién real definida y acotada en un intervalo compacto I de RP y
P ={I;:k=1,2,...,n} una particién de I. Entonces, f es integrable en [ si, y sélo

si, es integrable en cada subintervalo I, 1 < k < n. Ademads, si es integrable se verifica
n
f= f-
/f ; Iy
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Las propiedades o criterios de integrabilidad anteriores se deducen directamente de
la definicion, pero todavia no hemos proporcionado ejemplos de funciones integrables,

a lo cual nos dedicamos ahora.

Proposicion 2.8.- Sea f una funcién constante en un intervalo compacto I de RP,

f(x) = c € R para cada « € I. Entonces f es integrable en I y

/If:/jc:cm(l).

Teorema 2.9.- Toda funcion continua en un intervalo compacto I de RP es inte-

grable en dicho intervalo.

Definicién 2.10.- Sea f una funcién real y acotada en el intervalo compacto I de
RP. Se dice que f es escalonada si existe una particiéon P = {I; : k =1,2,...,n} de I

o
de modo que f es constante en cada subintervalo abierto Ij.

Proposicion 2.11.- Si f es una funcién escalonada en el intervalo compacto I,
entonces f es integrable en I. Ademas, si f toma el valor constante ¢, € R en cada
o

intervalo abierto Iy, k = 1,2,...,n, siendo P = {I : k = 1,2,...,n} particién de I,

/Ifzéckm(fk).

entonces

Observacion 2.12.- Con la notacion de la proposiciéon precedente, una funcién
escalonada f es discontinua a lo sumo en los puntos frontera de cada subintervalo Iy,
puntos que, segun 1.11 y 1.8.ii, conforman un conjunto de medida nula. El teorema

siguiente va dirigido en este sentido y caracteriza las funciones integrables.

Teorema 2.13.- (Criterio de Lebesgue de Riemann-integrabilidad)

Sea f una funcion real definida y acotada en un intervalo compacto I de RP. Es
condicion necesaria y suficiente para que f sea integrable en el sentido de Riemann en
I que el conjunto de puntos de discontinuidad de f sea de medida nula, es decir, que

exista un subconjunto A C I de medida nula tal que f es continua en I\ A.

Ejemplo: La funcién definida en I = [0,1]x[0, 1] C R? por

1 stz >y
f('rmy)_{o sixﬁy,

es integrable ya que es continua en todos los puntos de I excepto en los de la diagonal

{(z,y) eER?:0<x<1,y=x}, que por ser un segmento es de medida nula en R2.
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Hasta el momento hemos presentado diversos criterios de integrabilidad muy 1tiles
en la practica pero, excepto en el caso de las funciones escalonadas, no se ha dicho nada
acerca del problema de determinar la integral de una funcién integrable, que si se aborda
a partir de la definiciéon resulta inviable en la mayoria de los casos. Este problema se
reduce a la integracion en intervalos de R mediante un procedimiento de ‘integracion

iterada’ que exponemos a continuacion.

Notacién: Si x = (z1,22,...,2y) € R™, y = (y1,Y2,...,Yq) € RY, representare-

mos por (x,y) al elemento de R™4 dado por
(,y) = (1, s Ty Y15+ -5 Yq) -
Definicién 2.14.- Sea I un intervalo de R™"4. Se define la proyeccion de I en

R™ como el intervalo de R™ dado por

Ji={x eR™ : (x,y) € I para algin y € R},
y se define la proyeccion de I en R? como el intervalo de R? dado por

Jo={yeR!: (x,y) € [ paraalginx € R™}.
Obviamente I = J; X Js.

Si f es una funcién real definida en I, para cada x € J;, se define la funcion

fz:J2 — R, llamada seccion de f por x, mediante

fe(y) = f(z,y),

y para cada y € Jo, se define la seccién de f por y, fy:J1 — R, como

fy(w) = f(il?,y)

Teorema 2.15.- (Teorema de Fubini)

Sea f una funcién integrable en un intervalo compacto I de RP = R™*9 y supon-
gamos que para todo x € Jj la funcién f, es integrable en J5, y para todo y € J; la

funcién f, es integrable en J;. Entonces:

i) Las funciones

w(w)=[]2fmdy=[]2f(w,y)dy y ¢(y)=[]1fydw=[]1f(w,y)dw

son integrables en J; y Js, respectivamente.
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ii) Se verifica que

|ty - /J w(m)dwzfjl (/J f(w,y)dy) iz
- /JQw(y)dy:/JQ([Jlf<w,y>dw)dy.

Observacion 2.16.- En los casos usuales, cuando se manejan funciones continuas
salvo en puntos que conforman curvas, superficies, etc. de dimension estrictamente
menor que p, las funciones f, y fy son integrables; en esta situacién una aplicacién

iterada del teorema anterior conduce al siguiente resultado de aspecto méas amigable:

Corolario 2.17.- Sea f una funcién integrable en un intervalo compacto I de RP,

I = [ay,b1] X [ag, ba] X - - xap, by| . Entonces

/If(x)da::/aip(--~(/az2< (: f(acl,:cg,...,xp)dx1> dx2)~--)dxp,

supuesto que todas las integrales en los intervalos [a;, b;] tienen sentido. Lo mismo se

puede decir para cualquier permutacién del orden de las variables.
53 INTEGRACION EN CONJUNTOS MEDIBLES.

En las aplicaciones usuales de la integral de Riemann es necesario considerar a
veces funciones definidas en conjuntos que no son intervalos. Se hace necesario por
tanto, en primer lugar, determinar qué conjuntos son ‘adecuados’ para la integracion,
y en segundo lugar, extender el concepto de integral a este tipo de conjuntos. Este es
el objetivo del presente epigrafe. Respecto al primer punto, los conjuntos a considerar
deben ser aquéllos que se puedan medir, es decir, de los que se pueda determinar su

area, volumen, etc. Esta consideracion se precisa a continuacion.

Definicion 3.1.- Sea F un subconjunto de RP. Se define su funcion caracteristica,
Xg:RP — R, por

1, sixe L,
Vo(@) = {

0, sixzé¢FE.
Obviamente la funcién caracteristica de un subconjunto de RP es acotada, asi que

tiene sentido hablar de su integrabilidad en cualquier intervalo I de RP.

Lema 3.2.- Sean E un subconjunto acotado de R? e I, J dos intervalos compactos

de R? tales que EF C I y F C J. Entonces la funcién Xg es integrable en [ si, y sélo si,
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es integrable en J, ademaés, en caso de ser integrable

/IXE(zc)da::/JXE(w)da:.

Este lema garantiza la consistencia de la siguiente definicion:

Definicién 3.3.- Sea E un subconjunto acotado de RP. Se dice que E es medible
en el sentido de Jordan o simplemente medible si su funcién caracteristica es integrable
en cualquier intervalo compacto I con E C I. En este caso se define la medida de F,

denotada m(FE), como el nimero real

m(E) = [ Xe(a)do.
I
donde I es un intervalo compacto con F C I.

Observaciones 3.4.-

i) Es inmediato comprobar que todo intervalo de R? es medible y que el concepto
de medida que acabamos de definir coincide, para este tipo de conjuntos, con el que se

di6 antes (véase 2.8).

ii) Un conjunto compacto de medida nula es medible en el sentido de Jordan y su
medida es precisamente 0. Cobra ahora sentido el adjetivo dado a estos conjuntos, que
por otra parte sirven para caracterizar la medibilidad, lo que se precisa en el siguiente

teorema.

Recordemos que dado un subconjunto F de RP se define su frontera como el con-

junto de puntos que son adherentes simultdneamente a E' y a su complementario R? \ E:

Fr(E)=FE N RP\E.

Teorema 3.5.- (Caracterizacion de los conjuntos medibles)

Sea E un subconjunto acotado de RP. El conjunto E es medible en el sentido de

Jordan si, y sélo si, su frontera es de medida p-dimensional nula.

Ejemplos: La frontera de un intervalo en R? es la unién de los cuatro segmentos
que forman sus lados, la de un circulo es la circunferencia que lo delimita, la de una
bola en R? es la esfera que la delimita, etc. En los tres casos citados las fronteras son
conjuntos de medida nula (en virtud de 1.11) y por tanto todos estos conjuntos son

medibles.

Abordamos ahora el problema de la integracién.
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Notacién: Dada una funciéon real f definida y acotada en un subconjunto E de

RP, se denota por f*:RP — R la funcién definida por

ey f(x), sizeFE,;
f(w>_{0, sixz ¢ E.

Lema 3.6.- Sean K un subconjunto compacto y medible de RP, f: K — R una
funcién acotada e I,J dos intervalos compactos de RP tales que K C Iy K C J.

Entonces la funcién f* es integrable en [ si, y sélo si, es integrable en J; ademas, en

/If*(w)dw=[]f*(w)dw~

Esto da sentido a la siguiente definicidn:

caso de ser integrable,

Definicion 3.7.- Sean K un subconjunto compacto y medible de R y f: K — R
una funcién acotada. Se dice que f es integrable en el sentido de Riemann o simplemente
integrable en K si la funcion f* es integrable en cualquier intervalo compacto I que

contenga a K. En este caso se define la integral de f en K como el niimero real

/I /(@) de,

que se denota por

/Kf 6 /K f(x)dx 6 /K flz1,22,...,2p) de1das ... dx, .

En los casos p = 2 y p = 3 se usan también notaciones similares a las introducidas

en la observacion 2.3.

Observacion 3.8.- Las propiedades de la integral de Riemann en intervalos se
trasladan a este contexto y asi son igualmente validos los siguientes resultados, cuyos
enunciados omitimos pues consisten, en todos los casos, en sustituir el intervalo I por
el conjunto compacto y medible K: 2.4, 2.5, 2.6, 2.8, 2.9 y 2.13.

A continuacién se presentan otras propiedades relativas a la integracién en conjun-
tos medibles que se deducen de las analogas en intervalos o que son generalizaciones de

aquéllas.

Teorema 3.9.- Sean f y g dos funciones reales definidas y acotadas en un mismo

conjunto compacto y medible K de RP. Se supone que f y g coinciden en todos los
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puntos de K excepto quiza en los de un cerrado de medida nula, es decir, que existe un

subconjunto cerrado y de medida nula N C K tal que
f(x) =g(x) paracadax e K\N.

Entonces, las funciones f y g son simultaneamente integrables o no integrables en K;

ademas, en caso de serlo se verifica que

/Kf(-'v) dz = /Kg<a:> i

Observacion 3.10.- Una versién ya conocida del resultado anterior es la que se
refiere, en el caso p = 1, a conjuntos finitos N. En esta situacién general la conclusion
es la misma: es posible redefinir una funciéon de forma arbitraria, siempre que esto se
haga en un compacto de medida nula, puesto que no se altera su caracter integrable ni

el valor de la integral.

En lo que se refiere a la aditividad de la integral respecto de los conjuntos se tiene

el siguiente resultado:

Proposicion 3.11.- Sean f una funcién real definida y acotada en un subconjunto
compacto y medible K de RP. Se supone que {K; : j = 1,2,...,n} es una familia de
compactos medibles de RP tales que:

D) K= jgl K;.
ii) Sij # [, entonces K; N K; es de medida nula.

Entonces, f es integrable en K si, y solo si, es integrable en cada K, j = 1,2,...,n.

Ademas, si es integrable se verifica que
flx)dx = / f(x)dx.
forwi=3 [ o

Observacion 3.12.- En la suma que aparece en la féormula anterior las integrales
relativas a las partes comunes a dos subconjuntos, K; N K, j # [, se consideran dos
veces: una en la integral extendida a K; y otra en la integral extendida a K;. Esto es

licito pues, en virtud de la propiedad que generaliza 2.4.3 (ver 3.8) se tiene que

‘/Kj N K; f(w) e

Observacion 3.13.- En cuanto a la integracién iterada, para funciones integrables

<sup{|f(x)|:x e K}m(K; NK;)=0.

f en compactos medibles K el teorema de Fubini se aplica a la funciéon f* en un intervalo
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I que contenga a K, pero en ciertas situaciones es posible dar expresiones mas operativas

en la practica. Veamos algunos ejemplos:
Ejemplos:
1. Sean [a, b] un intervalo de R y 1, 2 funciones continuas en [a, b] tales que
p1(x) < po(xz) para cada x € [a,b].
El conjunto A de R? definido por
A={(z,y) €R? : w € [a,0], p1(2) <y < pa(w)}

es compacto y medible. Si f es una funcién integrable en A se tiene que

/], #vdeay - /ab (/¢(<)>f(my) dy)dx.

Un resultado andlogo se tiene intercambiando los papeles de las variables x e y.

p2()
v1()
tenga sentido para algun x € [a, b]; no obstante, el resultado es cierto para funciones

Nota: Puede ocurrir que, siendo f integrable en A, la integral f(z,y)dy no

del tipo mencionado en 2.16. Lo mismo se puede decir en los siguientes ejemplos y ya
no volveremos a hacer mas comentarios al respecto.

2. Sean A un conjunto compacto y medible de R? y 1)1, 1, funciones continuas en
A tales que Y (z,y) < o(x,y) para cada (z,y) € A.

El conjunto F de R3 definido por

E={(z,y,2) €R® : (z,9) € A, Y1 (z,y) < 2 < ho(z,y)}

es compacto y medible. Si f es una funcion integrable en E se tiene que

[t amayaz =[] ( /w w(()) Fe,9.2) dz) ddy. 0
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3. Si el conjunto A considerado en el caso anterior es a su vez del tipo considerado

en el ejemplo 1, es decir,

E = {(:Evy?'z) € R?) S [aa b]? (pl(x) <y< SOQ(CE)? ¢1<$,y> <z< ¢2(I7y)}7

con 1, e continuas en [a,b] y 171,19 continuas en A, la integral doble que aparece en

(1) se calcula de nuevo iteradamente, resultando

b p2(z) Ya(z,y)
// f(x,y,z)dxdydz:/ (/ (/ f(m,y,z)dz)dy)d:v.
E a e1(x) Y1(z,y)

Como ejemplo de aplicacién obtendremos la férmula que proporciona el volumen
de una bola de R? en funcién de su radio, aunque este resultado se obtiene también, de
una forma més simple, aplicando un cambio a coordenadas esféricas, que se expone en

el ultimo epigrafe.

Si B denota la bola centrada en 0 € R? de radio r» > 0, este conjunto es del tipo

considerado; en este caso A es el conjunto {(z,y) € R? : 2% + y* < r?}, es decir,
A={(z,y) eER?: —r<az<r,—vr2—a2<y< Vr2—a?},

y las funciones 11 y 1o vienen dadas en A por

hi(z,y) =—Vr2—a2—y?2 y  a(r,y) =12 —a?—y2.

El volumen de B es entonces

r27:n27y
/// 1dw—// </ 1dz)dxdy
r2—1‘2—y
r VrT—z2 VrE—a?—y?
:/ (/ (/ 1dz)dy)da:
—r \J V222 \J =\ [r2—a2—y?

r Vr2—x? p 4
:/ (/ 24/1r2 — 22 — 92 dy)dx:/ 7 (r? —2%) de = §7TT’3

P\ —r
(la integral respecto de y se calcula facilmente aplicando, por ejemplo, el cambio de

variable y = v/r2—x2 cos(t), t € (0,7)).

4. Si el conjunto compacto y medible E de R? estd contenido en el intervalo

I =la1,b1]x[az,ba] X [asg,b3] v f:E — R es integrable se tiene que

/// // I _/b3 (//al,bl x [az, bo] ez )dxdy)dz

la primera igualdad por definicion y la segunda en virtud del teorema de Fubini, supuesto

que todas las integrales dobles tienen sentido. Por otra parte, fijado z € [ag, b3], si el
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conjunto E, C [ay,b1] X [az, bs] definido por
E, = {(I’,y) eR?: (ajaywz) € E}

es medible, la integral doble de f en el intervalo [a1, b1] X [ag, b2] es igual a la integral

de f. en E,, puesto que f}(v,y) =0si (z,y) € E. vy fI(z,y) = f.(z,y) si (v,y) € E..
De aqui se deduce que

[lfor= - (Jf romrsa

Este método se conoce con el nombre de integracion por secciones y al aplicarlo a la

funcion constantemente igual a 1 se obtiene el denominado principio de Cavaliert,

m3(E):///E1:/alj (//Ezldxdy)dz: azsmg(Ez)dz,

que no es otra cosa que un caso particular del teorema de Fubini.

[lustraremos el procedimiento expuesto con un ejemplo: Si E es la mitad superior
de la bola de centro 0 € R? y de radio r,

E={(z,y,2) eR¥: 2?2 + 2 + 22 <r?, 2 >0} C [-r,r]x[-r, 7] x[0,7],
para cada z € [0,1], E, es el disco cerrado centrado en (0,0) y de radio vr2 — 22
E.={(z,y) e R®:2® +y* <r® — 2*};

asi pues, la integral en F de la funcién f(z,y,z) = z es igual a

///Ezdxdydz:/or(//Ezzdxdy>dz:/orz(//Ez1dxdy)dz
:/Orzmg(Ez)dz:/OTZW(TQ—22)dz:%7“4,

ya que el drea de un disco de radio g es 7 o?.

En particular, si el sélido E es homogéneo, su centro de masa viene dado por

e (e e 1)

y, teniendo en cuenta que el volumen de F es 27 7“3/3 (véase el ejemplo anterior),

resulta que el centro de masas de E esta situado a altura 37/g, de hecho es el punto
3
0,0, ) .
( 8"

§4 EJERCICIOS.
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1.- Sean A =1[0,1]x[0,1] y f: A — R la funcién definida por

r sixz>y;

fan ={ 4

Yy« siz <uy.

Comprobar que f es integrable en A y calcular su integral.

2.- En los siguientes casos demostrar que la funciéon f: A — R es integrable en A y

calcular su integral.
21.- A= [07 77] X [07 1] ) f(xa y) = |y - SGH(.’E)’ :

2.2.- A=[0,1]x][0,1], f(z,y)=|y—e 7.
3.- Calcular / /D f(z,y) dz dy en los siguientes casos:

31- D={(z,y) eR? : 1<y<2,0<z<y}, f(x,y):xe_m2/y.
32- D={(z,y) eR? i x+y>2, 22+ (y—-1)2<1}, flz,y)==.
3.3.- D={(z,y) eR? : y>2a?, z>9y*}, flz,y)=2>+4y>.

34- D={(z,y) eR? : 0<2<2,0<y<2—2z}, f(z,y)=[x+y].
3.5- D={(z,y) eR? : 2>0,22+(y—1)? <1}, f(z,y) =|v+y—2.
3.6.- D={(z,y)eR? : 2 <y? y<z,0<y<2}, f(w,y):sen<L;>.
3.7- D={(z,y) €R?: 2?2+ 9% <a?}, f(z,y) = Va2 — 22, siendo a > 0.

3.8- D={(z,y) €R?: y>0,¢y°> <z <y?}, flz,y)=eN.

4.- Sea D el recinto del primer cuadrante comprendido entre las curvas de ecua-

y=v1—-x2, y=vV4—x2.

// rydrdy.
D
5.- Sean a, b nimeros reales con 0 < a <b y D = [0,1] x[a, b]. Calcular

// x¥dxdy.
D
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Deducir que

1$b—$a
dr = log(b+1) —log(a+1).
| o (b +1) ~ log(a + 1)

dx dy
1+y)(1+22y)

6.- Sea D = |0, 1] x[0,1]. Calcular //D ( , v deducir que

/1 1 | <x2—|—1)d 2
(0] xXr = —.
s 2—1 B\ 2 16

7.- Sea V el subconjunto de R? dado por

V={(z,y,2) eR® : 2 +y* + 22 < R* 2* +4° + (z — R)* < R*}.

/// 22drdydz.
Vv

8.- Calcular ///V f(z,y,z)drdydz en los siguientes casos:

Calcular

81.- V={(z,y,2)eR? :1<2<3,1<y<3,0<2< 77},

flx,y,z2)=2z—zy.

8.2.- V={(z,9,2)€eR?: 0<2<1,0<y<Vo—22,0<z<2?+9y%},
flz,y,2) = zyv/2? + Y2,

yz—a:z—m‘l)

8.3.- V =[0,1]x[0,1]x[0,1], f(x,y,Z)IZ( 11+ 22

8.4- V={(wy2) R’ : 0<z, 22 <a®+y* <4}, flo,y,2) = —5.

9.- Sea P la piramide (tetraedro) limitada por los tres planos coordenados y el

plano de ecuacién =z +2y+32=6.

i) Determinar el volumen de P.

ii) Calcular ///P rxyzdrdydz.

iii) Calcular // b |z +y—3|dedydz.
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10.- Sea V el sélido limitado por los planos de ecuaciones x +y =2,z +2y =6,

x=0,y=0,2=0 y el cilindro de ecuacién y? + 22 = 4. Calcular

J[[ zazava:.

11.- Calcular el volumen del subconjunto de R3 limitado por el elipsoide de ecuacién

2 2 2
$_+Z_2+Z_:1, donde a,b,c > 0.
12.- Calcular el volumen del sélido limitado por el paraboloide eliptico de ecuacién
2 2
x_+i_2_|__ =1, dondea,b,c>0,

y el plano de ecuaciéon z = 0.

13.- Sea D = {(z,y) €eR? : y >0, 22+ y? <1}. Calcular

// @4y da dy .
D 1+ 22+ y?

14.- Sea S el recinto plano limitado por la curva (cardioide) parametrizada en

coordenadas polares por g =1+ cos(f).

i) Calcular el drea de S.

ii) Calcular //S(CL’ +y)dzdy.

15.- Sea S el recinto plano limitado por la curva parametrizada en coordenadas
polares por ¢ = sen(26).

i) Calcular el drea de S.
ii) Calcular //Sacyda: dy .

16.- Calcular

//D(ac2 + 9% dx dy,

donde D es la porcién del recinto interior a la curva (lemniscata) dada en coordenadas

2

polares por 0? = a? cos(20), contenido en el semiplano {x > 0}.

17.- Sean a, b nimeros reales, con 0 < a < b, y V el conjunto dado por

V={(z,y,2) eR> : a® <2? +1* + 2% <b*}.
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/// dx dy dz
V(22 4y + 22)3/2

18.- Si V es el conjunto limitado por el plano z = 0 y las superficies de ecuaciones

Calcular

224yl =1,224+y> =4, 2=16 — 2®> — y?, calcular

/// xye*drdydz.
%4

Integrales mailtiples impropias

19.- Estudiar la convergencia de la integral impropia / /D f(x,y)dxdy en los

siguientes casos:

132

19.1- D =(1,00)x(1,00), flw:9) =1~ 57"

19.2.- D=(0,1)x(0,1), f(z,y)=(zxy)~®, a>0.

19.3.- D= B(0,1)\ {0}, f(z,y) =log(z*+y?) log (1 — (% +4?)) .

19.4.- D =(0,1)x(0,1), f(z,y) = 1_1x2y2
19.5.- D= B(0,1)\ {0}, f(z,y)= Sen(xziyj;y)'

20.- Estudiar la convergencia de las siguientes integrales impropias, calculando su

valor cuando proceda:

20.1.- // drdy 20.2.- // dxdy .
(0,1)x (0,1) VT +y B(0,2) /A— 2% — 2

20.3.- //(071) " )%dmdy 20.4.- //1@2 (1+;i”)7?1y+y2>.

21.- Se denota por S al interior del circulo de ecuacion

2?+y?—2Rx=0 (R>0).

dx dy
=2R(m—2).
//S VAR2 — 22 — 2 ( )
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22.- Sea D = {(z,y) € R? : 2 > 1, V2?2 — 1 < y < z}. Estudiar el cardcter de la

integral impropia
/ / dx dy
D Ty
23.- Estudiar para qué valores de p > 0 es convergente la integral

// dx dy
R2 (p2+932+y2)p'

Calcular su valor cuando proceda.

24.- Determinar el valor de la integral impropia
/ / rxe Ydrdy.
[1,00) x[1,00)

25.- Sea U = {(u,v) €R? : v >0, u>0,0<u<kv}, k>O0.

i) Si V = (0,00) % (0, k) probar que la aplicacién ®: U — V dada por

O(u,v) = (m(u,v),y(u, v)) = (uv,u/v)

es un difeomorfismo.

ii) Demostrar que la integral impropia

/ / e cos (%) du dv
U 3/2

v (u2 v2 + UQ/UQ)

es convergente.
Indicacion: Acotar el integrando por una funcion positiva de manera que la integral

impropia de esta tultima sea convergente.

iii) Calcular el valor de la integral dada en el apartado anterior.

26.-

i) Demostrar que la integral impropia

e~ (@) gy dy
R2

es convergente y calcular su valor.
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ii) Deducir de lo anterior el valor de

27.- Se considera el subconjunto de R3

V={(z,y,2) eR> : 2® + 9> + 22 > 1}.

i) Estudiar, en funcién del nimero real «, el cardcter de la integral impropia

/// dx dy dz
V(22 +y2+22)"

ii) Demuéstrese que la integral impropia

_(x2+y2+z2)
/// cos(z) e di dy da
Va2 4y + 22

es convergente.

28.- Se considera el conjunto
C={(z,y,2) eR®: 2>0, 2% +¢y* < 1}.

Estudiar, en funcién de los parametros reales a y 3, el caracter de la integral impropia
1 — $2 2\«
// / ( Y ) drdydz.
C 1+ 28
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¢5 SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS.

3.1.- Z<1 _ 1). 32-.1  33.2 3.4.- ; 3.5.- 1.

5.- Aplicar el teorema de Fubini para expresar la integral como iterada en los dos

ordenes posibles, teniendo en cuenta que ambos valores coinciden.
6.- Igual que el anterior.

7.- Aplicar el teorema de Fubini fijando en primer lugar la z, para la que la seccién

, . , . ™
es un circulo horizontal de drea conocida. El resultado es —— R°.

480
8.1.- _W6+572‘/§. 8.2.- ﬁ. 8.3.- é(% . 1). 8.4.- 2.
9.- i) 6; ii) g; iii) %.
2%
10 2.

4
11.- Con un cambio a esféricas adecuadamente escaladas, gﬂabc.
. U T
12.- Con un cambio a cilindricas adecuadamente escaladas, Eabc.

13.- Con un cambio a polares, §(2 —V2).

3 )
14.- Realizar cambios a polares: i) g; ii) Zﬂ
. . AT 2
15.- Realizar cambios a polares: i) e ii) R

16.- Con el cambio a polares, resulta la integral

/4 |a|y/cos(20) CL4 T
/ df / pPdp = —.
—7r/4 0 ].6
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17.- Pasando a esféricas, 47 log(b/a).
18.- Pasando a cilindricas, O.

19.1.- Converge. 19.2.- Converge si, y solo si, a < 1. 19.3.- Pasando a
polares, converge.

19.4.- Converge. 19.5.- Converge.

8
20.1.- Converge y vale 5(\/5 —1). 20.2.- Con polares, converge y vale 4.

4
20.3.- Converge y vale 3" 20.4.- Converge y vale 72.
21.- Realizar un cambio a polares.

22.- Aplicar el criterio de Tonelli para ver que converge.

™
(b — 1D

23.- Pasar a polares; converge si, y sélo si, p > 1, y en este caso vale

24.- Vale e~ 1.

u3

v(u?v? + u?/v?)
integral de ésta el cambio de variables en i) para obtener la integral

1 // Ty
- M grdy,
2 JJ0,00)x(0,k) (22 +42)3/2

iii) Aplicar el teorema de Fubini: sen(k/2).

25.- ii) Acotar el integrando por la funcién 5720 ¥ aplicar a la

que vale k/2.

26.- i) Pasando a polares, vale 7. ii) Aplicando el teorema de Fubini, /7.

27.- Aplicar cambios a esféricas: i) Converge si, y sélo si, o > 3/2; ii) acotar el

integrando por
6_(x2+y2+z2)

/x2+y2+22'

28.- Cambiando a cilindricas, converge si, y sélo si, « > =1y 3 > 1.
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TEMA 10 INTEGRACION MULTIPLE IMPROPIA

§1 INTEGRALES IMPROPIAS.

Nos proponemos ahora extender el concepto de integral a una clase mas amplia de
funciones. A diferencia del caso unidimensional, en el que la convergencia de una integral
impropia se define por la convergencia de las integrales en subintervalos compactos, la
ausencia de una relaciéon de orden en RP, para p > 2, impide considerar de forma natural

para un abierto de RP una familia de compactos tan sencilla como en aquel caso.

Definiciéon 1.1.- Sea V un conjunto abierto de RP. Se llama sucesion expansiva
de compactos medibles para V' a toda familia numerable { K, : n € N} de subconjuntos

compactos medibles de V tales que:

i) KCKyCKyCKsC...CK, 1CK, C...
i) V= U K,.

Observacion 1.2.- Dado cualquier conjunto abierto V' de R? siempre existe una

sucesién expansiva de compactos medibles para V.

Ejemplos:
i) Las familias de compactos {K,, : n € N} y {H,, : n € N} dadas por
K, = [-n,n]x[—n,n]x PV x[—n,n|, H, = B(0,n)

son sucesiones expansivas de compactos medibles para V = RP.

ii) La familia {K,, : n € N} definida por

K, =B(0,n)\ B(0,1/,)

es una sucesién expansiva de compactos medibles para V = RP \ {0}.

Definicion 1.3.- Sea f una funcién real definida en un abierto V' de RP. Se dice

que f es localmente integrable en V si al ser restringida a cada subconjunto compacto

y medible K de V resulta ser acotada e integrable (en el sentido de Riemann) en K.
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Definicién 1.4.- Sea f una funcién real definida en un subconjunto abierto V' de
RP. Si f es localmente integrable en V' se dice que tiene sentido la integral impropia de

f en V. que tradicionalmente se denota por

Aﬂwm (2)

o con cualquier otra de las notaciones usadas para la integral de Riemann.

Observacion 1.5.- Es sencillo determinar en cada caso concreto, a partir de la
naturaleza del conjunto V' y la de la funcion f, si la integral considerada es impropia o

de Riemann. Por ejemplo, las integrales

//RQ Hx—i_f_ygdibdy y //(O,oo)x((),l) %dxdy

son impropias por no ser acotado el conjunto de integracién o la funcion.

Definicion 1.6.- Sea f una funcion real definida en un subconjunto abierto V' de RP
y localmente integrable en V. Se dice que la integral impropia de f en V' es convergente
si para cada sucesién expansiva de compactos medibles para V', {K,, : n € N}, existe y

es finito el limite

lim f(x)dx. (3)

n—oo K’n

Lema 1.7.- Con las mismas hipétesis de la definicion precedente. Si la integral
impropia de f en V es convergente, el limite anterior es independiente de la sucesion

expansiva de compactos medibles {K,, : n € N} elegida para V.

Definiciéon 1.8.- Si la integral impropia de la funcién f en el abierto V de RP
tiene sentido y es convergente se define la integral de f en V como el limite (3) siendo
{K,, : n € N} cualquier sucesién expansiva de compactos medibles para V. Este nimero

real se designa igualmente, abusando de la notacién, por la expresién (2).

La integral de una funciéon en el sentido impropio coincide, cuando se manejan
funciones acotadas e integrables en conjuntos acotados y medibles, con la que se definié

anteriormente:

Proposiciéon 1.9.- Si f es una funcién real definida e integrable en un compacto

o
medible K, entonces la integral impropia de f en K converge y ademas su valor es

éﬂmmzéﬂ@m.
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Observacion 1.10.- La féormula anterior tiene también una lectura muy intere-
sante: la diferencia entre los conjuntos K y Io( es la frontera de K, un conjunto de
medida nula. Esa igualdad significa que la integracion en ese conjunto no aporta nada
(ver 3.12). En general, a la hora de integrar una funcién en un conjunto, tanto en el
sentido de Riemann como en el impropio, se pueden ignorar conjuntos compactos de
medida nula (p.e. curvas en R?, superficies en R3). El lector comprenders por qué a

estos conjuntos se les denomina también conjuntos despreciables.

Las siguientes propiedades son consecuencia de las analogas para la integral de

Riemann y se obtienen pasando al limite.

Propiedades 1.11.- Sean f y g dos funciones reales definidas en un mismo abierto
V' de RP. Se supone que las integrales impropias de f y g en V tienen sentido y son

ambas convergentes. Entonces:

1.11.1.- Para todos a, 3 € R la integral impropia de la funciéon o f +3 g en V tiene

sentido, es convergente, y ademas

/V (o f(x) + Bg()) dew = o /V f()da + 8 /Vg«c) da

1.11.2.- Si f(x) < g(x) paracadax eV,

/f dw</ g(z) dx .

En lo que respecta a la integracién del valor absoluto de una funcién, es evidente
que, si la integral impropia de la funciéon f en un abierto V' de RP tiene sentido, también
lo tiene la integral impropia de |f| en el mismo abierto (ver 2.4 y 3.8), asi que, al igual
que se hace en el caso unidimensional, podriamos hablar de convergencia absoluta de
integrales impropias.

En la integracién en intervalos de la recta (acotados o no, cerrados o no) la conver-
gencia absoluta implica la convergencia de una integral impropia, pero el reciproco no es
cierto en general. Recordemos que el concepto de convergencia en aquel caso se enuncia
tradicionalmente en términos de sucesiones crecientes de subintervalos compactos; sin
embargo, la construccién de la integral impropia realizada ahora (que abarca también
el caso p = 1), considerando todos los posibles subconjuntos medibles y compactos
del abierto V', es mas exigente, resultando que el concepto de convergencia absoluta es

redundante:

Teorema 1.12.- Sea f una funcion real definida en un subconjunto abierto V' de
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RP y localmente integrable en V. La integral impropia de f en V es convergente si, y

sélo si, lo es la integral impropia de |f| en V. En caso de que converjan se tiene que

\ [ s@as| < [ ista)lae.

Observacion 1.13.- En base al resultado anterior, cuando la integral impropia de

una funciéon f en un abierto V' de RP tenga sentido y sea convergente diremos también

que f es integrable en V.

La equivalencia entre la convergencia y la convergencia absoluta de una integral

impropia permite obtener un importante criterio de integrabilidad que es el siguiente:

Teorema 1.14.- (Criterio de comparacion)

Sean f y g dos funciones reales definidas y localmente integrables en un abierto V'

de RP, y tales que
|f(x)] <|g(x)| paracadaxecV.

Entonces:

i) Sila integral impropia de g en V' converge, también converge la integral impropia
de fenV.

ii) Si la integral impropia de f en V no converge, tampoco converge la integral im-

propia de g en V.

Los resultados anteriores proporcionan ya algunos criterios practicos para el estudio
de la convergencia de integrales impropias que, al ser combinados con los que presen-
tamos a continuacion sobre integracion iterada, permiten resolver una amplia gama de

problemas.

Notacién: Dada una funcién f definida en un abierto V de R? = R™%9, deno-
taremos por f*, al igual que en §3, a la funcién definida en todo RP que se obtiene al

extender f por 0 en los puntos que no pertenecen a V. Las secciones de la funcién f*
fo:RT—=R, xeR™ y fy ' R" =R, yeR?
se definen de forma andloga a como se hizo en 2.14 para cada punto (x,y) € RP.
Teorema 1.15.- (Criterio de Tonelli-Hobson)
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Sea f una funcién real definida en un subconjunto abierto V' de RP = R™*T4 y

localmente integrable en V. Si alguna de las dos integrales iteradas

Lo([rwiw)ea o [ ([ i5@e)ae

existe y es finita (es decir, todas las integrales impropias en R™ y R? tienen sentido
y son convergentes), entonces la integral impropia de f* en RP, es decir, la integral

impropia de f en V', es convergente.

Aplicando de nuevo el resultado anterior a las integrales en R™ y RY se tiene:

Corolario 1.16.- Sea f una funcién real definida en un subconjunto abierto V' de

RP y localmente integrable en V. Si la integral iterada

/_o;( </_O;</_Z|f*(x1,w2,...7xp)|dx1> dm) ...)dxp,

existe y es finita, en el sentido de que todas las integrales en R = (—o0,00) tienen
sentido como integrales impropias convergentes, entonces la integral impropia de f en
V' es convergente. Lo mismo se puede decir para cualquier permutacion del orden de

las variables.

Teorema 1.17.- (Teorema de Fubini para integrales impropias)

Sea f una funcién real definida en un subconjunto abierto V de RP = R™%4 y tal

que la integral impropia de f en V tiene sentido y es convergente. Entonces

[ tewizay= [ reiciy= [ ([ rayd)d.

siempre que las integrales iteradas tengan sentido como integrales impropias absoluta-

mente convergentes en R? y R™. Andlogamente

[ tewizay= [ ([ r@wic)a,

cuando la integracién iterada tenga sentido.

Corolario 1.18.- Sea f una funcién real definida en un subconjunto abierto V' de

RP y tal que la integral impropia de f en V tiene sentido y es convergente. Entonces

/Vf(m)dx:/jo(--. (/_o;(/_o;f*(xl,xg,...,xp)dam) d@) ---)dxp,

siempre que todas las integrales iteradas tengan sentido como integrales impropias ab-
solutamente convergentes en R = (—o0,00). Lo mismo se puede decir para cualquier

permutacién del orden de las variables.
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Observaciones 1.19.-

i) El teorema de Fubini se puede generalizar relajando sus hipdtesis en el sentido
siguiente: con la misma notacién que en 4.17, puede suceder que para una cantidad
finita de puntos * € R™, o incluso en todo punto & de un compacto K de R™ de
medida nula, no tenga sentido o, teniéndolo, no sea convergente la integral

p(x) = R [r(x,y)dy.
Dando en estos puntos un valor arbitrario a ¢ se sigue verificando que

flx,y da:dy:/ ffx,y da:dy:/ o(x) dx .
|, faw) [ @) [ el
Lo mismo se puede decir acerca del criterio de Tonelli .

ii) Para funciones positivas (en general de signo constante) y localmente integrables
en un abierto V' de R? se puede reformular el teorema de Fubini incluyendo el caso de
integrales impropias no convergentes, dando al mismo tiempo un reciproco del criterio
de Tonelli: concretamente, si admitimos, como convenio de notacion, que el valor de

una integral impropia no convergente es oo, entonces sigue siendo valida la igualdad

/Vf(m,wdmdy:/H{pr*(m,ymmy:/ww(w)dw:/m( qu*<w,y>dy) i,

entendiendo que, si @(x) = oo para todo x en un abierto no vacio de R™, o si la

integral impropia de ¢ en R" no converge, tampoco converge la primera.

iii) En la préctica, cuando el conjunto abierto V se puede describir de forma
sencilla, el criterio de Tonelli y el teorema de Fubini se aplican directamente a las
funciones |f| y f, respectivamente, y no a |f*| y f*. Dejamos que el lector adapte a esta,
situacion los ejemplos expuestos en la observacién 3.13, lo cual se reduce a considerar
intervalos abiertos de la recta real (acotados o no) en lugar de intervalos compactos
y funciones ¢;, ¥, j = 1,2, continuas en dichos intervalos pero no necesariamente

acotadas. Con el a&nimo de clarificar este aspecto desarrollaremos un ejemplo:
Sea V el abierto de R? dado por
V={(zy2)eR:0<z<1,0<y,0<2<1/},

y sea f la funcién definida en V' por

e Y+ sen(y)
f(a:,y,z)— 1+Z.CC2

Puesto que f es continua en V es integrable en cada subconjunto compacto y medible

de V, de manera que la integral impropia de f en V tiene sentido; probaremos que es
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convergente. Para ello haremos uso, en primer lugar, del criterio de comparacion:

e_y(z+1) | Sen(y)| e_y(z+1)
o< = <

La funcion g es positiva, y por ser continua tiene sentido su integral impropia en V', que

=g(z,y,2), (z,y,2)€eV.

es convergente como veremos aplicando el criterio de Tonelli:

= [ romom)eee ([ ([ 55b) )

igualdad que se obtiene observando que: si y < 0 entonces g*(z,y,z) = 0, después, si
z ¢ (0,1/,) también g*(z,y, z) = 0y la primera integral es nula, y por dltimo si z ¢ (0, 1)
es g-(y,z) = 0 y es nula la integral iterada respecto de (y, z). La primera integral se

calcula fécilmente buscando una primitiva de g(z,y, z) respecto de y, y aplicando la

= <// DA ) W

Para x fijo la integral que aparece es la de una funcién racional de z y descomponiendo

regla de Barrow

en fracciones simples se tiene

= /<// [(1 e ermi i?) a +1zx2>}dz)d”

aplicando de nuevo la regla de Barrow tras calcular primitivas de ambos sumandos

(respecto de z) resulta ser

I:/O1 (ﬁ log(l—l—l/g;)—ﬁlog(l#—x)) d:c:/ol_lli—gg(;)dm.

La ultima integral es la integral impropia de una funcién positiva (al ir integrando
funciones positivas los resultados deben ser positivos) en un intervalo de R, que es
convergente, como se deduce aplicando los criterios de integrabilidad usuales para este
tipo de integrales; en este caso

/1Lg(x)dx:/1/2_10—g(x)dx+/_’llog(1~|—(w—1))dx,
0 1

1— a2 O 5o (=1 (z+1)

resulta que — log(z) es integrable en (0,1/9] y

. log(l4+(x—1)) 1
1 = — 1 1+1¢)~gt).
S T @) 2 s+~
Por tanto, la integral impropia de g en V' es convergente y asi lo es también la de f en

virtud de 4.14, por ser |f] < g.

iv) Para funciones f que no sean de signo constante (esto es, que no coincidan con

|| 6 —|f|) el reciproco del teorema de Fubini es en general falso, es decir, puede ser
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que, para una funciéon f localmente integrable en un abierto V de RP, existan todas
las integrales iteradas y sean convergentes hacia el mismo valor, y sin embargo no sea
convergente la integral impropia de f en V; como ejemplo considérese la funcién f
definidaen V = (—1,1)x(—=1,1)\ {(0,0)} por
[z, y) = Lz -
(% +4°)

Resulta que es nula la integral iterada

/_11 (/_llf(w,y)dy>dx=/_ll (2(562_—_:;/2)13:1_1@:/_110 dr =0,

y analogamente se comprueba que la otra integral iterada es nula. Sin embargo la
integral impropia de f en V no es convergente pues no lo es la de |f|, ya que un calculo

elemental muestra que

/ (/ !f(sc,ywy)dx:/_ll (r?lf xji'l)dx,

y por no ser convergente esta ultima integral no puede serlo la de |f| en V segun lo

expuesto en el apartado 4.19.ii).

Por 1ltimo, mencionaremos que la propiedad de aditividad finita respecto de los

conjuntos se verifica igualmente para integrales impropias, explicitamente:

Proposicion 1.20.- Sea V un abierto de RP. Se supone que existen Vi, Vs, ..., Vi,

abiertos de RP, disjuntos dos a dos, y un conjunto N de medida nula, tales que
V=MWV uUVU...UV,)UN.

Dada f:V — R localmente integrable, la integral impropia de f en V converge si, y sélo

si, convergen todas las integrales impropias de f en cada V;. Ademads, si convergen,

/Vf:j;/vjf'

§2 CAMBIOS DE VARIABLES.

Recordemos que si U,V son dos abiertos de RP, una aplicacion ¢: U — V se dice

que es un difeomorfismo o cambio de variables de clase C*, k > 1, si ¢ es biyectiva

v ¢, ! son de clase C¥ en U y V, respectivamente. El determinante de la matriz

(5)
975 ) 1<ij<p
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se llama determinante jacobiano o, simplemente, jacobiano de ¢, y se denota por Jep.
Como consecuencia del teorema de la funcién inversa, una aplicacién ¢: U — V de clase

C! en U es un difeomorfismo si, y sélo si, ¢ es biyectiva y Jo(x) # 0 para todo = € U.

En lo sucesivo, para abreviar, con la palabra ‘difeomorfismo’ designaremos cualquier

difeomorfismo de clase C! al menos.

Teorema 2.1.- (Teorema del Cambio de Variables)
Sean U,V abiertos de R? y ¢ un difeomorfismo de U en V. Si E C V es un
subconjunto compacto y medible, o si E es abierto, y f es una funcién definida en E

tal que la integral (de Riemann o impropia)

/E f(y) dy

tiene sentido, entonces también tiene sentido la integral (de Riemann o impropia)

x)) |Jo(x)| dz .
|1 ) o) ()

Ademas, la primera es convergente si, y solo si, lo es la segunda; en este caso,

/E Ty)dy = /80_1(E) f(go(:z:)) |de(x)|dx .

Corolario 2.2.- En las mismas condiciones del teorema precedente. Si K C V es

un compacto medible tambien lo es ¢~ }(K) C U y

m(K)Z/Kldy=L_1<K) ()| de .

Observacion 2.3.- El teorema del cambio de variables se ha enunciado de forma
global para integrales de Riemann e impropias. Esto se debe, por una parte, a la
posibilidad que ofrece el resultado 4.9 de sustituir la integral de Riemann de una funcién
g integrable sobre un compacto medible K por la integral impropia (convergente) sobre
IO( de (la restricciéon de) g; o bien, la de sustituir la integral impropia convergente de
una funcién acotada h sobre un abierto acotado y medible V' por la integral sobre el
compacto medible V de cualquier extensién acotada de h a V. Por otra parte, puede
suceder incluso que mediante un cambio de variables se transforme un conjunto acotado
en otro que no lo es o una funcién integrando acotada en otra que no lo sea (esto
ultimo puede ocurrir si el jacobiano de la transformacién no es acotado). A modo de
ejemplo, estudiese la integral impropia propuesta en el ejercicio 19.5 mediante un cambio

a coordenadas polares (que son descritas en el apartado 5.4.2).
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2.4.- Cambios de variables mas comunes

Los resultados que se presentan a continuacién se utilizan, en la mayoria de los
casos, para transformar integrales en determinados conjuntos en integrales en intervalos

de RP, a las que es facilmente aplicable el teorema de Fubini.

1. Cambios de referencia afin en RP.
Sean b = (by,b2,...,b,) € RP, vy v; = (ai1,a49,...,a4,), 1 < i < p, p vectores
linealmente independientes en RP. La aplicacién g: RP — RP definida por

p
y=g(x)=g(z1,22,...,2p) :b—l—in'vi
i=1

es un difeomorfismo cuyo jacobiano, constante, es Jg(x) = det (aij>1 <ij<p’

2. Coordenadas polares en R2.
Sea a € R y consideremos los abiertos
Us = (0,00) x (o, + 21) | Vo =R\ {(tcos(a),tsen(a)) : t > 0}.
La aplicacion g: U, — V,, definida por
(z,y) = g(r,0) = (rcos(d),rsen(d)),
es un difeormorfismo; ademés, |dg(r, 0)| = r.

e La coordenada r no es otra cosa que la norma
euclidea del vector (x,y) = g(r, ), asi que este cambio

puede resultar util en el calculo de integrales en circulos,
ya que
9((0,R)x(e,a+2m)) y B(0,R)

difieren en un conjunto de medida nula (un segmento);

o de integrales en sectores circulares, que son imagen de

conjuntos del tipo (0, R) x (53,7). o5 i

Componiendo con traslaciones, esto es, considerando transformaciones del tipo
x = (z,y) = g(r,0) = (a1 + rcos(f), az + rsen(d)) ,
se parametrizan, excepto subconjuntos de medida nula, discos centrados en el punto

a = (a1,as) € R?; en este caso se tiene que r = || — al| (ver figura).

3. Coordenadas cilindricas en R3.
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Sean o € R y Uy, V, los abiertos de R?
Us = (0,00) X (a, a + 2m) xR, Vo =R\ {(tcos(a),tsen(a),z) : z€ R, t>0}.
La aplicaciéon g: U, — V,, definida por
(z,y,2) =g(r,0,w) = (7“ cos(@),rsen(@),w),

es un difeomorfismo; ademas

[dg(r,0,2)| = 1.

e Este tipo de cambios transforma los intervalos de la forma (0, R)x(«, a+2m)x(a, b)
en cilindros con eje de simetria el eje OZ, cuya base tiene radio R y comprendidos entre
los planos z = a y z = b, salvo una porcién de un plano (que es de medida nula en R3).

El ejemplo presentado es adecuado para aquellos conjuntos que presenten una
simetria respecto al eje OZ pero, por supuesto, una permutacién adecuada de las coor-
denadas permite tratar volimenes de revolucién respecto de los otros ejes, y lo mismo
se puede decir, al componer con traslaciones, cuando la base de estos cilindros esta

desplazada del origen.

4. Coordenadas esféricas en R3.

Cuando un punto = (z,y, z) de R3 se determina por su norma r y dos dngulos 6, ¢
respecto a determinados subespacios lineales se obtienen las denominadas parametriza-

ciones esféricas. Presentamos seguidamente dos versiones.
4.1. Sean a € Ry U,, V,, los abiertos de R?
Us = (0,00)x (e, e+ 27) x (0, 77) , Vo =R\ {(tcos(a),tsen(a),z) : z€R, t>0}.
La aplicaciéon g: U, — V,, definida por
(z,y,2) = g(r,0,¢) = (rcos(f) sen(y), rsen(d) sen(y), r cos(p)),
es un difeomorfismo; ademas

g (r,0,¢)| = r*sen(p) .

4.2. Sean a € Ry U,, V,, los abiertos de R?
Ua = (0, 00)x(cv, a+2m)x(=7/2,7/2) , Vo =R*\{(tcos(a),tsen(a),z) : z € R,t >0} .
La aplicaciéon g: U, — V,, definida por

(z,y,2) =g(r,0,p) = (r cos(0) cos(p), rsen(6) Cos(go),rsen(go)),
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es un difeomorfismo; ademas
3g(r,0,0) = 12 cos().
e Este tipo de cambios transforma intervalos del tipo
(0, R)x(a,a+2m)x(B,6+7m), (B=0,—T/9 resp.)
en bolas de radio R (excepto una porcién de plano), y los del tipo
(0, R) X (a,a +2m)x (B,7), O0<~y—-p<m,
en sectores esféricos.

De nuevo, al componer con traslaciones,

(x,y,2) =g(r,0,p) = (a1 + 7 cos(0) cos(p), as + rsen(d) cos(yp), as + rsen(ga)),

se obtienen transformaciones que permiten parametrizar en intervalos bolas centradas

en un punto a = (a1, az,a3) € R? (en este caso r = ||(z,vy, 2) — (a1, az,a3)||)-
§3 EJERCICIOS.

1.- Sean A =10,1]x[0,1] y f: A — R la funcién definida por

r sixz >y

ran ={7

y“ siz <y.

Comprobar que f es integrable en A y calcular su integral.

2.- En los siguientes casos demostrar que la funcién f: A — R es integrable en A y

calcular su integral.
21.- A= [07 7T] X [Oa 1] ) f(xv y) = |y - sen(:lc)] :

2.2.- A=[0,1]x[0,1], f(x,y)=|y—e"|.
3.- Calcular / /D f(z,y) dz dy en los siguientes casos:

31- D={(z,y) eR? : 1<y<2,0<z< .y}, f(x,y):af;e_mz/y.
32- D={(z,y) eR® : x+y>2,2°+ (y—1)* <1}, f(x,y) ==,
3.3.- D={(z,y) eR? : y>2a?, 2 >9y*}, flz,y) =22 +4y>.

34- D={(z,y) eR? : 0<2<2,0<y<2—x}, flz,y)=[z+y.
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85.- D={(z,y) eR? : 2>0,22+(y—1)2 <1}, f(z,y)=|z+y—2|.

3.6- D={(z,y) eR? : x <y’ , y<z,0<y<2}, f(l‘,y):sen<7r—x>.
)

3.7- D={(x,y) e R? : 22 +y* <a®}, f(z,y) = Va2 — 22, siendo a > 0.

3.8.- D={(z,y) eR? : y >0,y <z <y?}, f(x,y):ex/y.

4.- Sea D el recinto del primer cuadrante comprendido entre las curvas de ecua-

y=v1-—x2, y=vV4—x2.

// rydrdy.
D
5.- Sean a, b nimeros reales con 0 < a <b y D = [0,1] x[a, b]. Calcular

// x¥dxdy.
D

1xb_a;.a
dr = log(b+1) —log(a +1).
| o (b +1) — log(a + 1)

ciones

Determinar el valor de

Deducir que

dx dy
1+y)(1+22y)

/1 L lo <x2+1>da:—7r—2
s 21 B\ 2 T

7.- Sea V el subconjunto de R3 dado por

6.- Sea D = [0,1]x[0,1]. Calcular //D ( , y deducir que

V={(z,y,2) eR® : 2?2 + ¢y + 22 < R?* 2 +4° + (» — R)* < R?}.

/// 22drdydz.
v

8.- Calcular ///V f(x,y,z)drdydz en los siguientes casos:

Calcular

81- V={(z,y,2)€R? :1<2<3,1<y<3,0<2< Ty},

flx,y,z2) =2z—zy.
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8.2.- V={(z,9,2)€R? : 0<2<1,0<y<Vo—22,0<z<2?+9y%},
f(z,y,2) = zyv/a? + y2.

8.3- V=1[0,1]x[0,1]x[0,1], flz,y,z) =~ (y Z1—+a:;— xt)

1
242

8.4.- V={(x,y,z)€R3 : 0§z,z2§x2+y2§4}, f(:l:,y,z)z

9.- Sea P la piramide (tetraedro) limitada por los tres planos coordenados y el
plano de ecuacién =z +2y+32=6.

i) Determinar el volumen de P.

ii) Calcular ///P rxyzdrdydz.

iii) Calcular // . |z +y —3|drdydz.

10.- Sea V el sélido limitado por los planos de ecuaciones x +y =2,z +2y =6,

r=0,y=0,2=0 y el cilindro de ecuacién y? + 22 = 4. Calcular

J[}} zazava:.

11.- Calcular el volumen del subconjunto de R? limitado por el elipsoide de ecuacién
2 2 2
x—+y—+z—:1, donde a,b,¢ > 0.

12.- Calcular el volumen del sélido limitado por el paraboloide eliptico de ecuacién

2 2
x_2+i_2+—:1, donde a,b,c > 0,
a

y el plano de ecuacién z =0.
13.- Sea D = {(z,y) €eR? : y >0, 22+ y? < 1}. Calcular

// x-i-y
dx dy .
D /14 22+ y?

14.- Sea S el recinto plano limitado por la curva (cardioide) parametrizada en
coordenadas polares por o =1+ cos(f).

i) Calcular el drea de S.
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ii) Calcular //S(x +y)dzdy.

15.- Sea S el recinto plano limitado por la curva parametrizada en coordenadas

polares por o = sen(26).

i) Calcular el drea de S.
ii) Calcular //Sa:ydx dy .

16.- Calcular

//D(ﬂc2 +y?) dzdy,

donde D es la porcién del recinto interior a la curva (lemniscata) dada en coordenadas

2

polares por ¢? = a? cos(26), contenido en el semiplano {z > 0}.

17.- Sean a,b nimeros reales, con 0 < a < b, y V el conjunto dado por

V={(z,y,2) e R : a® <2 +1* + 2% <b*}.

/// drdydz
V (2 42 4 22) 72

18.- Si V es el conjunto limitado por el plano z = 0 y las superficies de ecuaciones

Calcular

?+y?=1,22+y>=4,2=16— 2% — y?, calcular

/// xye*drdydz.
v

Integrales maltiples tmpropias

19.- Estudiar la convergencia de la integral impropia / / f(z,y)dxdy en los
D

siguientes casos:

ZE2

1+y2at’
19.2.- D=(0,1)x(0,1), f(z,y)=(xy)~™*, a>0.

19.1.- D = (1,00)x(1,0), f(z,y)=

19.3.- D =B(0,1)\ {0}, f(z,y) =log(z? +y?) log (1 — (z* + ¥?)).

1
19.4.- D=(0,1)x(0,1), f(z,y) = ——.
1— 2292
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sen (V7).

m2_+_y2

19.5.- D= B(0,1)\ {0}, f(z,y) =

20.- Estudiar la convergencia de las siguientes integrales impropias, calculando su

valor cuando proceda:

20.1.- // drdy 20.2.- // _ dwdy
(0,1)x (0,1) VT +y B(0,2) Ji—a2 —¢%

e //(0,1) x (0, )%dfcdy 04 //RQ (1+xci:§((if+y2)'

21.- Se denota por S al interior del circulo de ecuacion

2> +y?—2Rxz=0 (R>0).

dx dy
=2R(m—2).
//S VA4 R2 — 12 — 2 (r=2)

22.- Sea D = {(z,y) € R? : 2 > 1, V22 —1 <y < x}. Estudiar el caracter de la

integral impropia
/ / dx dy
D Ty
23.- Estudiar para qué valores de p > 0 es convergente la integral

// dx dy
R2 (p2—|—ac2 +y2)p

Calcular su valor cuando proceda.

Demostrar que

24.- Determinar el valor de la integral impropia
/ / xe Ydrdy.
[1,00) %[1,00)

25.- Sea U = {(u,v) ER? : v>0,u>0,0<u<kv}, k>0.
i) Si V = (0,00) % (0, k) probar que la aplicacién ®: U — V dada por

O(u,v) = (m(u,v),y(u, U)) = (uv,u/v)

es un difeomorfismo.
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ii) Demostrar que la integral impropia

/ / wcos (%) dudv
U 3/2

v(u2 v2 + UQ/U2)

es convergente.
Indicacion: Acotar el integrando por una funcién positiva de manera que la integral

impropia de esta tltima sea convergente.

iii) Calcular el valor de la integral dada en el apartado anterior.

26.-

i) Demostrar que la integral impropia

//Rz e dz dy

es convergente y calcular su valor.

ii) Deducir de lo anterior el valor de
o0 2
/ e ¥ dx.

27.- Se considera el subconjunto de R3

V={(z,y,2) eR> : 2® + 9> + 22 > 1}.
i) Estudiar, en funcién del nimero real «, el caracter de la integral impropia
/ / / dx dy dz
V (22 + 92+ 22)a '

ii) Demuéstrese que la integral impropia

—($2+y2+22)
/// cos(z) e di dy da
VooVa? g+ 2?2

es convergente.

28.- Se considera el conjunto
C={(z,y,2) eR®: 2>0, 2% +¢y* < 1}.

Estudiar, en funcion de los parametros reales « y 3, el caracter de la integral impropia

(1 — x2 —yz)a
///C T dxdydz .
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CALCULO

¢4 SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS.

3.1.- Z<1 _ 1). 32-.1  33.2 3.4.- ; 3.5.- 1.

5.- Aplicar el teorema de Fubini para expresar la integral como iterada en los dos

ordenes posibles, teniendo en cuenta que ambos valores coinciden.

6.- Igual que el anterior.

7.- Aplicar el teorema de Fubini fijando en primer lugar la z, para la que la seccién

, . , . ™
es un circulo horizontal de drea conocida. El resultado es —— R°.

480
8.1.- _W6+572‘/§. 8.2.- ﬁ. 8.3.- é(% . 1). 8.4.- 2.
9.- i) 6; ii) g; iii) %.
2%
10 2.

4
11.- Con un cambio a esféricas adecuadamente escaladas, gﬂabc.
. U T
12.- Con un cambio a cilindricas adecuadamente escaladas, Eabc.

13.- Con un cambio a polares, §(2 —V2).

3 )
14.- Realizar cambios a polares: i) g; ii) Zﬂ
. . AT 2
15.- Realizar cambios a polares: i) e ii) R

16.- Con el cambio a polares, resulta la integral

/4 |a|y/cos(20) CL4 T
/ df / pPdp = —.
—7r/4 0 ].6
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17.- Pasando a esféricas, 47 log(b/a).
18.- Pasando a cilindricas, O.

19.1.- Converge. 19.2.- Converge si, y solo si, a < 1. 19.3.- Pasando a
polares, converge.

19.4.- Converge. 19.5.- Converge.

8
20.1.- Converge y vale 5(\/5 —1). 20.2.- Con polares, converge y vale 4.

4
20.3.- Converge y vale 3" 20.4.- Converge y vale 72.
21.- Realizar un cambio a polares.

22.- Aplicar el criterio de Tonelli para ver que converge.

™
(b — 1D

23.- Pasar a polares; converge si, y sélo si, p > 1, y en este caso vale

24.- Vale e~ 1.

u3

v(u?v? + u?/v?)
integral de ésta el cambio de variables en i) para obtener la integral

1 // Ty
- M grdy,
2 JJ0,00)x(0,k) (22 +42)3/2

iii) Aplicar el teorema de Fubini: sen(k/2).

25.- ii) Acotar el integrando por la funcién 5720 ¥ aplicar a la

que vale k/2.

26.- i) Pasando a polares, vale 7. ii) Aplicando el teorema de Fubini, /7.

27.- Aplicar cambios a esféricas: i) Converge si, y sélo si, o > 3/2; ii) acotar el

integrando por
6_(x2+y2+z2)

/x2+y2+22'

28.- Cambiando a cilindricas, converge si, y sélo si, « > =1y 3 > 1.
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