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Calculo diferencial en una variable real

Prerrequisitos: Nociones elementales relativas a los conjuntos, las relaciones y las
aplicaciones. Niimeros naturales, enteros, racionales y reales.

Limites y continuidad: Propiedades generales. Teoremas de Bolzano y Weierstrass.
Cdlculo diferencial: Concepto de derivada de una funcién en un punto. Propieda-
des. Interpretacion geométrica. Funciéon derivada. Regla de la cadena. Derivacion
de la funcién inversa. Teoremas de valor medio. Teorema de Taylor. Aplicaciones.

Calculo integral en una variable real

Cdlculo de primitivas: Métodos elementales de integracion.

La integral de Riemann: Funciones integrables, propiedades generales. Teorema
Fundamental del Calculo Integral. Regla de Barrow. Cambio de variable. Aplica-
ciones.

Integrales impropias: Convergencia. Integrales impropias de funciones positivas.
Criterios de convergencia. Convergencia absoluta.

Calculo diferencial en varias variables

Limites y continuidad: El espacio euclideo R™. Aplicaciones de R” en R™. Limites
y continuidad. Propiedades generales.

Derivabilidad y diferenciabilidad: Derivadas direccionales, derivadas parciales, dife-
renciabilidad. Regla de la cadena. Derivadas de orden superior. Férmula de Taylor.
Extremos relativos.

Curvas y superficies en R3: Curva paramétrica, curva geomeétrica, vector tangente,
orientacién. Superficies paramétricas, plano tangente, vector normal, orientacién.
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Integracion miiltiple

La integral de Riemann en R? y R3: Funciones integrables en rectdngulos, propieda-
des elementales. Teorema de Fubini. Extensién del concepto de integral y del
teorema de Fubini para funciones definidas en conjuntos mas generales.

Cambios de Variable: Teorema del cambio de variable. Coordenadas polares en R2.
Coordenadas cilindricas y esféricas en R3.

Calculo vectorial

Campos escalares y vectoriales: Campos escalares. Gradiente, variedades equipo-
tenciales. Campos vectoriales. Rotacional, divergencia. Campos conservativos,
campos solenoidales.

Integrales curvilineas: Integral de funciones escalares sobre una curva. Circulacion
de un campo a lo largo de una curva. Féormula de Green.

Integracion en superficies: Integracién de funciones escalares sobre una superficie;
area de una superficie paramétrica. Flujo de un campo a través de una superficie.
Superficies con borde. Teorema de Stokes. Abiertos con frontera diferenciable a
trozos. Teorema de Gauss.

Introduccién a la teoria de funciones de variable compleja

Numeros complejos: Generalidades. Interpretacion geométrica. Conjugacion y
modulo. Exponencial compleja, expresién polar. Argumento. Potencias y raices de
numeros complejos. Sucesiones y series de niimeros complejos.

Derivacion compleja: Limites y continuidad. Funciones holomorfas; ecuaciones de
Cauchy-Riemann. Regla de la cadena.

Series de potencias: Lema de Abel; radio de convergencia. Propiedades de las
funciones definidas mediante series de potencias. Funciones analiticas.

Integracion compleja: Definicién y propiedades. Formula integral de Cauchy. Serie
de Taylor.

Singularidades aisladas: Series de Laurent. Caracterizacion de singularidades.
Teorema de los residuos y aplicaciones.
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TEMA 1 GENERALIDADES. NUMEROS REALES

§1 GENERALIDADES.

Este primer epigrafe esta destinado a presentar los conceptos basicos de la Teoria de
Conjuntos, estableciendo la notacion y terminologia que seran utilizadas posteriormente.

Partiremos del concepto de conjunto en su acepcién intuitiva de coleccion de objetos,
sus elementos. Admitiremos la existencia de conjuntos y, en particular, la existencia de
un conjunto denominado conjunto vacio y denotado por (), caracterizado por carecer
de elementos.

Supondremos asimismo al lector familiarizado con la terminologia y los conceptos
basicos tales como pertenencia, inclusion, union, interseccion, producto cartesiano, etc.,
y sus propiedades elementales.

Definicion 1.1.- Sea A un conjunto no vacio. Una relacion en A es un subconjunto
R del producto cartesiano Ax A. Si a,b € A se dice que a estd relacionado con b (por
la relacién R) si el par (a,b) pertenece a R y se escribe aRb.

Definicion 1.2.- Una relacion en un conjunto A se dice de orden si verifica las
propiedades:

i) Propiedad Reflexiva: aRa para cada a € A.

it’) Propiedad Antisimétrica: Si a,b € A, aRby bRa entonces a = b.

iii) Propiedad Transitiva: Si a,b,c € A, aRby bRec entonces aRc.

La relacién de orden se dice total si dados cualesquiera a,b € A se tiene que o bien
aRb o bRa.

Definicion 1.3.- Se llama conjunto ordenado a todo conjunto no vacio dotado de
una relacion de orden.
Si la relacién de orden es total se dice que el conjunto esta totalmente ordenado.

Notacion: Para una relacién de orden es habitual escribir a < b o b > a en lugar
de aRb. Sia,be Ay setienea<byaz#bseescribea<bdb>a.

Definicién 1.4.- Sea A un conjunto ordenadoy B C A, B # ). Se dice que § € A
es cota superior (resp. cota inferior) de B si b < (3 (resp. [ < b) para cada b € B.

1



2 MATEMATICAS I (Sistemas de Tel.) - CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Telemética)

Si B C A tiene una cota superior (resp. inferior) se dice que B estd acotado
superiormente (resp. acotado inferiormente). Si el conjunto B estd acotado superior e
inferiormente se dice acotado.

Definicion 1.5.- Supongamos que la relaciéon de orden en A es total. Se dice que
un subconjunto B acotado superiormente (resp. inferiormente) tiene extremo superior
o supremo (resp. extremo inferior o infimo) si existe una cota superior (resp. inferior)
B, el extremo superior (resp. inferior), que verifica la siguiente propiedad:

“Si 7 es otra cota superior (resp. inferior) se tiene:

B<y  (resp. v < ).
Proposicion 1.6.- Los extremos superior e inferior de un subconjunto B de un
conjunto totalmente ordenado, si existen, son inicos.

Notacion: Los extremos superior e inferior de un conjunto no vacio B se denotan
respectivamente por:
supB o extB y infB o extB.
Si el extremo superior (resp. inferior) de un conjunto B pertenece al mismo, se
denomina mdzimo (resp. minimo) de B y se denota por ‘max B’ (resp. ‘min B’).

1.7.- Aplicaciones entre Conjuntos.

Definicion 1.8.- Sean A y B dos conjuntos no vacios. Una correspondencia de A
en B es un subconjunto C del producto cartesiano Ax B. Si el par (a,b), a € A, b€ B
pertenece a C se dice que b estd en correspondencia con a o que b es imagen de a por C.
Una correspondencia de A en B se dice que es aplicacion si ademas verifica la
siguiente propiedad:
“Para cada a € A existe un, y s6lo un, b € B tal que (a,b) € C".

Habitualmente una aplicacion de A en B se representa por f: A — B y se denota
por b= f(a) al inico b € B que es imagen de a.

Definicion 1.9.- Una aplicacion f: A — B se dice inyectiva si verifica la siguiente
propiedad:
“Sia,a’ € Ay f(a) = f(a') entonces a =a’ ”.

Una aplicacién f: A — B se dice suprayectiva si verifica la siguiente propiedad:
“Si b € B existe al menos un a € A tal que b = f(a)”.

Una aplicacion f: A — B se dice biyectiva si es simultdneamente inyectiva y
suprayectiva.

Observacion 1.10.- Si f: A — B es una biyeccion entre A y B y C es la corres-
pondencia que la define, entonces la correspondencia C~! de B en A definida por:
(b,a) € C~! si, y sélo si, (a,b) € C
es también una aplicacion que se denomina aplicacion inversa de f y se denota por
4B — A.

Departamento de Andlisis Matemaéatico y Didéactica de la Matemética.



I. GENERALIDADES. NUMEROS REALES 3

Definicion 1.11.- Sean A y B conjuntos no vacios y f: A — B una aplicacion.

Si S C A el conjunto {f(a) e B:ac S} ={be B: existeac S conb= f(a)} se
denota por f(S) y se denomina imagen directa por f del conjunto S.

Si T C B el conjunto {a € A : f(a) € T} se denota por f~1(T) y se denomina
imagen reciproca por f del conjunto T'.

Definicion 1.12.- Sean A, B, C conjuntos no vacios y f: A — B, g: B — C aplica-
ciones. Se define la aplicacién go f: A — C como sigue: “Sia € Ay b= f(a), c= g(b)
entonces go f(a) := ¢”. Esta aplicacién se denomina aplicacidn compuesta de f con g.

1.13.- Indices.-

Sucede en ocasiones que todos los elementos de un conjunto X se asocian de forma
biunivoca con los de otro conjunto I, y para determinar un elemento z € X se hace
referencia al tnico elemento ¢ € I asociado con él; en este caso dicho elemento se
escribe ‘x;’, los elementos de I se denominan indices (el conjunto I se denomina, por
tanto, conjunto de indices), se dice que X estd indizado por I y se denota

X ={z;:iel} o X =A{x; bier -

Otra notacién similar a la anterior para elementos indizados es ‘x'’; para diferenciar
ambos casos es habitual referirse a subindices y superindices, respectivamente.

La nocién de indice no debe resultar extrana, pues la vida cotidiana esta repleta
de ellos, piénsese en la matricula de un vehiculo o en los niimeros del documento de
identidad, etc.

§2 NUMEROS NATURALES. PRINCIPIO DE INDUCCION.

A partir de este apartado se presentaran los distintos conjuntos numéricos que se
utilizaran en lo que sigue.

Se llama Conjunto de los Numeros Naturales, y se denota por N, al conjunto
{1,2,3,4,...}, dotado de la relacién de orden total habitual (1 < 2 < 3 < ...), ¥y
de las operaciones suma y producto conocidas. Sus elementos se denominan nimeros
naturales.

Con respecto al orden, se tiene que:
(i) 1 es el primer elemento de N, en el sentido de que es menor que cualquier otro
natural.

(ii) Cada natural n tiene un sucesor, el natural n+ 1 (2 es el sucesor de 1, 3 el de 2,
etc.), caracterizado por ser mayor que n, y menor o igual que cualquier natural mayor
que n.

(iii) Si S es un subconjunto de N que verifica:
a)lesS,y b) n+ 1€ S paracadan € S,
entonces S = N.

UNIVERSIDAD DE VALLADOLID.
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Esta ultima propiedad proporciona una herramienta muy til de razonamiento, el
llamado

Principio de Induccion 2.1.-
Sea P una proposicién enunciada para los nimeros naturales. Denotemos por P(n)
a la proposicién relativa a n € N. Se supone que existe un ng € N tal que:
i) P(ng) es cierta.
ii) Sim > ng y P(m) es cierta entonces P(m + 1) es cierta.
Entonces P(n) es cierta para cada n > ny.
En particular si ng = 1 resulta que P(n) es cierta para cada n € N.

Observacion 2.2.- Se ha tenido en cuenta en el enunciado anterior que, en lo
tocante al orden, el conjunto {ng,ng + 1,n0 + 2,...}, con ng € N, goza de las mismas
propiedades que N.

63 NUMEROS ENTEROS Y RACIONALES.

Las operaciones definidas en N no gozan de todas las propiedades que cabria esperar.
En primer lugar, la suma carece de elemento neutro, es decir, de un elemento que sumado
a cualquier otro lo deje invariable; para subsanar esta deficiencia se amplia el conjunto
N a un conjunto més grande (Z), con operaciones que restringidas a aquél coinciden con
las ya definidas.

Se denota por Z, y se denomina Conjunto de los Numeros Enteros, al conjunto
7Z=1{0,1,-1,2,-2,3,-3,...};

sus elementos se denominan numeros enteros.

En Z se definen las operaciones conocidas, suma “+4” y producto “”. El 0 es el
elemento neutro de la suma, y si p € Z, —p es el elemento simétrico u opuesto de p, es
decir, aquél cuya suma con p es el elemento neutro. Por otra parte, 1 es el elemento
neutro del producto (llamado elemento unidad), esto es, 1-p = p para todo p € Z. En
el conjunto de los niimeros enteros se considera la relacion de orden “<” habitual.

Los ntimeros enteros carecen (excepto 1y —1) de elemento inverso para el producto:
si p € Z es distinto de 1 y —1, no existe ¢ € Z tal que p - g sea igual a 1 (el elemento
unidad). Vamos a ampliar este conjunto, manteniendo las operaciones y la relacién de
orden.

El conjunto de los Numeros Racionales es el conjunto
Q={p/n:p€Z neN}
cuyos elementos son los numeros racionales.
En Q se tienen definidas las operaciones suma “+” y producto “-”
orden <, todas ellas conocidas.

, y la relacion de

Departamento de Andlisis Matemaéatico y Didéactica de la Matemética.



I. GENERALIDADES. NUMEROS REALES 5

§4 LA RECTA REAL.

Aunque las operaciones dadas en Q gozan de buenas propiedades, el conjunto re-
sulta ser “incompleto” en el sentido que ilustramos a continuaciéon con un ejemplo
clasico:

Proposicion 4.1.-
i) No existe ningtin ntimero racional r tal que r? = 2.

ii) El conjunto {s € Q : 52 < 2} es un conjunto acotado superiormente que no tiene
extremo superior en Q.

El concepto de ntimero real surge de la necesidad de salvar esta incompletitud.

Definicion 4.2.- Se llama Recta Real, o Conjunto de los Numeros Reales, a todo
conjunto no vacio, R, provisto de dos operaciones, “+” y “” denominadas suma y pro-
ducto respectivamente, y una relaciéon de orden “<”que cumplen los siguientes axiomas:

(R, +) es un grupo conmutativo, es decir:

S1: Para cualesquiera z,y, z € R se verifica (z +y) + 2 = x + (y + z). (Propiedad
asociativa)

S2: Para cada z,y € R se verifica z +y = y + z. (Propiedad conmutativa)

S3: Existe un elemento en R denotado por O tal que = + 0 = x para cada = € R.
(Existencia de elemento neutro)

S4: Para cada x € R existe un elemento —z € R tal que = + —z = 0. (Existencia
de elemento simétrico)

(R\ {0},) es un grupo conmutativo, es decir:

P1: Para cualesquiera z,y, z € R se verifica (z-y)- z = - (y- 2).

P2: Para cada z,y € R se verifica -y = y- x.

P3: Existe un elemento en R denotado por 1 tal que -1 = x para cada x € R.
(Existencia de elemento unidad)

P4: Para cada z € R,  # 0 existe un elemento = ! € R tal que z- 27! = 1.
(Existencia de elemento inverso)

El producto es distributivo respecto de la suma:
D: Para cualesquiera z,y, z € R se verifica z- (y + 2) = (z- y) + (- 2).

La relacién de orden es total (O1) y compatible con la estructura algebraica (O2-
03):

O1: Siz,y € Rentonces x <yoy < x.

02: Siz,y,z€e Ry x <yentonces z+ 2z <y+ z.

03: Siz,y,z e R, x <yy0<~zentonces z-z < y- 2.

Axioma de Completitud
C: Todo subconjunto no vacio de R y acotado superiormente tiene extremo supe-
rior.

UNIVERSIDAD DE VALLADOLID.
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Las nueve primeras propiedades (S1-S4, P1-P4 y D) se resumen diciendo que
(R, +,-) es un cuerpo conmutativo.

Observacidon 4.3.- (Q, +, -) también tiene estructura de cuerpo conmutativo, y la
relacién de orden en él definida es total y compatible con la estructura algebraica. Sin
embargo, y como ya se ha mencionado, en este caso no se verifica el axioma de completi

tud C.

Definicion 4.4.- Los elementos de R se denominan numeros reales. Un nimero
real x se dice positivo si x > 0y se dice negativo si z < 0.

Propiedades 4.5.-

En lo que sigue w, x,y, z seran numeros reales. Las siguientes propiedades se de-
ducen de los trece axiomas.

4.5.1.- Si + z = y + z entonces x = y (Ley de cancelacion de la suma).
4.5.2.-Siz-z=y-zy z# 0 entonces x =y (Ley de cancelacion del producto).
4.5.3.- z-0=0.

4.5.4.- —(—z) = .

4.5.5.- Si x # 0 entonces (7 1)~ = .

4.5.6.- (—1) -z = —=.

4.5.7-z (—y)=—(z-y) = (—2)- .

4.5.8.- (—z) + (—y) = —(z + y) para cada z,y € R.

4.5.9.- (—2)- (—y) =z v.

y T w+ty-z

4.5.10.- Si z # 0 y w # 0 entonces f + =
z w Z-w

4.5.11.- Sixz <y ey < z entonces x < 2.

4.5.12.- Six <y ey < z entonces x < 2.

4.5.13.- Si x + z < y + 2z entonces z < y.

4.5.14.- Si x < y entonces r + z < y + 2.

4.5.15.- Siz <yy z < w entonces z + z < y + w.

4.5.16.- Six <y y z < w entonces x + z <y + w.

4.5.17.- x > 0 si, y sélo si, —x < 0.

4.5.18.- Si x < y entonces —x > —y.

4.5.19.- Sixz <y y z >0 entonces z- 2z < y- 2.

4.5.20.- Six <y y z <0 entonces z- 2z > y- 2.

4.5.21.- Si z # 0 entonces 22 = x- x > 0.

Departamento de Andlisis Matemaéatico y Didéactica de la Matemética.



I. GENERALIDADES. NUMEROS REALES 7

4.5.22-1>0y —1 < 0.
4.5.23.- Si 2 > 0 entonces 1/, > 0.
4.5.24.- Si 0 < z <y entonces 0 < 1/, < 1/5.

4.5.25.- Axioma de Completitud:
C’: Todo subconjunto de la recta real no vacio y acotado inferiormente tiene ex-

tremo inferior.

que

Observacion 4.6.- Podemos considerar Q como un subconjunto de R, de modo

NcZcQcR.

Propiedad Arquimediana 4.7.-
Sean x,y € R, con x > 0, existe entonces un nimero natural n tal que nx > y.
En particular (témese y = 1), para cada € > 0 existe un nimero natural n tal que

1
0< —<e.
n

Parte Entera de un niimero real 4.8.-
Si x € R existe un tinico m € Z, que verifica

m<z<m-+1.

Dicho ntimero entero se denomina parte entera de x y se denota [z].

Propiedad de Densidad de Q en R 4.9.-
Sean x,y € R, x < y. Existe entonces un niimero racional r tal que

r<r<y.

Por tanto, entre dos niimeros reales distintos existen infinitos ntimeros racionales.

4.10.- Ntimeros Irracionales:

Existen niimeros reales que no son racionales, es decir, R es realmente una extension

no trivial de QQ; por ejemplo:

Proposicién 4.10.1.- El conjunto {z € R : 22 <2} estd acotado superiormente

y su extremo superior no es un numero racional.

Definicién 4.10.2.- El conjunto R \ Q (que es no vacio en virtud del resultado

precedente) se denomina Conjunto de los Numeros Irracionales y se denota por 1.

Densidad de los ntimeros irracionales 4.10.3.-
Sean x,y € R, x < y. Existe entonces un niimero irracional ~ tal que

r<y<y.

Por tanto, entre dos niimeros reales distintos existen infinitos niimeros irracionales.

UNIVERSIDAD DE VALLADOLID.



8 MATEMATICAS I (Sistemas de Tel.) - CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Telemética)

Si, como es habitual, se representan graficamente los nimeros enteros dispuestos en
una linea, manteniendo su orden de forma creciente de izquierda a derecha, y de manera
que dos cualesquiera que sean consecutivos mantengan una distancia fija, los ntimeros
racionales (no enteros) ocupan en dicha linea lugares intermedios, pero no la llenan; los
“poros” que quedan (fruto de la incompletitud de Q) corresponden precisamente a los
lugares que ocupan los niimeros irracionales. Esta idea es la que justifica el nombre de
recta real y que sus elementos se denominen también puntos.

|
|
|
|
V) |
|
|
H
1

1 1 1 1 A
1 1 t ¥

4 3 2 1 0 1 2 3 4

La figura pretende ilustrar el comentario anterior. Ademads se ha representado el niimero

1 1 1
1 1 1

irracional /2 que, segun el famoso teorema de Pitagoras, es la longitud de la hipotenusa
de un triangulo rectdngulo cuyos dos catetos tienen longitud 1; el traslado de esta
hipotenusa a la ‘recta real’ se representa con el arco de circunferencia. El nimero /2
es constructible con regla y compés, y lo mismo sucede con los niimeros racionales en

virtud del no menos conocido teorema de Tales sobre semejanza de tridngulos.
Observacion 4.10.4.- El resultado anterior, junto con la propiedad de densidad de
los racionales en R, muestra que en cualquier intervalo de la recta real existen infinitos

nimeros racionales, e infinitos niimeros irracionales.

Definicién 4.11.- (Valor Absoluto de un niimero real)

Si z € R se define el valor absoluto de x y se denota por |z| al niimero real

six > 0;

— _ — x
2| = max{z, —x} { xr siz<O.

Propiedades 4.12.- Sean x,y,e € R, € > 0. Se verifican
i) |z| > 0. Ademads |z| = 0 si, y s6lo si, x = 0.
il) —|z| <z < x|

i) [z ] = |2l [yl

iv) Siz # 0 entonces ‘1/:5‘ =1z
v) |z +y| < |x| + |y| (Desigualdad Triangular).

vi) [lz] = lyl] < |z — .

vii) |z| < e si, ysblosi, —e <z <e.

viii) |z —y|<e si,yslosi,z—e<y<ax+e.

Departamento de Andlisis Matemaéatico y Didé4ctica de la Matemética.
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Mediante el valor absoluto es posible dar una nueva caracterizacion de los conjuntos

acotados, que admite generalizaciéon a los espacios euclideos.

Proposicion 4.13.- Sea A un subconjunto de R. A es acotado si, y sdlo si, existe
M >0 tal que |z| < M para cada = € A.

Observacion 4.14.- La propiedad de completitud es la clave para la construccion
de las funciones elementales, cuya existencia se admite habitualmente de forma pura-
mente intuitiva.

Definicién 4.15.- (Intervalos de la recta)

Se dice que un subconjunto I de R es un intervalo si verifica la siguiente propiedad:

“Sixz,y € l,con x <y, entonces para cada z € R tal que = < z <y se tiene

que z€I”.
En otras palabras, un intervalo I se caracteriza por contener a todos los puntos

intermedios entre dos cualesquiera de sus elementos.

Observaciones 4.16.- Sean a,b € R con a < b. Se llama intervalo de extremos a

y b a cualquiera de los conjuntos siguientes:

(a,b) ={c € R:a < c<b} (Intervalo abierto).
b)

(
={c € R:a < c<b} (Intervalo semiabierto por la derecha).
(a,b] = {c € R:a < c < b} (Intervalo semiabierto por la izquierda).
[a,b] = {c € R:a < c < b} (Intervalo cerrado).

Cada intervalo de extremos a,b es un conjunto acotado, y a y b son los extremos

inferior y superior, respectivamente, de dicho conjunto.

Obsérvese que los conjuntos unipuntuales {x} son intervalos reducidos a un punto.

También son intervalos los conjuntos no acotados de la forma
{reR:xz>a}, {z€R:z>a}, {ze€R:z<a}, {zeR:z<a},
para algin a € R, que se denotan, respectivamente,
(@,00),  [a,00),  (-00,a),  (—00,d],

asi como la recta real, representada por (—o0,0); todos ellos se denominan de forma
genérica intervalos no acotados. El simbolo ‘oo’ se lee infinito. Nos volveremos a

encontrar con este simbolo en numerosas ocasiones que aclararan mas su significado.

UNIVERSIDAD DE VALLADOLID.
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Notacion 4.17.- Es comun el uso de la siguiente notaciéon abreviada:

Supongamos que en un conjunto A se tiene definida una operacién suma + con la
propiedad conmutativa, es decir, tal que para todos a, b € A se tiene que a+b = b+a.
Sea {a; : i € I} un conjunto o familia finita de elementos de A, su suma se

representa por ‘> a;’, y se lee ‘suma o sumatorio de a; cuando ¢ € I’. Es

il
habitual que el conjunto de indices sea J,, = {1,2,...,n}, en cuyo caso la suma
de los elementos ajp,as9,...,a, se escribe también

n
E a; 0 a1 +ag+ ...+ an.
i=1

También puede suceder que los elementos a sumar sean los que verifiquen una cierta

propiedad P, en cuyo caso su suma se representa por ‘¢ »_ a’.
a verifica P

Si en un conjunto A se dispone de un producto conmutativo ‘x’,y {a; :i € I} es

una familia finita de elementos de A, su producto se representa por ‘ [] a;’. Siel

el
conjunto de indices es J, el producto de los elementos ai,as9,...,a, se escribe
también
n
HOJ,‘ o ap Xag X...X0ap o aypag - An .
i=1
Como en el caso de sumas, la expresion * ][ a’ denota el producto de los

. . a verifica P
elementos que verifican la propiedad P .

Factoriales. Niimeros combinatorios 4.18.-

¢ Y

Para un ntimero entero no negativo n se define su factorial, denotado por ‘n!

mediante la formula recurrente

ol=1; nl=n(n-1)"!, neN,

o lo que es lo mismo,

o0'=1; n!=][k, mneN.
k=1

Si k y n son numeros enteros, con n > 0y 0 < k < n, se define el nimero

n

combinatorio denominado n sobre k y denotado ‘(})’ o ‘CF’ como

(D)= c—mm

En realidad los niimeros combinatorios son niimeros naturales y verifican

(=) vshsn v (T () asren
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propiedades que se suelen representar en el llamado tridngulo de Pascal o de Tartaglia

n=0 — 1

n=1 — 1 1

n=2 — 1 2 1

n=3 — 1 3 3 1

n=4 — 1 4 6 4 1
n=5 — 1 5 10 10 5 1
n=6 — 1 6 15 20 15 6 1

en el que cada fila recoge los valores (Z) al variar k£ desde 0 a n. Cada nimero,
exceptuando los que ocupan las posiciones extremas de cada fila, es la suma de los dos

que figuran encima de él.
§5 EJERCICIOS.

1.- Probar por induccién las siguientes igualdades. En todos los casos n denota un

numero natural.

1—gpntl

1.1.- 1+r+r2+...+r”:71_r ,r# 1

n(n+1) .
_ PNt A _ . _ .2
1.2.- 14+24...+n= g 1.3. k§_1(2k; 1) =n".

1) (2 1
1.4.- 12+22+...+n2:n<n+ ) (2n + )

6
3. 93 5 _n*(n+1)7 ~ ok nt1
1.5.- 34284 4nd=—r 2 1.6.- > k2F =2+ (n—1)2""
4
k=1
= nn+1)(n + 2) = B
L7 > k(k+1)= ; : 1.8.- > kkl=(n+1)! -1
k=1 k=1
1.9.- (x+y)" = Z (Z) a" kP oz y eR. (Férmula del binomio de Newton)

k=0
2.- Sea z € R. Probar por induccién las siguientes igualdades.

2.1.- 2" sen(z) cos(z) cos(2x) cos(4x) - - - cos(2™z) = sen(2" 1 x).

2.2.- sen <g) (sen(x) 4 sen(2z) 4 - - - + sen(nx)) = sen <n2_:c) sen <n i 1:6).

2
1
2.3.- sen <g) (1 + cos(z) + cos(2z) + -+ + cos(n:c)) = cos <%) sen n; :c)

UNIVERSIDAD DE VALLADOLID.
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3.- Probar por induccion las desigualdades siguientes.

31- (14+4p™>1+np, sip>0yneN, n>2.

n
1
3.2.- — >+/n si ne N, n>2. 3.3.- 2" >n? si neN, n>5.

4.- Probar que si \/n ¢ N entonces /n ¢ Q (es decir, la raiz cuadrada de un natural

que no es cuadrado perfecto es un nimero irracional).

5.- Sea a un nimero racional no nulo y x un niimero irracional. Probar que a + x

y a - x son irracionales.

Dar un ejemplo de dos ntimeros irracionales tales que su suma y su producto sean

racionales.

6.- Sean x e y numeros racionales positivos tales que el nimero /z + ,/y es

racional. Probar que también son racionales los niimeros /x y /y.

7.- Averiguar si son racionales los siguientes ntimeros:

7.1.- tan(5°). 7.2.- cos(10°). 7.3.- V2+V3+5.

8.- Determinar si los siguientes subconjuntos de R estan acotados superior o infe-

riormente, y en caso afirmativo calcular los correspondientes extremos.

81l- A={zxeR: |jz—1|+]2—2| <3+z}.

8.2- B={seR: /z-3)2—a) < VizZ + 12z +11}.
8.3.- C= {n—k% : n,mEN}. 8.4.- D=Qn(0,V5).
8.5.- E={(—1)"(1 - %):n e N}.

86.- F={zecR:z(x—1)(zr—2)(z—3) <0}

9.- Escribir los siguientes conjuntos como union de intervalos:

9.1.- {zeR:1>3\/|z]—=x}. 9.2.- {zeR: |z+2|+|z—2] <12}
9.3.- {zeR: |z(z—1)] <1} 9.4.- {zeR: |z+1|<|z]}.
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10.- Probar que si a y b son nimeros reales entonces

a+b—i—2|a—b| ¢ min{a,b} a+b—2|a—b|.

max{a,b} =

11.- Calcular las siguientes sumas:

100
Z \/WJF N Z k( k' +1)
35 1 22 1\2
11.3.- ) . 11.4.- ) <:ck + —k) , 2R, z>0.
— k(k+1)(k+2) P x
12.- Resolver las siguientes ecuaciones:
12.1.- |jz+1]—3| =0. 12.2.- V1—22=1- ||
12.3.- |22 —4|z| — 12| = 0. 12.4.- |z —1||z—2|=3.
1-2
12.5.- |z =22 + 2 — 2. 12.6- —— -1,
3— |z —1|

§6 SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS.

4.- Razonar por reduccion al absurdo.

5.- Para la primera parte, razonar por reduccién al absurdo. Ejemplo: v/2, —v/2.

6.- A partir de la igualdad  —y = (= + /¥)(vVx — /), deducir que \/x — \/y es

racional y concluir.

7.1.- Relacionar tg(5°) con tg(30°) = ?3 mediante férmulas trigonométricas, y
observar que si el primero fuera racional, lo seria el segundo, lo que es absurdo.

7.2.- Similar, ahora con cos(10°) y cos(30°).

7.3.- Si V2 + V3 + Vb =2z € Q, tras eliminar raices se llega a una contradiccién

(utilizar el problema 5).

8.1.-infA=0,supA=6. 8.2.-infB=2 supB=3.

8.3.- inf C' = 1; C no estd acotado superiormente. 8.4.- inf D =0, sup D = /5.
85.-infF=—-1,supE=1. 8.6.-inf F =0, supF =3.

1-v3 1++/3 1

— 9.4 (—00, —=
18’ 5 g ) 94 (o

9.1.- (— .
( )
10.- Es sencillo si se distinguen los casos a > by a < b.

00). 9.2.- [-6,6]. 9.3.- (

UNIVERSIDAD DE VALLADOLID.
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11.1.-9. 11.2.- 100/101. 11.3.- 665/2664.
246 _ 44

11.4.- Si x # 1, la suma es 43 + 27561; sixz =1, es 88.
:C —_—
12.1.- 2,—4. 12.2.-0,1,—1. 12.3.- 6,—6.

v —V1
3+2 13, 3 5 5 12.5.- 2,1 —+/3. 12.6.- —1/3.

12.4.-

Departamento de Andlisis Matemaéatico y Didéactica de la Matemética.



TEMA 2 LIMITES Y CONTINUIDAD

El desarrollo de la Ciencia (y por tanto de la Matemética) en los siglos XVII y
XVIII estaba regido por el principio filoséfico de que la naturaleza es “regular”, es
decir, objetos préximos tienen propiedades parecidas. Sin embargo, esta nocién de

continuidad no fue establecida de modo riguroso hasta bastante mas tarde.

Los conceptos y propiedades que tratamos desde este momento, y en particular
las nociones de entorno y de limite, van dirigidos a precisar como se debe entender la
“proximidad” a que antes hemos hecho referencia, y son la base del Cdlculo Infinitesimal.

La clave se encuentra en que el valor absoluto dado en la recta real permite definir
una “distancia” entre los puntos de R, dicho de otra forma: dos puntos x,y € R estaran

“préximos” si |z — y| es “pequeno”.
§1 LIMITES FINITOS.

Cuando una aplicaciéon definida en un conjunto X toma valores en un conjunto
numérico recibe el nombre de funcion. En esta situacion, las propiedades aritméticas
y de orden del conjunto de llegada permiten considerar una estructura mucho mas rica

en el espacio de las funciones definidas en X.

Definicion 1.1.- Sea x un punto de la recta real. Si € es un niimero real estricta-

mente positivo, el entorno (abierto) centrado en x y de radio € es el intervalo

(x—exte)={yeR: |y—af<e}.

Definicion 1.2.- Sean I un intervalo no vacio de R, a¢ un punto de I o un extremo
de I, y f una funcién definida de I en R. Se dice que f tiene limite (finito) cuando x
tiende hacia a si existe un niimero real ¢ verificando la siguiente propiedad:

“Para cada nimero real € > 0 existe un nimero real 6 > 0 (que depende de ¢) tal
que para cada z € (a —d,a + ) NI con x # a (o, equivalentemente, para cada = € [

con 0 < |z — a| < §), se tiene que
flx)e ({—e,l+¢) (0, equivalentemente, |f(x) — ¢| < €)”.

El ntimero ¢ se denomina limite de la funcién f en a.

15
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Proposicion 1.3.- Si la funcién f tiene limite en a, es tnico, y su valor se denota

por lim f(z).

Definicion 1.4.- Sea I un intervalo de R no acotado superiormente y f una funcién
definida de I en R. Se dice que f tiene limite (finito) cuando x tiende hacia +oo si
existe un ntmero real ¢ verificando la siguiente propiedad:

“Para cada nimero real € > 0 existe un nimero real M > 0 (que depende de ¢) tal

que para cada x € [ con x > M, se tiene que
flx)e ({—e,l+¢) (o, equivalentemente, |f(x) — ¢| < €)”.
El niimero ¢ se denomina limite de f en +00 6 cuando x tiende hacia +oo.

Proposicién 1.5.- Si la funcién f tiene limite (finito) cuando z tiende hacia +oo,

es Unico, y su valor se denota por lim f(x).
T—+00

Definicion 1.6.- Sean [ un intervalo de R no acotado inferiormente y f una funcién
definida de I en R. Se dice que f tiene limite (finito) cuando x tiende hacia —oo si
existe un ntmero real ¢ verificando la siguiente propiedad:

“Para cada ntmero real € > 0 existe un nimero real N < 0 (que depende de ¢) tal

que para cada x € I con x < N, se tiene que
flx)e ({—e,l+¢) (o, equivalentemente, |f(x) —¢| < €)”.

El ntmero ¢ se denomina limite de f en —oco 6 cuando z tiende hacia —oo.

Proposicién 1.7.- Si la funcién f tiene limite (finito) cuando z tiende hacia —oo,

es unico, y su valor se denota por lim f(x).
r——00

Definicion 1.8.- Sea f:I — R. Se dice que f es acotada en I si existen o, € R
tales que

a< f(x) <@, paracadazel,
o equivalentemente, si existe M > 0 tal que

|f(z)] <M, paracadazxel.

Proposicion 1.9.- Si f tiene limite finito en a, existe un ntmero real § > 0 tal
que f estd acotada en I N ((a — d,a +9) \ {a}).

En particular, si lim f(z) = ¢ # 0, se tiene que:
r—a
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i) Si ¢ > 0, dados ntimeros reales a y  con 0 < a < £ < 3, existe un nimero real

d > 0 tal que para cada z € IN(a—d,a+0) con x # a, se verifica que a < f(x) < f.

ii) Si ¢ < 0, dados numeros reales oy § con o < £ < 3 < 0, existe un ntmero real

d > 0 tal que para cada z € IN(a—d,a+0) con x # a, se verifica que a < f(x) < f.

Proposicion 1.10.- Sean f y g funciones reales definidas en un intervalo I de
R, y sea a un punto de I o un extremo de I. Si lim f(z) = 0 y g estd acotada en
r—a

((a —6,a+6) \ {a}) NI para algin ntimero real § > 0, entonces

lim f(z)g(x) =0.

r—a

Observacion 1.11.- Las dos proposiciones anteriores, que se enunciaron para el
caso de limite de una funcién en un punto, son igualmente validas, tras las modificaciones

oportunas, para el caso de limite en 400 6 —oc.
1.12.- Limites laterales.

Sea f una funcién real definida en un intervalo I, y sea a un punto de I que no es

extremo de I. Consideremos los subconjuntos
ItT={zel:a<z}=1In(a,00),
I"={zel:z<a}=1N(-00,a).

El limite de la funcién f a través de I (resp. de I7), si existe, se denomina limite

lateral por la derecha (resp. por la izquierda) de f en el punto a, y se denota

lim f(x) (resp. xlirzl_ f(x)) .

r—a
Proposiciéon 1.13.- En las condiciones anteriores, son equivalentes:
i) f tiene limite ¢ en el punto a.

ii) Existen los dos limites laterales de f en el punto a y coinciden con £.
§2 PROPIEDADES DE LOS LIMITES FINITOS.

Enunciaremos las propiedades correspondientes al caso de limite de una funcién en
un punto a € R, pudiéndose formular propiedades andlogas para los limites en +o00 6

—00, lo que se deja como ejercicio al lector.

En lo sucesivo, f, g y h seran funciones reales definidas en un intervalo I, y a sera

un punto de I o un extremo de I.
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2.1.- Si la funcién f tiene limite £ en a, entonces la funcién | f| tiene limite |¢| en a.
El reciproco, en general, no es cierto; no obstante, es inmediato de la definicién que la

funcién f tiene limite 0 en a si, y sélo si, la funcién |f| tiene limite 0 en a.

2.2.- Sea  un namero real. Si la funcion f tiene limite ¢ en a, y para cada xz € [
se tiene que B < f(x) (resp. f(z) < [3), entonces § < ¢ (resp. £ < [3).

2.3.- Si las funciones f y g tienen limites ¢ y k, respectivamente, en a, entonces la
funcién f + g tiene limite £ 4+ k en a, y la funcién f g tiene limite £k en a. Si ademas
k # 0, la funcién f/g, que estd bien definida en I N ((a —d,a +9) \ {a}) para algin

0 > 0, tiene limite % en a.

2.4.- Si las funciones f y g tienen limites ¢ y k, respectivamente, en a, y ademas

f(z) < g(x) para cada x € I, entonces ¢ < k.

2.5.- Si las funciones f y h tienen limite £ en a, y ademés f(x) < g(z) < h(x) para

cada x € I, entonces g tiene limite en a y vale ¢ (Criterio del Sandwich).

2.6.- Si la funcién f tiene limite ¢ > 0 en a, entonces la funcién log(f), que esta
definida en 1N ((a — &,a + &) \ {a}) para algin § > 0, tiene limite log(¢) en a.

2.7.- Sila funcién f tiene limite £ en a, entonces la funcién e/ tiene limite e’ en a.

2.8.- Si las funciones f y g tienen limites ¢ y k, respectivamente, en a, con £ > 0,
entonces la funcién f9, que estd definida en I N ((a — d,a +0) \ {a}) para algtn 6 > 0,

tiene limite /% en a.
63 LIMITES INFINITOS.

Definicion 3.1.- Sea f una funcién real definida en un intervalo I, y sea a un
punto de I o un extremo de I. Se dice que f tiende a 400 (resp. a —o0) cuando x
tiende hacia a si se verifica la siguiente propiedad:

“Para cada nimero real K > 0 (resp. K < 0) existe un nimero real 6 > 0, que
depende de K, tal que para cada = € (a — d,a+ §) NI con = # a (o, equivalentemente,
para cada z € I con 0 < |z — a| < §), se tiene que f(z) > K (resp. f(z) < K)”.

Notacidn: Si la funcién f tiende a 400 (resp. a —oco) cuando x tiende hacia a, se

escribe

lim f(z) = 400 (resp. lim f(x) = —00).

r—a r—a
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Definicion 3.2.- Sean I un intervalo no acotado superiormente y f una funcién
real definida en I. Se dice que f tiene limite +00 (resp. —oo) cuando z tiende hacia
~+o00 si se verifica la siguiente propiedad:

“Para cada ntmero real K > 0 (resp. K < 0) existe un ntimero real M > 0, que
depende de K, tal que para cada x € I con x > M, se tiene que f(z) > K (resp.
f) < K.

Notacidn: Si la funcién f tiende a +oo (resp. a —oo) cuando z tiende hacia +oo,

se escribe
lim f(z) =400 (resp. lim f(z) = —00).

r— 400 r— 400

Definicion 3.3.- Sean I un intervalo no acotado inferiormente y f una funcién
real definida en I. Se dice que f tiene limite +00 (resp. —oo) cuando z tiende hacia
—oo si se verifica la siguiente propiedad:

“Para cada ntimero real K > 0 (resp. K < 0) existe un ntimero real M < 0, que
depende de K, tal que para cada x € I con x < M, se tiene que f(z) > K (resp.
f@) < K.

Notacién: Si la funcién f tiende a +oo (resp. a —oo) cuando z tiende hacia —oo,
se escribe
lim f(z) =400 (resp. lim f(x) = —00).

r——00 r——00

Al igual que en el caso de limite finito, es posible considerar en el que ahora nos

ocupa limites laterales, obteniéndose el siguiente criterio:

Proposiciéon 3.4.- Sean [ un intervalo de R, ¢ un punto de I que no es extremo

de I, y f una funcion real definida en I. Son equivalentes:
i) f tiende a +oo (resp. —o0) en el punto a.

ii) Existen los dos limites laterales de f en el punto a y son +oo (resp. —o0).
§4 PROPIEDADES DE LOS LIMITES INFINITOS.

Como antes, enunciaremos las propiedades correspondientes al caso de limite in-
finito de una funcién en un punto a € R, dejando que el lector las generalice convenien-

temente para los limites en 400 6 —oc.

En lo sucesivo, f, g y h serdn funciones reales definidas en un intervalo I de R, y

a sera un punto de I o un extremo de 1.
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4.1.- Si la funcién f tiende a 400 (resp. a —oo) cuando z tiende hacia a y para
cada x € [ se tiene que f(z) < g(z) (resp. g(x) < f(z)), entonces la funcién g tiende a

+0o0 (resp. a —o0).

4.2.- Si la funcién f tiende a +oo (resp. a —oo) cuando x tiende hacia a y g estd
acotada inferiormente (resp. superiormente) en I N ((a — &,a + d) \ {a}) para algin
d > 0, entonces la funcién f + g tiende a +o0o (resp. a —oo) cuando x tiende hacia a.

En particular, la propiedad se verifica cuando g tiene limite (finito) en a.

4.3.- Si la funcién f tiende a 0o cuando z tiende hacia a y g tiene limite finito no
nulo £ en a, la funcién f g tiende hacia £0o (segin la regla de los signos) cuando x tiende
hacia a, y lo mismo sucede con f/g, que estd bien definida en I'N ((a —d,a + ) \ {a})
para algin 6 > 0.

4.4.- Sila funcién f tiene limite finito no nulo ¢ tiende hacia +co cuando x tiende
hacia a, y la funcién g tiene limite 0 en a, existiendo 4 > 0 tal que g no se anula en
IN((a—6,a+6)\{a}), entonces la funcién f/g:

i) tiende hacia +o00, segin la regla de los signos, siempre que g tenga signo constante
en IN((a—6a+9d)\{a}).
ii) no tiene limite (finito 6 infinito) si g no tiene signo constante en ningin entorno

de a.

4.5.- Si la funcién f estd acotada en I N ((a — 8,a + &) \ {a}) para algin 6 > 0
y la funcién ¢ tiende hacia oo cuando x tiende hacia a, entonces la funcién f /g tiene
limite O en a.

En particular, la propiedad se verifica cuando f tiene limite finito en a.

4.6.- Sila funcién f es estrictamente positiva en 1N ((a—6,a+9)\ {a}) para algtiin
d > 0 y tiene limite 0 (resp. oo) cuando z tiende hacia a, entonces la funcién log(f)

tiene limite —oo (resp. o) en a.

4.7.- Sila funcién f tiene limite —oo (resp. +00) cuando x tiende hacia a, entonces

la funcién e/ tiene limite 0 (resp. +oc0) en a.
4.8.- Se supone que la funcién f es estrictamente positiva en 1N ((a—4,a+0)\{a})
para algin 6 > 0, y tiene limite 0 cuando x tiende hacia a.

i) Sila funcién g tiene limite finito £ > 0 o si tiende a +00 cuando z tiende hacia a,

entonces la funcién f9 tiene limite 0 en a.
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ii)

Si la funcién ¢ tiene limite finito ¢ < 0 o si tiende a —oo cuando x tiende hacia a,

entonces la funciéon f9 tiende a 400 cuando z tiende hacia a.

4.9.- Se supone que la funcién f tiende a 400 cuando z tiende hacia a.

Si la funcién g tiene limite finito £ > 0 o si tiende a 400 cuando z tiende hacia a,

entonces la funciéon f9 tiende a 400 cuando z tiende hacia a.

Si la funcién ¢ tiene limite finito ¢ < 0 o si tiende a —oo cuando x tiende hacia a,

entonces la funcién f9 tiene limite 0 en a.

4.10.- Se supone que la funcion f tiene limite ¢ en el punto a, con 0 < ¢ < 1.

Si la funcién g tiende a +oo cuando x tiende hacia a, entonces la funcién f9 tiene

limite O en a.

Si la funcién g tiende a —oo cuando x tiende hacia a, entonces la funcién f9 tiende

a +o0o cuando z tiende hacia a.

4.11.- Se supone que la funcién f tiene limite £ cuando z tiende hacia a, con 1 < /.

Si la funcién g tiende a +o0o cuando x tiende hacia a, entonces la funcién f9 tiende

a +o0o cuando z tiende hacia a.

Si la funcién g tiende a —oo cuando x tiende hacia a, entonces la funcién f9 tiene

limite 0 en a.

¢5 INDETERMINACIONES.

Consideraremos funciones reales f y g definidas en un intervalo I, y a serda un punto

de I o un extremo de I.

Nuevamente, los enunciados que se dan a continuacién son validos cuando se con-

sideran limites de funciones cuando z tiende a +00 4 a —o0.

5.1.- Si la funcién f tiende hacia 400 y la funcién g tiende hacia —oo cuando

x tiende hacia a, nada se puede asegurar, a priori, acerca del comportamiento de la

funcion f + g. Es decir, la funcién f + ¢g puede tener limite, tender a £o00, o carecer de

limite, en a.

5.2.- Si la funcién f tiene limite 0 en a y la funciéon g también, existiendo § > 0 tal

que g no se anula en I N ((a —d,a+9)\ {a}), nada se puede asegurar, a priori, acerca

del comportamiento de la funcién f/ g
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5.3.- Si la funcién f tiene limite 0 y la funcién g tiende hacia 0o cuando x tiende

hacia a, nada se puede asegurar, a priori, acerca del comportamiento de la funcién f g.

5.4.- Si la funcién f tiende hacia oo y la funcién ¢ tiende hacia +oo cuando
x tiende hacia a, nada se puede asegurar, a priori, acerca del comportamiento de la

funcién f/ g-

5.5.- Si la funcion f tiende hacia 400 y la funcion g tiene limite 0, cuando z tiende

hacia a, nada se puede asegurar, a priori, acerca del comportamiento de la funciéon f9.

5.6.- Si las funciones f y g tienen limite 0, cuando x tiende hacia a, y f es estric-
tamente positiva en I N ((a —8,a +6) \ {a}) para algin § > 0, nada se puede asegurar,

a priori, acerca del comportamiento de la funcién f9.

5.7.- Si la funcion f tiene limite 1 y la funcion g tiende hacia +00, cuando z tiende

hacia a, nada se puede asegurar, a priori, acerca del comportamiento de la funcion f9.
§6 FUNCIONES EQUIVALENTES.

Definicion 6.1.- Sean I un intervalo de R, a¢ un punto de I o un extremo de I, y
f v g dos funciones reales definidas en I y tales que, para algin § > 0, g no se anula
en I'N((a—3d,a+08)\{a}). Se dice que la funcién f es equivalente a la funcién g en el

punto a, y se denota por f ~, g, si

Andlogamente se define el concepto de funciones equivalentes en +0o y —oo en el

caso de que I no esté acotado superior o inferiormente.

Proposiciéon 6.2.- Si f ~, g, ambas funciones tienen el mismo comportamiento
en el punto a, es decir, tienen limite o no en dicho punto simultdneamente. Ademas, si

tienen limite (finito 6 infinito) dicho limite es el mismo.

Observacion 6.3.-

Supongamos que f,g,p,%¥: I — R son tales que f ~, 9 y ¢ ~q . Entonces es
sencillo probar que ¢ f ~, ¥ g. Por lo tanto, en un producto de funciones, a efectos de
calculo de limites, es licito sustituir una de las funciones factor por otra equivalente.

Sin embargo, NO es cierto en general que si f ~, gy ¢ ~q ¥ entonces o+ f ~, +g.
Para ilustrar esto basta considerar las funciones

f=z~0g=2+2%,

p=—T~gY=—1+1°.
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Proposiciéon 6.4.- Sean I un intervalo de R, a un punto de I o un extremo de I,
v ¢, ¥, funciones reales positivas definidas en I y equivalentes en el punto a, que tienen
limite (finito 6 infinito) distinto de 1 en a, entonces las funciones log(y) y log(y) son

equivalentes en el punto a.

6.5.- Infinitésimos e Infinitos equivalentes.

6.5.1.- Sean [ un intervalo de R, a un punto de I o un extremo de I, y f, g

funciones reales definidas en [ tales que lim f(z) =0 y lim g(z) = 1.

i) Las siguientes funciones son equivalentes a f en el punto a:

1) sen (f(x)) 2) Sh(f(x)) 3) tg(f())
4) Tgh (f(z)) 5) arcsen (f(z)) 6) ArgSh (f(z))
7) arctg (f(z)) 8) ArgTgh (f(z)) 9) ef® 1

10) log (1 + f(:c))

El apartado 10) puede ser enunciado también de forma equivalente como sigue:

“log (g9(x)) es equivalente a g(z) —1 en a”.

ii) 1) Sib>0, b/® —1~,log(h) f(x).

2) Sip>0, (1+f(2)" —1~apf(z); gl@) —1~ap(g(z)—1).

iii) Las funciones

1) 1—cos(f(z)) 2) Ch(f(z) -1

f(z)

son equivalentes a la funcion 5

en a.

6.5.2.- Sea P(z) = ap + a1z + - - - + axx" un polinomio de grado k& > 1 (ay # 0).
Si lim f(z) = oo, entonces P(f(x)) es equivalente a af(z)* en a.
r—a
Observacion 6.6.- Si I no esta acotado superior o inferiormente, todas las equiva-

lencias anteriores siguen siendo vélidas sustituyendo a por +00 6 —o0, respectivamente.
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§7 CONTINUIDAD.

Definicion 7.1.- Sean I un intervalo de R y f una funcién real definida en I. Si
a € I se dice que f es continua en el punto a si se verifica la siguiente propiedad:

“Para cada ¢ > 0 existe un 6 > 0 (que depende de ¢) tal que si
xel y |x—al <, (equivalentemente = € (a — d,a +0) N I)
entonces

|f(z) — fla)| <e (equivalentemente f(z) € (f(a) —e, f(a) +¢))”.

Se dice que f es continua en I si es continua en cada punto de 1.

Teorema 7.2.- Sean I un intervalo de R, a € I y f una funcion real definida en I.

Son equivalentes:
i) f es continua en a.

ii) Existe xhl{b f(z) y es precisamente f(a).

Ejemplos 7.3.-

7.3.1.- Toda funcién constante es continua en cada uno de los puntos de su dominio

de definicién.
7.3.2.- La funcién f:R — R definida por f(z) = x es continua en R.
7.3.3.- La funcién g:R — R definida por g(z) = [z] (parte entera de x) no es

continua en los puntos enteros. Es continua en todos los demas puntos de R.

Proposicion 7.4.- Sean I un intervalo de R, f una funcién real definida en I, y

a € I tal que f es continua en a.

i) Existe 0 > 0 tal que f es acotada en (a — d,a+ )N 1.
ii) Si f(a) # 0 existe un § > 0 tal que f(x) tiene el mismo signo que f(a) para cada
x € (a—d,a+d)NI.
Proposicién 7.5.- Sean [ un intervalo, a € I que no es un extremo de [, y f una
funcion real definida en I. Son equivalentes:
i) f es continua en el punto a.

ii) Existen los dos limites laterales de f en el punto a y coinciden ambos con f(a).
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Propiedades 7.6.- Sean [ un intervalo, a € I y f, g funciones reales definidas en

I y continuas en el punto a. Se verifica:
i) f+4+ gy fgson continuas en a.
ii) |f| es continua en a.

iii) Si g(a) # 0, entonces las funciones 1/ y f/g, que estan bien definidas en

(a — 6,a 4+ &) NI para algin 6 > 0, son continuas en a.

§8 TEOREMAS BASICOS.

Este epigrafe va dedicado a presentar los resultados mas importantes sobre fun-

ciones definidas y continuas en intervalos.

Teorema de Bolzano 8.1.- Sea f una funcién continua en el intervalo [a, b] de
R. Se supone que f(a) f(b) <0, es decir, f toma valores no nulos y de signos opuestos

en los extremos del intervalo. Entonces, existe al menos un punto ¢ € (a,b) tal que

f(c) =0.

Propiedad de Darboux 8.2.- Sea f una funcién continua en el intervalo [a, b] de
R. Para cada ntimero real  entre f(a) y f(b) (es decir, f(a) <& < f(b)si f(a) < f(b), 6
f(b) <& < f(a) en caso contrario), existe al menos un punto ¢ € [a, b] tal que f(c) = €.

Teorema de Weierstrass 8.3.- Sea f una funcién continua en el intervalo [a, b]
de R, entonces f estd acotada. De hecho, f alcanza sus extremos, es decir, existen

a, B € [a,b] tales que

fla) < f(z) < f(B), paracadaz € [a,b].

Teorema 8.4.- (continuidad de la funcién compuesta)
Sean I, J intervalos de R y f, g sendas funciones reales definidas en I y J respec-
tivamente, y tales que f(I) C J. Sia € I, f es continua en a, b € J, g es continua en b

y f(a) = b, entonces la funcién compuesta go f es continua en a.

En particular, si f es continua en I y g es continua en J, entonces gof es continua

en I.

Teorema 8.5.- (continuidad de la funcién inversa)
Sea f una funcion definida, continua e inyectiva en el intervalo I de R. Entonces,

el conjunto imagen de f, J = f(I), es un intervalo, y la funcién f~!:.J — I es continua.
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§9 EJERCICIOS.

1.- Probar mediante la definicion de limite que:

) 9 o1 1
1.1.- limz“ =9 1.2.- im — = —.
r—3 r—2 X 2
2.- Se considera la funcién
1
fl) = ———=—, x#1,2#0.
l—el-=

Estudiar la existencia de limite de la funcién en los puntos 0 y 1.

3.- (Existe el limite en 0 de las siguientes funciones

f(:c):—[é} y g(:c)zé[q, a,b>0

T Tr La

definidas para x # 07 ([z] denota la parte entera de x).

4.- Se considera la funcién definida en R por
A+ Blog(z) six >0

flz) = C six =0;

D63$+% six <0,

donde A, B, C, D y E son parametros reales. Encontrar los valores de los parametros

para los que se verifica que:

4.1.- lir%f(:c) = 00 4.2.- lir% flz) =2
4.3.- lim f(z) =3 4.4.- lim f(z) =0.

5.- Sean by a numeros realescon b>1 y «a > 0. Demostrar que:
X

5.1.- lim — = oco. En particular, cuando z tiende a oo, la funcién exponencial
rT—0o0 T

crece hacia infinito mas rapido que cualquier polinomio.

1
5.2.- lim br2® =oco. 5.3.- lim log() =0. 5.4.- lim log(x)z® =0.

r—0+ r—oo % r—0+

6.- Calcular los siguientes limites en caso de que existan:

2 . T _q 2
6.1 Tim © =0 6.2.- lim & — D8 (@)
e—2 12 —4 z—0 2 (1 — cos(z))
, 1 1\\” . cos(ze®) — cos(re™*)
6.3.- lim | sen <—) + cos <—) 6.4.- lim 3
T—00 x x z—0 T
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5 4 3 foa (@)
6.5.- lim YOI VI VT 6.6.- lim —
pee 2z + 1 e
2
tg (z z 1
6.7.- lim >en (Sen( g( /2))) 6.8.- lim ¢ + sen(z)
x—0 log ( cos(3z)) z—0 2 log(l + x)
3\ te (g 1
6.9.- lim (4— —w) (5%) 6.10.- lim ——— "~ ¢>0
r—a a t—0+1+x—1
a® 4+ b* 4 c*\1/= 1+ tg(z) Le
6.11.- lim <—) . abec>0.  6.12.- lim [ —2>
z—0 3 z—0 \ 1 — tg(x)

. cos(z) — /cos(2z) ' $<1 - 005(255)) log(1 + )
6.13.- lim 6.14.- lim 5
z—0 sen?(x) z—0 (e® — 1) tg*(z)sen(2z)

9 1/32
6.15.- lim (22 — 3z + 1) tg(rx) 6.16.- lim (M) , cos(f) #0.

z—1/2 z—0 cos ()
6.17.- lim (:c + sen(z) + cos(:c))cmg(x) 6.18.- lim (i — ;)
2—0 z—0 2z  x(e™tl 4 1)

6.19.- lim (2" - 3")  6.20.- lim 1 — cos (1 — cos())

T — 00 r—0 .264

T _ 2
6.21.- lim "~ Do —27)
z—0 ((1 — 22)P — 1) arcsen(x)

, dondea>0,peN.

1- tg?
6.22.- lim COS( 8 (:C))
z—0 2sen(x) + sen®(x)

7.- Calcular el limite cuando x tiende hacia infinito de las funciones definidas, en

intervalos no acotados superiormente adecuados, por las expresiones siguientes:
-1
7.1.- apz? +ap_12P7" +...+ax+ag, pEN,ap,ar,...,ap ERya,#0.

apx? + ap_lscp_l +...+a1x+ ag
byx? +bg1297 1+ . .+ bz +by

p,q € N, a;,b; € R para todos ¢, j
y ap #0, by #0.

1
7.3.- (ap:cp +ap 12+ arx + ao) /log(””), p>1,a,>0.
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log(3z% + 2% + 1)

1
7.5.- (3 22 +6 :c5) 2+log(4 22 +5)

7.4
log(7 29 + 3 9)
2ac+1 3x+1
76 20 7.7 (@ +6)V* a>b>0.
2 4 3%
3
2 5
7.8.- Ve 7.9, V)
2 +\/T+ VT T+

3 3
7.10.- sen(vx + 1) — sen(y/) 711.- Va3 +az?— Vad — ax?

:c2+5:c+4)$

7.12.- ZC<<ZC + 1)1/$ — .fCl/x) 7.13.- <m

8.- Sean f y g las funciones de [0, 1] en R definidas por

1 1 1
0 si0<zx < —; - —x si0<zx< —;
2 2 2
TS ole) = 1
Tr— — si— <gx<l1. 0 si—<gx<I1.
2 2 2

Probar que f+ gy fg son continuas en [0, 1]. Demostrar que las funciones fogy

g o f son continuas en [0, 1]. Dibujar las gréficas de las funciones f, g, f +g¢, fg, fog
ygof.

9.- Estudiar la continuidad de las siguientes funciones:

1

9.2.- f(.CC) = 1+ ez
0 six =0. 9

ze si x # 0; si x # 0;

9.1.- f(z) = {

sixz = 0.
10.- Estudiar la continuidad y dibujar la gréafica de la funcién

f) =[a]+ (@ —[a])*, 2€R

11.- Estudiar la continuidad y dibujar la gréafica de la funcién

fa) = {:c[:c] s?:c;zéo;
0 six=0.

12.- Demostrar que:

163
12.1.- Existe z € R tal que z'™ + = 119.
1+ 22 4 sen?(x)
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12.2.- Existe z € R tal que sen(z) =z — 1.

12.3.- Si a € R existe un tnico = € (0,00) tal que z + log(z) = a.

13.- Sea f una funcién definida y continua en el intervalo [a,b]. Demostrar que

existe al menos un x € [a, b] tal que

14.- Sea f : [0,1] — [0, 1] una funcién continua en [0,1]. Probar que existe un
punto ¢ € [0,1] tal que f(c) = c.

15.- Demostrar que todo polinomio con coeficientes reales y grado impar tiene al

menos una raiz real.

16.- Sea P un polinomio. Demostrar que existe un punto en el cual la funcion

|P(z)| toma el valor minimo.

17.- Sea P un polinomio de grado par y siendo el coeficiente del monomio de mayor
grado positivo. Demostrar que existe un punto en el cual la funcién P(z) toma el valor

minimo.

18.- Sea f:R — R la funcién dada por

Determinar el conjunto imagen de f.
§10 SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS.

2.- lim f(x) = —o0, lim f(z) = oc; lim f(z) =1, lim f(z)=0.

z—07t z—0~ rz—1t r—1—

3.- Usar % -1< [b} < % y el criterio del sandwich: lir% f(z) =b/,.

T s

Las igualdades

T 0 si0 <z <a;
21

-1 si—a<zxz<0,
implican que lim, .- g(x) =00 y lim, g+ g(x) =0.

4.1.- lim f(z) = oo si, y sélosi, B<0, E<O0.

rz—0
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4.2.- lim f(z) =2 si,ysélosi, B=0, E=0,A=2,D =2.

r—0

4.3.- lim f(z) =3 si,ysdlosi, A=3, B=0.

Ir—00

4.4.- lim f(x) = 0 para cualquier valor de los pardmetros.
r— —00

5 1
6.1- - 6.2 2. 6.3- c. 6.4- —2. 6.5- —. 6.6 0.

4 V2

1
6.7.- o5 6.8.- 1. 6.9.- exp (6/7). 6.10.- 2log(a). 6.11.- Vabc.

2 1 1 — tg(0)
6.12- ¢*. 613~ . 6.14- 1 6.15- — 616 ¢ =0,
v
1 1
6.17- ¢*.  6.18- Noexiste. 6.19.- —co. 6.20- = 6.21.- os(a)
D

71- {=o00sia, >0;{=—-oc0osiay, <0. 7.2- f=o00s8ip>qyay/by > 0;
l=—ocosip>qyap/bg<0;l=uay,/bgsip=q;{=0sip<gq.
4
T3¢ Td- oo TS 2. 7.6.- 3. T.7- a T.8.- 1. T7.9.- 0.

2
7.10.- 0. 7.11.- ?O‘ 7.12.- 0. 7.13.- !0,

8.- f y g son continuas, luego lo son su suma y su producto. Como f([0,1]) =

9([0,1]) =1[0,1/2] C [0, 1], dominio de f y g, también son continuas fogy go f.

9.1.- Continua en R\ {0}; lirgl_ f(x) =0= f(0) # liIBl+ f(z) = oc.
9.2.- Continua en R\ {0}; no existe lir% f(x).

10.- Continua en R.
11.- Continua en (R \ Z) U {0}.

12.- En todos los casos la respuesta se obtiene aplicando la propiedad de Darboux.

163
12.1.- = 17 cf(—m) <0< 119 < 163 = £(0).
fa) =" oy /) 1(0)

12.2.- f(z) =sen(x) —x; f(r) = -1 < =1 <7 = f(—m).

12.3.- f(z) = z+log(z); f es estrictamente creciente por serlo la funcién identidad

y la funcién logaritmica; lim f(x) = —ocoy lim f(x) = oo.
rz—0t+ —00

13.- Si f(a) = f(b) es obvio. Si f(a) < f(b), se tiene que f(a) < f(a) ;‘f(b) <
f(b): aplicar la propiedad de Darboux.
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14.- Si f(0) =00 f(1 ) = 1 es trivial. Si no, aplicar el teorema de Bolzano en [0, 1]

a la funcién g(z) = f(x) —

15.- Sea P dicho polinomio y supongamos que el coeficiente del monomio de mayor

grado es positivo (en caso contrario, se razona de forma similar). Puesto que

lim P(z) = —oc0 y lim P(z) = +oo0,

Tr— —00 xr— 400

basta aplicar el teorema de Bolzano en un intervalo adecuado.

16.- Trivial si P es constante. Sino, lim,_, 1+ |P(z)| = 400, y se aplica el teorema

de Weierstrass en un intervalo adecuado.

17.- Similar al anterior.

18.- f(R) = (0,1].
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FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL.
TEMA 3 CALCULO DIFERENCIAL

La necesidad de medir la rapidez con que varian las magnitudes fisicas es una cons-
tante en el estudio de los fenémenos naturales. No fue hasta el siglo XVII cuando Newton
y Leibnitz desarrollaron una teoria matematica que diera respuesta a esta cuestion,
iniciando asi lo que se conoce hoy como Cdlculo Diferencial.

Este tema se dedica a la exposicion de los resultados fundamentales del Célculo
Diferencial para funciones reales de variable real definidas en intervalos de R. Comen-
zamos estableciendo el concepto de derivada y sus propiedades elementales, para abordar

luego los resultados clasicos relativos a este concepto.

§1 CONCEPTO DE DERIVADA. PRIMERAS PROPIEDADES.

Definicion 1.1.- Sea f una funcién real definida en un intervalo abierto I de R,y

sea a € I. Se dice que f es derivable en el punto a si existe y es finito el limite

f(x) = f(a)

lim ,

t—a T —a
que puede ser expresado equivalentemente como
h) —
i 1@+ h) — fla)
h—0 h
En ese caso, el valor del limite se representa por f’(a), y se denomina derivada de f en

el punto a.

Se dice que f es derivable en I si es derivable en cada uno de sus puntos.

Observacion 1.2.- El cociente cuyo limite define el concepto de derivada se de-
nomina cociente incremental de f correspondiente a los puntos a y a + h, pues su valor
es la razon entre el incremento que experimenta la funcion y el correspondiente a la

variable, al pasar de a a a + h.

Interpretacion geométrica de la derivada 1.3.-
Sean f una funcién definida en un intervalo abierto I y a un punto de I en el que

f es derivable. Si consideramos la recta del plano de ecuacion
y=g(x) = fla) + f'(a)(z —a),
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su grafica pasa, al igual que la de f, por el punto (a, f(a)). Ma4s atin, se observa

facilmente que
L S) — g()
t—a  x—a

=0,

lo que indica que g es una “buena aproximacién” de f cuando x tiende hacia a. La
recta definida por g se denomina recta tangente a f en el punto a, y su pendiente es la

derivada de f en el punto a.

v = x) (a+h, fa+h))

(a, f(a))

y=f(a) +f'(a) (x-a)

Propiedades 1.4.-
Sean [ un intervalo abierto de R, a € I,y f, g funciones reales definidas en I.

1.4.1.- Si f es derivable en a, f es continua en a. El reciproco es, en general, falso,
como se puede comprobar, por ejemplo, con la funcién f(z) = |z|, z € R, en el punto
a=0.

1.4.2.- Si f y g son derivablesen a y «, § € R, entonces « f + (3 g es derivable en a,
y ademas,
(e f+B9)(a)=af(a)+Bg(a).
1.4.3.- Si f es una funcién constante, entonces f es derivable en [ y para todo
x € I se tiene que f'(x) = 0.
1.4.4.- Si f y g son derivables en a, entonces f g es derivable en a, y ademés

(f9)'(a) = f'(a) g(a) + f(a) g'(a).

1.4.5.- Si f y g son derivables en a y g(a) # 0, entonces f/g (que esta definida en
un entorno adecuado de a) es derivable en a, y ademas
<j)’<a) _ f'(@)g(a) — fla)g'(a)
9 9(a)
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Definicién 1.5.- Sea f una funcién real definida en un intervalo de la forma [a, b).

Entonces, tiene sentido considerar el limite

f(x) = f(a)

lim ,

r—a™t r—a
que si existe y es finito se denomina derivada lateral por la derecha de f en el punto a,

y se representa por f'(a™) 6 fi(a).

Anélogamente, para una funcién f definida en un intervalo de la forma (a,b] se
puede estudiar la derivabilidad por la izquierda en el punto b; si existe y es finito el
limite por la izquierda en el punto b de los cocientes incrementales relativos a dicho
punto se denomina derivada lateral por la izquierda de f en el punto by se denota por
f1(67) 6 fL(b).

Asi, si se tiene una funcién f definida en el intervalo I = [a,b], decir que f es
derivable en I significa que f es derivable en cada punto de (a,b) y que existen las
correspondientes derivadas laterales en a y b. Andlogamente, si se tiene una funcién f
definida en el intervalo I = [a, b) (respectivamente, en I = (a, b)), decir que f es derivable
en I significa que f es derivable en cada punto de (a,b) y que existe la derivada lateral

en a (resp. en b).

A partir de las propiedades conocidas de los limites es sencillo obtener la siguiente
Proposicion 1.6.- Sean f una funcién real definida en un intervalo abierto I y
a € I. Son equivalentes:
i) f es derivable en a.
ii) f admite derivadas laterales en a y coinciden.

En este caso, el valor de las derivadas laterales coincide con f’(a).

Regla de la Cadena 1.7.-
Sean [ y J intervalos abiertos de R, f:I — J y g¢g:J — R funciones tales que:

i) f es derivable en a € I.
ii) g es derivable en b = f(a) € J.

Entonces, la funcién compuesta gof es derivable en a, ademas

(9o f) (a) = g'(f(a)) ['(a) = ¢'(b) f'(a).

Derivacion de la funcidon inversa 1.8.-

Sean I un intervalo abierto de R y f una funcién real definida, continua e inyectiva
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en I. Si f es derivable en a € I y f’(a) # 0, entonces f~! es derivable en b = f(a) y

—1\/ a — 1 6 —1y\/ — 1 .
(171 (@) IO = 5

f'(a)

Observacion 1.9.- Este resultado es de aplicacién al calculo de las derivadas de
las funciones inversas o reciprocas de otras cuyas derivadas se conozcan. Por ejemplo,
dado que la derivada de la funcion exponencial es ella misma, la derivada de su inversa,

la funcién logaritmica, es

1
lOg/<y) = ; ) Y S <07 OO) .

Definicion 1.10.- Sea f una funcién definida y derivable en un intervalo I. Tiene
entonces sentido considerar la funcién derivada, que denotaremos por f’, que a cada
punto z € I le asocia el valor f/(z). Esta nueva funcién puede ser derivable a su vez en
un punto a de I, es decir, puede existir
, "(x) — f'(a
tim TOZTD ),
que se denota por f”(a), y se denomina derivada sequnda de f en a. Si f’ es derivable
en todo I, se puede considerar una nueva funcién, la derivada segunda de f, denotada
por f”, que asocia a cada punto = € I el valor f”(z).

Andlogamente, se pueden definir derivadas sucesivas de orden k € N arbitrario. La
notacién usual para la derivada de orden k o derivada k-ésima de una funcién f es f).

Por convenio, se admite que f(©) = f.

Definicion 1.11.- Sea k un ntiimero natural, £ > 1. Se dice que una funcion real f
definida en el intervalo I es de clase C* en I si f admite derivadas sucesivas hasta orden
k en I y todas ellas son continuas (de acuerdo con la propiedad 1.4.1, esto equivale a

que exista f%) y sea continua).

Se dice que una funcién real f definida en el intervalo I es de clase C* en I si f

admite derivadas sucesivas de orden arbitrario en I (y, por tanto, todas son continuas).

Formula de Leibnitz 1.12.-
Sean f, g funciones de clase C" en un intervalo I. Entonces, f g es de clase C" en I,

y para cada k < n se tiene que
k

(f9)P(z) =) (’j) FE () gD (z), zel.

1=0
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§2 TEOREMAS DE ROLLE Y DEL VALOR MEDIO. MONOTONIA.

Los conceptos y resultados que siguen a continuaciéon van dirigidos al estudio local
de funciones y a la caracterizacién de los puntos relevantes en dicho estudio. El célculo
diferencial es herramienta fundamental para el conocimiento del comportamiento de una

funcién, tanto desde el punto de vista local como desde el global.

Definicion 2.1.- Sean f una funcion real definida en un intervalo I de R y z¢ € I.
Se dice que f presenta un minimo relativo en xy (resp. mdzimo relativo) si existe § > 0

tal que para cada x € (zg — d,z9 + ) NI se tiene que

f(x) = f(zo)  (resp. f(x) < f(x0)).

Los maximos y minimos relativos reciben el nombre comun de extremos relativos.

En los términos de la definicién anterior, en el caso de que para x # xg se pueda ase-
)

gurar la desigualdad estricta entre las correspondientes imégenes, se habla de extremos

relativos estrictos.

Teorema 2.2.- (Condicién necesaria de extremo relativo)
Sea f una funcién real definida en un intervalo abierto I, y sea xp un punto de [

en el que f presenta un extremo relativo. Si f es derivable en z¢, entonces f'(xg) = 0.

Observaciones 2.3.-

i) Es claro que un extremo relativo no tiene por qué presentarse en un punto en
el que la funcién sea derivable. Por ejemplo, la funcién f(x) = |z|, z € R, presenta un

minimo relativo (y absoluto) en xy = 0, tinico punto en el que f no es derivable.

ii) Como indica la proposicién, en el caso de derivabilidad en ¢, la recta tangente

a la grafica de f en x( serd de pendiente cero, y por lo tanto, horizontal.

iii) Ya sabemos que toda funcién continua en un intervalo cerrado y acotado alcanza
el maximo y el minimo absolutos, que son por tanto extremos relativos, pero puede que
esto ocurra en los extremos del intervalo y que, aun cuando exista la derivada lateral

correspondiente, ésta no sea nula (p.e. f(z) =22 —1en [—1,1]).

Teorema de Rolle 2.4.-
Sea f una funcién continua en el intervalo [a, b], derivable en el intervalo abierto
(a,b) y tal que f(a) = f(b). Entonces, existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.
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Teorema del valor medio de Cauchy 2.5.-
Sean f,g:[a,b] — R funciones continuas en [a,b] y derivables en (a,b). Entonces,

existe un punto ¢ € (a,b) tal que
f'(e) (9(b) — g(a)) = g'(c) (f(b) — f(a))-

Como consecuencia inmediata de este teorema, si tomamos g(z) = z, x € R,

deducimos el siguiente

Teorema de los incrementos finitos de Lagrange 2.6.-
Sea f una funcién real definida y continua en [a, b], y derivable en (a, ). Entonces,

existe un punto ¢ € (a,b) tal que
f) = fla) = (b—a) f'(c).

Observacion 2.7.- Este resultado tiene una interpretacién geométrica clara: la
recta que une los puntos “inicial” (a, f(a)) y “final” (b, f(b)) de la grafica de f tiene por

pendiente el valor
f() — f(a)
b—a
El teorema asegura que existe un punto en (a,b) en el que la recta tangente a la gréfica

de f tiene esa misma pendiente, y por lo tanto, es paralela a la recta antes considerada.

Corolario 2.8.- Sea f una funcién real definida y derivable en un intervalo abierto I

de R. Si f'(z) =0 para cada x € I, entonces f es constante en 1.

Corolario 2.9.- Sea f una funcién real definida en el intervalo [a,a+¢), con § > 0,
siendo f continua en [a,a + §) y derivable en (a,a + J). Si existe y es finito lim f'(z),
x

—a

se tiene que f admite derivada lateral por la derecha en el punto a y
fla*) = tim f'(2).
r—a™t
Anélogo resultado se verifica para intervalos de la forma (a — 6, al.

Regla de L’Ho6pital 2.10.-

Sean I un intervalo de R y a un punto de I o un extremo de I. Si f y g son
funciones derivables en I tales que ¢’(x) # 0 para cada x € I \ {a}, y se verifica que, o
bien

lim f(z) =0 y lim g(z) =0,

r—a r—a

o bien

lim f(z) = o0 y lim g(x) = o0,

r—a r—a
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f'(z) f(@)

entonces, si existe lim — = L (finito o infinito), se tiene que lim ——= = L.
r—a g'(z) 2—a g(x)

Observaciones 2.11.-
i) El resultado es igualmente valido para intervalos no acotados en relacién a los
limites en a = +00 6 a = —oo.

ii) Este resultado se aplica a la resolucién de indeterminaciones 0/y e 00/4q.

Definicion 2.12.- Se dice que una funcion real f, definida en un intervalo I, es

creciente (resp. decreciente) en I si para todos z,y € I con x < y se verifica que
f() < f(y) (vesp. f(z) = f(y)).

Si las ultimas desigualdades se verifican en sentido estricto, se habla de crecimiento

(resp. decrecimiento) estricto en I.

Como consecuencia del teorema de Lagrange se tiene que

Proposicion 2.13.- Si f es derivable en un intervalo I, entonces:

2.13.1.- f es creciente (resp. decreciente) en I si, y sélo si, f/(z) > 0 (resp.
f'(z) <0) para cada = € I.

2.13.2.- Si f'(x) > 0 (resp. f'(z) < 0) para cada = € I que no sea extremo de I,

entonces f es estrictamente creciente (resp. decreciente) en I.

Observacion 2.14.- El reciproco de 2.13.2 es falso, es decir, de la monotonia
estricta de una funcién derivable en un intervalo no se deduce la no anulacion de la

derivada. Basta considerar la funciéon f:R — R dada por

que es estrictamente creciente en R, y para la que f'(0) = 0.

§3 FORMULA DE TAYLOR. ESTUDIO LOCAL DE FUNCIONES.

Si exceptuamos las funciones polinémicas y las racionales (cocientes de dos poliné-
micas), las funciones que aparecen normalmente en el Andlisis son de evaluacién compli-
cada, o incluso imposible, por medio de operaciones elementales. Asi, surge en principio
la necesidad de sustituir la funcién de partida por otra, por ejemplo, polinémica, que la

aproxime suficientemente, al menos en un entorno del punto alrededor del cual se esta
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estudiando la funciéon. Hay que hacer notar que la aproximacion puede también aportar

informacién de tipo cualitativo acerca de la funcion.

La férmula de Taylor proporciona la mejor (en un sentido que se precisara) aproxi-
macién de tipo polinémico a una funcion suficientemente derivable en un entorno de un

punto.

Definicion 3.1.- Sea f una funcién real definida en un intervalo [ y sea a € I. Si
f admite derivadas sucesivas hasta el orden n > 1 en el punto a, se denomina polinomio
de Taylor de grado n de f en a al polinomio

f"(a)

n!

T,.(f,a)(x) = f(a) + f'(a) (x — a) + f'la) (x—a)*+...+

o1 (x —a)™.

El polinomio de Taylor es el inico de grado menor o igual que n que satisface las

relaciones
P(a) = f(a), P'(a) = f'(a), ..., P"(a) = f"(a),

que, de hecho, sirven para determinarlo. Asi, la funcién dato y el polinomio coinciden,
junto con sus derivadas sucesivas hasta orden n, en el punto a, con lo que se puede

afirmar que se ha resuelto un problema de interpolacién para f.

El siguiente resultado se obtiene a partir del teorema del valor medio de Cauchy.

Formula de Taylor 3.2.-

Sean [ un intervalo de R y f una funcion real definida en I que admite derivadas
hasta el orden n + 1 en cada punto de I (en particular f es de clase C" en I). Sia € [
para cada x € I se tiene que

" (a)

n!

f(:c):f(a)—l—f’(a)(:c—a)+m(:c—a)2+...+

2!
+ ﬁ (.CC — (Z) 1

donde &, es un punto del intervalo abierto de extremos a y x.

(z —a)"

Y

Observaciones 3.3.-

i) El ultimo sumando de la expresién anterior, que es la diferencia entre el valor
de la funcién y el del polinomio de Taylor T,,(f,a) en z, es el denominado resto de
Taylor de orden n en a, denotado por R, (f,a)(z), y que ha sido expresado en la forma

conocida como de Lagrange.

UNIVERSIDAD DE VALLADOLID.



40 MATEMATICAS I (Sistemas de Tel.) - CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Telemética)

ii) Otra forma usual de representar la férmula de Taylor es la siguiente: Sea f una
funcién definida en el intervalo I = (a — d,a + §), con § > 0, y que admite derivadas

hasta el orden n + 1 en cada punto de I. Para cada h € R con |h| < § se tiene que

" (n) (n+1) Oh
f(a+h):f(a)+f’(a)h+—f2<!a) 4] n!<“) s L (n(ff)! )

hn+1’
donde 0 € (0,1) depende de h.

Proposicion 3.4.- Sean f una funcién real definida en un intervalo abierto I y
a€I. Sifesn—1veces derivable en I y existe (™ (a), entonces

o @) = Tu(f,a)@)

=0.
T—a (:C — a)”

Dicho de otro modo, existe una funcién e: I \ {a} — R tal que para todo x € I\ {a}

se tiene que
f(x) =Tu(f,a)(x) + (z —a)" - e(z),

y que verifica que lim ¢(z) = 0.
r—a

Observacién 3.5.- De hecho, T),(f,a) es el inico polinomio de grado menor o
igual que n que verifica la propiedad anterior. En este sentido, podemos decir que es la

mejor aproximacion a f en un entorno de a.

Los dos resultados siguientes proporcionan métodos para la determinacién directa
(es decir, sin recurrir al célculo de las derivas sucesivas) de los polinomios de Taylor
correspondientes a funciones que resultan de operar, de un modo u otro, con otras

funciones cuyos polinomios de Taylor se conocen.

Propiedades 3.6.- Sean I un intervalo abierto de R, a € I,y f,g : I — R
funciones cuyos polinomios de Taylor de orden n € N en a son P y @), respectivamente.

Entonces, se verifica que:

3.6.1.- Para todos «, 8 € R, el polinomio de Taylor de orden n en a de la funcién
af+BgesaP+ Q. (Propiedad de linealidad.)

3.6.2.- El polinomio de Taylor de orden n en a de la funcién f g es el que resulta al

calcular P @ y despreciar los términos en (z — a) de grado estrictamente mayor que n.

3.6.3.- Si g(a) # 0, el polinomio de Taylor de orden n en a de la funcién f/g se
obtiene al dividir, hasta llegar al grado n, P entre () segun las potencias crecientes de

(x —a).
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3.6.4.- Si F' es una primitiva de f en I (es decir, F'(z) = f(x) para cada z € I),
el polinomio de Taylor de orden n + 1 en a de la funcién F' es el polinomio R, primitiva
de P, tal que R(a) = F(a).

Proposicion 3.7.- Sean f : I — Ry g : J — R funciones definidas en sendos
intervalos I, J, y sean a € I y b € J tales que f(a) = b. Si el polinomio de Taylor de
orden n en a (resp. en b) de f (resp. de g) es el polinomio P (resp. @), entonces el
polinomio de Taylor de orden n en a de la funcién go f (definida en (a — d,a + 9) \ {a}
para algin § > 0) es el que resulta al despreciar en el polinomio Q(P(:c)) los términos

en (z — a) de grado estrictamente mayor que n.

Se prosigue ahora con el estudio de la convexidad de las gréaficas de funciones

definidas en intervalos, de nuevo en términos de las derivadas.

Definicion 3.8.- Sea f una funcién definida en un intervalo I. Se dice que f es

convezxa (resp. concava) en I si para todos x,y € I y todo a € (0, 1) se tiene que
F((1=a)z+ay) < (1-a) f2) +a i)
(resp. fF(1—a)z+ay) > (1—a)f(z) +af(y)).
Si atendemos a la representacion gréfica, f es convexa (resp. cdncava) si la cuerda

que une dos puntos cualquiera de su grafica queda por encima (resp. por debajo) de la

grafica de f.

Proposicion 3.9.- Sea f una funcién definida y dos veces derivable en un inter-
valo I. Entonces, f es convexa (resp. céncava) en I si, y sélo si, para cada z € I se
tiene que f”(x) >0 (resp. f"(x) <0).

Definicion 3.10.- Sea f una funcién definida en un intervalo abierto I, y sea a € I

en el que f es derivable. Tiene sentido considerar la recta tangente a f en a, de ecuacion

9(z) = f(a) + f'(a) (x —a).
Se dice que a es un punto de inflexion de f si existe § > 0 tal que si x € (a — §,a),

entonces f(z) > g(x), y si « € (a,a + J), entonces f(z) < g(x), o viceversa.

Proposicion 3.11.- Sea f una funcién definida y derivable en un intervalo I y sea

a € I en el que f es dos veces derivable. Entonces, se tiene que:
i) Si f”(a) > 0 (resp. f”(a) < 0), la gréifica de la recta tangente a f en ese punto
queda, en un entorno adecuado, por debajo (resp. por encima) de la grafica de f.

ii) Si a es un punto de inflexién de f, ha de ser f”(a) = 0.
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Proposicion 3.12.- Sean [ un intervalo abierto, f una funcién real definida en I

que admite n — 1 derivadas en I, con n > 2, y a un punto de [ tal que existe f(”)(a). Si
flla)=...=f""Na)=0 y f"(a)#0,
entonces:
i) Sin es par, f presenta un extremo relativo en a, que serd un maximo si f(™ (a) < 0
y un minimo si f(™(a) > 0.

ii) Si n es impar, f no presenta extremo relativo en a.

Proposicion 3.13.- Sean [ un intervalo abierto, f una funcién real definida en I

que admite n — 1 derivadas en I, con n > 3, y a un punto de [ tal que existe f(”)(a). Si
fflo)=...=f"a)=0 y f"(a)#0,
entonces:
i) Sin es impar, f presenta un punto de inflexién en a.

ii) Si n es par, f no presenta un punto de inflexién en a.

Representacion grafica de funciones 3.14.-

A la hora de dar una representacién aproximada de la grafica de una funcién real
dada por la expresién explicita genérica y = f(z), es conveniente seguir los siguientes

pasos:

3.14.1.- Determinar el dominio de definicién D de la funcién, es decir, el conjunto
de valores reales x para los que la expresién f(z) proporciona un nimero real. En los

casos usuales D es un intervalo o una unién de intervalos.

3.14.2.- Hallar los cortes de la grafica con los ejes, que seran los puntos de la forma
(a,0) y (0,b) que pertenezcan a la grafica.

3.14.3.- Estudiar la simetria de la grafica:

3.14.3.1.- Si para cada = € D se tiene que —z € Dy f(—x) = f(x), se dice que la

funcion f es par, y su grafica presenta simetria respecto del eje de ordenadas OY .
3.14.3.2.- Si para cada x € D se tiene que —x € Dy f(—z) = —f(z), se dice que

la funcién f es impar, y su grafica presenta simetria respecto del origen de coordenadas.

3.14.4.- Estudiar la periodicidad, es decir, la existencia de una constante 7', de-
nominada periodo de f, tal quesix € Dy x + T € D, entonces f(z +T) = f(z).
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3.14.5.- Determinar las asintotas de la grafica, que pueden ser de diversos tipos:

3.14.5.1.- Horizontales: si D no estd acotado superior y/o inferiormente y

lim f(z)=Li€R y/o lim f(z) =Ly €R,

T—+00
las rectas de ecuaciones y = L1 y/o y = Lo son asintotas horizontales de la gréfica

de la funcién f (puede ser L1 = Lo).

3.14.5.2.- Verticales: Si a € R es un punto tal que

lim f(z) =400 y/o lim f(x) = *o0,

rz—at T—a~

entonces la recta de ecuacién x = a es una asintota vertical de la grafica de f.

3.14.5.3.- Oblicuas: Supongamos que D no esta acotado superiormente y que
o flx) : _
lim —~=meR-{0} y lim (f(z) —mx)=necR.
r—+oo I T—+00
Entonces, la recta de ecuacién y = max + n es una asintota oblicua de la grafica de
la funcion f.
Lo mismo se puede decir si D no estd acotado inferiormente y se verifican andlogas

condiciones respecto a los limites indicados cuando x tiende a —oo.

3.14.6.- Determinar los intervalos de monotonia de la funcion: si f es derivable
en I, este problema se reduce a estudiar el signo de f’, de acuerdo con lo expuesto en
el resultado 2.13.

3.14.7.- Determinar los extremos relativos de f: los puntos a € I en los que es

posible que f presente un extremo pueden determinarse como:

3.14.7.1.- Puntos en los que f no es continua, o en los que es continua pero no
derivable. Un estudio de la funcién en un entorno de dichos puntos permitira saber si

son o no extremos.

3.14.7.2.- Si a es un extremo relativo de f y f es derivable en a, como se vi6 en
2.2, ha de ser f’(a) = 0. En los puntos que satisfagan esta condicién es necesario hacer

un estudio como el que sugiere la proposicién 3.12.

3.14.8.- Estudiar la convexidad de f: para funciones dos veces derivables en I,

esto equivale a la determinacién del signo de f”, segtn el resultado 3.9.

3.14.9.- Determinar los puntos de inflexion de f: éstos pueden presentarse en
puntos en los que exista f’ pero no f”, en cuyo caso se requiere un estudio de la funcién

en un entorno del punto para establecer su naturaleza. Si a es un punto de inflexién y
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existe f”(a), ha de valer 0 (de acuerdo con 3.11.ii), por lo que hay que determinar los

puntos en los que se anule la segunda derivada, aplicandoseles el estudio que indica la

proposiciéon 3.13.

ciones de clase C* en un entorno de dicho punto. El resto de Taylor se ha representado

Todos los desarrollos se refieren al punto xg = 0, siendo las correspondientes fun-

de acuerdo con la Proposicion 3.4.

1.-

2 n

e$:1+£+$—+...+w—+w”5(:c)
n!

1 2!

rlog(a)  x%log(a)?

nl n
T o8 og(e) + 2"e(x)
n!
22t -
_1\n n
+(—1) (2n+1)!+:c e(x)
an
+(=1)" + :c2”+15(:c)

622° 13821t

X

o =1+ 9!
[ e L

sen(:c)::c—y—kﬁ—ﬁ—k
2 4 6
x x x

cos(:c)zl—a—kz—ﬁ—k

¢ ( ) +:c3 2 xd +17:67

) =1+ —

& 15 ' 315
[ e L

Sh(.fb):.fﬂ—i—ﬁ—i—ﬁ‘f—ﬁ—i—..
2 ozt S

Ch(z) =14+ =+ —++—+..

20 4l 6!

2835 + 155925 +

w2n+1

ey

an

2n+1
-+ —(2n)! +x €

()

x> 2 x° 1727 62 2 1382 11

Tgh(z) =z — 3 +

= <g)+<?)w+<g)w2+...+<Z)w”+w”5(m)

Casos particulares:

15 315

Desarrollos de Taylor de las Funciones Elementales 3.15.-

r'%e(x)

+ 2" ¢ (2)

_ 12
+ 9835~ Tsmo0os 17 °@)
2 ala—1)---(a—n+1)z"
LMl fm )

i) Si a € N se obtiene la Formula del Binomio de Newton.

Departamento de Andlisis Matemaéatico y Didéactica de la Matemética.



III. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL. CALCULO DIFERENCIAL 45

ii) Oé:%;
x? 33 3-5---(2n —3)a"
Vitr=1 —1)nt "
=ty it aae Y 2 46an W
iii) a= %;
1 r 3a? 3-5---(2n—1)a"
:1—— _ - . — n n
D) s S SR A WA Toer s
1 x> 32t 3:5---(2n — 1) 2"
E——— - _ . _1\n 2n+1
) 5 T2 V) TS e, T @)
1 x> 32t 3-5.--(2n — 1)z
E— - _ 2n+1
) A= ttataat 246an 0 W
iv) a=-1;
1
-1 2 .3 4 —1)" ™ n
a) T2 r+a—a’ "+ 4+ (1) 2" 4 a"e(x)
1
b) 1—:1+:c+:c2+:c3+:c4+...+:c”+:c”5(:c)
-z
1
c) m:1—w2+:c4—:c6+:c8+...+(—1)”:c2”+:c2”+15(:c)
10.-
2 ad Lz
i) log(l + .SE) = — B + ? + ...+ (—1)n+ ? + .SE”E(.CU) (ver 9.iv.a)
2 3 n
ii) log(l—:c):—w—%—%—...—$—+w”5(:c) (ver 9.iv.b)
n
3 3 5 3.5---(2n—-1 2n+1
11.- arcsen(z) =z + ;—3 + 3 Z 5 TRy 5 ( Zn (2)n:c+ 1 + 22" 2 () (ver 9.iii.c)
s
12.- arccos(z) = 5 arcsen(x) =
:E_.x_i_ 3':65 _ —3.5“.(271_1):82”4_1+$2n+2€(£€)
2 2.3 245 7 246 2n(2n+1)
3 5 7 9 2n+1
13.- arctg(:c)::c—%—k%—%—k%—k (=) ;n+1 + 22" 2e(2)  (ver 9.iv.c)
14.- ArgSh(x) = log <:c+ 1+:c2):
3 3 5 3.5---(2n—-1 2n+1
—r— = L + (—1)" @n—l)z + 22" 2e(z)  (ver 9.iiib)

2-4-6---2n(2n + 1)
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+ $2n+2€(£€) (ver 10)

1 1 3 5 2n+1
15.- ArgTgh(x) = 5 log ( i w) :c

X

r
1—=x 5 2n+1

§4 EJERCICIOS.

1.- Determinar los niimeros a y b para que la funciéon f definida en R por

flz) = 2241 siz>1,
ar +b sizx <1,

sea derivable en el punto x = 1.

2.- La curva y = ax? + bz + ¢ pasa por el punto (1, 3) y es tangente en el origen de

coordenadas a la bisectriz del primer cuadrante. Hallar a, by c.

3.- Demuéstrese que la curva y = 223 + 62 + 7 no tiene tangentes paralelas a la

recta y = dx + 3.

4.- Sea a € N. Estudiar la derivabilidad en = 0 de la funcién

1 .
% sen <—) six # 0,
fla) = ) B
0 six=0.

5.- Sea ¢ > 0. Se traza la recta tangente a la hipérbola zy = ¢ en un punto P.
Probar que P es el punto medio del segmento de la recta tangente comprendido entre

los ejes de coordenadas.

x
6.- ;Cuantas rectas tangentes a la curva y = 211 pasan por el punto (1,2)?
x

7.- Determinar las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (2,—3) y son

tangentes a la parabola y = 22 + .

8.- Estudiar la derivabilidad, en su campo de definicién, de las siguientes funciones:

8.1.- f(z) =e Il z eR. 8.2.- f(x) = |log(1+z)|, = € (—1,00).
8.3.- f(z) =|z|"2, z € R. 8.4.- f(z) = (z —2)\/|zr — 2|, z € R.
1 —cos(|z]) . ) x i )
8.5.- f(z) = @ SLEF0 g6 fla) = { Tron Sie7l
0 six=0. 0 six=0.
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1
9.- Demostrar que la funcién y = log (r) satisface en su campo de definicion
x

la igualdad

:cy’+1:1+w.

10.- Demostrar que la funcién y = e®*2'5e2(#) con o € R, satisface en su campo

de definicion la igualdad

(1—2*)y" —xy — oy =0.

11.- Sean a, b, c,d, m nimeros reales. Demostrar que la funcién
y = ae™® + be” ™" + ccos(mx) + dsen(mx)

satisface en R la igualdad

y W =mty.

12.- Sea f una funcién de clase C! en (0,00) a valores estrictamente positivos. Si

x € (0,00), calcular

) f(z+h)
fm logg <W) :

13.- Calcular la derivada de las funciones definidas por las expresiones siguientes,

en sus dominios de definicién:

-1
13.1.- arctg(vz —1) — arcsen< ‘ )

x
1 1-— 1
13.2.- log <\/ ety :C) 13.3.- log (cos (arctg (7)))
Vitz—+1-=x 22 — 1
13.4.- (23 4 1)%n(®) 13.5.- (22e% cos(22))”
3 n
13.6.- (1+ weﬁ)4 13.7.- (arctg(x) + arcsen(z))

1
13.8.- \/1 + tg <:c + —) 13.9.- log; (arctg /1 + cos?(z))
x

4/1+ Tgh(x)
13.10.- log(bx? + 7 10 13.11.- —
3.10.- exp (y/log(522 + Tz + 10)) T~ Teh(z)
13.12.- zarcsen (log(x)) 13.13.- sen(z)e's(®
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14.- Sea n € N fijo, y f(z) = cos™(z) cos(nx), z € R. Demostrar que se verifica
que
f'(z) = —ncos" ! (z)sen((n + 1)x).

15.- Determinar la derivada n-ésima de las siguientes funciones:

15.1.- f(x) = x%e?® 15.2.- f(x) = (23 + 1) cos(z)
2
15.3.- f(z) = 22 ji 15.4.- f(z) = wf_ -

15.5.- f(x) = 2? sen(2x)

16.- Probar que si f es un polinomio de grado n y la ecuacién f(x) =0 tiene n

raices simples, entonces la ecuaciéon f’'(x) =0 tiene exactamente n — 1 raices simples.

17.- Sean f y g funciones derivables en R, tales que

9(0)=9(1)=0 vy  fa)glx)+flz) =1, z€R.

Probar que existen infinitos puntos = € R tales que f(z) = 1.

18.- Sean a y b nimeros reales con a > 0. Demostrar que el polinomio
P(x) =2 +ax+b

tiene una tUnica raiz real.

19.- Sean f(x) = 3z* — 223 — 22 +1 y g(x) = 423 — 322 — 22. Demostrar que
para todo x € (0, 1] se tiene que
P, 1) - f0)
g'(x) © g(1)—g(0)

., Contradice este hecho el teorema de Cauchy del valor medio?

20.- Sea f:[0,2] — R dada por
B-a2%)fp si0<z<1,
{ 1/, sil<a <2
Estudiar si existe un punto ¢ € (0,2) tal que f(2) — f(0) = 2f/(¢). ;Cuéntos puntos

flx) =

¢ € (0,2) verifican la igualdad anterior?

21.- Probar las siguientes desigualdades:
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Xz

V1—22

21.1.- Para z € (0,1), arcsen(z) <

21.2.- Para x > 0,
L<log(1+m)<w y L<log(1+w)—log(:c)<l.
1+ 1+ x
21.3.- Sixz >0, Tgh(z) <z < Sh(z).

21.4.- Si 0 < a < 1, para cada nimero natural n se verifica que

o
mﬁ(n—i—l)a—naﬁ

21.5.- Siz >0, e > 1+log(l + z).

nl—a'

22.- Calcular:

22.1.- lim <(:c + 1)arctg(z + 1) — :carctg(:c)).

Ir—00

1 1
22.2.- lim <(.§C + 1)2 sen <.§U n 1) — 22 sen <;))

xr— 00
23.- Calcular los siguientes limites utilizando la regla de L’Hopital:

23.1.- lim (ae® + P(z)), donde a € R, a # 0, y P es un polinomio.

23.2.- leH;O (log(z) — z) 23.3.- xlirrgow(21/x —1)

23.4.- lim log(z)log(1l — ) 23.5.- lim < i - 1 )
z—0+ z—0 \sen?(x) 1 — cos(x)

23.6.- lim 27 log() 23.7.- lim (1/2)'("

23.8.- lim 8012 ¢

z—0+t 1 — /1 — 22

24.- Calcular aproximaciones decimales de sen(6°) con un error menor que 2- 1074,

3
y de v/7 con un error menor que 10~%.

25.- Calcular los polinomios de Taylor siguientes:
25.1.- De orden 4 en x = 0 para la funcién f(z) = log(e + ).

3
25.2.- De orden 3 en x = 5 para la funcién f(z) = v/3 + z.

Xz

25.3.- De orden 4 en x = 0 para la funcién f(z) = @
cos(z

25.4.- De orden 4 en x = 0 para la funcién f(z) = 1 — cos(z) + log ( cos(z)).

UNIVERSIDAD DE VALLADOLID.



50

MATEMATICAS I (Sistemas de Tel.) - CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Telemética)

25.5.- De orden 3 en z = % para la funcién f(z) = log (tg(x)).

26.- Calcular los limites siguientes utilizando desarrollos de Taylor:

2tg(z) —sen(2x) sen®(z?) — sen?(2?)

d.- 1 26.2.- 1i
“ xlino Sen3(:c) 6 acl—>InO $10
3
log(1 2y — 2 3_ 3% .
26.3.- lim (08U H ) —aresen(@T) g g, YOS Z VTS
x—0 ,CC4 e 1 — tg(ﬂ' w/4)
4
26.5.- lim tg(ax) — atg(x) 26.6.- lim (Sen(:c) - :c) :
z—0 asen(z) — sen(« x) 0 (log@ 1) - :c)

27.- Calcular los extremos de la funcién f(z) = e 4+ e~ % — 2 cos(x).

28.- Estudiar y representar graficamente las siguientes funciones:

2
x
28.1.- y = 2® — 52% + 5z — 1 28.2.- y =
Y= T° +ox Y T
223 — 5x% + 142 — 6 log(x)
28.3.-y = 28.4.- y =
Y 422 Y x
28.5.- y = 2!/® 28.6.- y = (x — 1) Va2
28.7.-y = zetx 28.8.- y =log(cos(z)), z € (—n/2,7/2)
1
28.9.- y = —Z:cQ log(z) 28.10.- y = Sh*(z) + Ch?(x)

29.- Un canal abierto, de fondo horizontal y cuyas paredes laterales tienen una

inclinacién de 45°, ha de tener una seccién de 12m?. Determinar las dimensiones de la

seccién que hacen minimo el perimetro que se encuentra en contacto con el fluido.

30.- Una ventana estda formada por un rectangulo y un triangulo isésceles cuya

base es el lado superior del rectdngulo y cuya altura es igual a 3/g de la longitud de la

base. Si el perimetro de la ventana es de 9m, determinar las dimensiones de los lados

para que el flujo de luz sea maximo.

31.- Una fabrica de cajas de cartén dispone de laminas rectangulares de lados a

y b. Las cajas (sin tapa) se construyen eliminando de las esquinas sendos cuadrados de

lado z. Determinar la longitud de x para que el volumen de la caja sea méaximo.
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2 2

32.- Dada la elipse — + yo_ 1, determinar las longitudes de los lados del

’ ’ ’ . a/ b2 . . . . .
rectangulo de area méaxima que se puede inscribir en la elipse, teniendo sus lados par-

alelos a los ejes.

33.- Un tridngulo isésceles de perimetro 50 metros gira alrededor de la altura
relativa al lado no igual, engendrando un cono. Determinar las longitudes de los lados

del tridangulo para que el cono tenga volumen maximo.

34.- En una circunferencia de radio r se consideran dos angulos consecutivos y

complementarios. Hallar el valor méaximo de la suma de sus respectivas cuerdas.

35.- Se sabe que el precio de un diamante es proporcional al cubo de su peso.
Demostrar que al partir un diamante en dos partes se deprecia, y averiguar como ha de

partirse para que la depreciacion sea maxima.

36.- Se desea construir un sélido, de volumen prefijado, formado por un cilindro
rematado por una semiesfera. Determinar las dimensiones de dicho sélido para que

tenga la menor superficie posible.

37.- De un circulo de papel se recorta un sector circular de &ngulo central o y se
forma con el papel sobrante un cucurucho. Hallar el valor de o para el que el cucurucho

(de forma cénica) tiene volumen méximo.

38.- Se considera la pardbola y = 4 — 22. Determinar los puntos de dicha pardbola

més cercanos al punto (0,1).

39.- Una cuerda de 1 metro de longitud se corta en dos partes para construir un
cuadrado con una y una circunferencia con la otra. Determinar cémo se ha de realizar

el corte para que la suma de las dreas de ambas figuras sea minima.

§5 SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS.

3.- Comprobar que y’(z) no vale 5 en ningin punto.

4.- Sia =1, f no es derivable en x = 0; si a > 1, f/(0) = 0.
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5.- La recta tangente a la hipérbola en (z¢,c/x¢) corta a los ejes en los puntos

(220,0) y (0,2¢/x0), respectivamente.
6.- Dos, las trazadas en los puntos de abscisa xr1 = —2 + V3 y Ty =—2— V3.
7.- Hay dos soluciones, y = 11lx — 25 é y=—x — 1.

8.1.- Derivable en cada punto x # 0; no derivable en 0.

8.2.- Derivable en (—1,0) U (0, 00); no derivable en 0.

8.3.- Derivable en R \ {0}; no derivable en 0.

8.4.- Derivable en R (en x = 0 usar la definicién de derivada).

8.5.- Derivable en R (en x = 0 usar la definicién de derivada).

8.6.- Derivable en R\ {0}; es continua en 0, f/(07) =0, f/(07) = 1.

12.- El limite es :cf(’:i;c) Recordar que log, (b) = ll(())géz)) para poner
o <f(:c+h)) _ log (f(z+h)) —log (f(z))
Bath f(x) B log(z + h) — log(x) )
13.1.- 0 18.2- — 1 18.3- —
.1.- 0. 2 e B3 TEoD
13.4.- (23 + 1)%n(@) <cos(:c) log(x3 + 1) + sen(x) xgsfl).

13.5.- (2237 cos(2 :c))x<log (223 cos(2z)) + 2+ 3z — 2z tg(2 :c)) .

3
13.6.- 2\/1+xeﬁ eV (2+ V7).

- 1 1
13.7.- n (arctg(z) + arcsen(z))" ! <1 e + - 2) :
-z

1+t (o4 1) (1-1).
2\/1+tg<w+%) 562
— cos(x) sen(x)

log(5) arctg (/1 + cos?(x)) (2 + cos?(x)) \/1 + cos?(x) .

1 10x +7
2 \/log(522 + Tz + 10) 522 + Tz + 10~

13.8.-

13.9.-

13.10.- exp (1/log(522 + Tz + 10))

1 <1 + Tgh(z) )—3/4 21+_2T£i}(lg) ; <1 + Tgh(z) )1/4 1

13.11.- 4\1 — Tgh(x) 1 —Tgh(z) T2 /(@)
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13.12 (log(x)) + .
.12.- arcsen (log(z ——.
s 1 —log(z)?
1 cos?(x) + sen(x)
tg(x tg(x _ — ptelT
13.13.- cos(z) ') + sen(z) ') cos?(z) e cos?(x)

14.- Utilizar que sen(z) cos(nz) + cos(x) sen(nz) = sen ((n + 1) z) .
15.1.- Por la férmula de Leibnitz, para cada n > 4 se tiene que
M (x) = 4" 2" (16 2% + 8na + n(n — 1)).

15.2.- Usar la férmula de Leibnitz:
f(z) = (z® 4+ 1) cos(z +ng) +3na? cos(x + (n — 1)%)

+3n(n—1)z cos(x + (n — Z)g) + n(n—1)(n —2) cos(x + (n — 3)%)

1 1
15.3.- Antes de derivar, escribir f(z) =1+ - .
r—1 x+1
15.4.- Poner f(z) 1(1+1)
.4.- Poner = - .
R ] U Ry |

16.- Sir; <7y <...<r, son las n raices del polinomio f, aplicar el teorema de

Rolle a f en el intervalo [r;,riy1], i =1,2,...,n— 1.

17.- Evaluar la funcién f'(z)g(xz) + f(z) en ri = 0y en ro = 1, para obtener
que f(0) = f(1) = 1; en virtud del teorema de Rolle, existe rs3 € (r1,72) tal que

f'(r3) =0, y por tanto f(r3) = 1. Razonar por recurrencia.

18.- La existencia de al menos una raiz se deduce por el teorema de Darboux; la

unicidad de la misma se debe al crecimiento estricto de P, pues P’(x) > 0 para todo x.

19.- No; el punto £ € (0,1) que proporciona el teorema de Cauchy resulta ser un
cero comun de f"y ¢’ (concretamente, £ = (3 + v/33)/12), de modo que no es licito

escribir la igualdad del teorema en forma de cociente.

20.- El teorema de Lagrange garantiza la existencia de (al menos) un valor ¢ bajo

las condiciones pedidas. De hecho, hay dos soluciones, ¢c; =1/2 y c¢o = V2.

21.1.- Por el teorema de los incrementos finitos de Lagrange,
1

N

21.2.- Mediante sendas aplicaciones del teorema de los incrementos finitos,

arcsen(x) = arcsen(z) — arcsen(0) = x 0<ecp <.

log(1 4 z) = log(1l + ) —log(1) = N fc , 1 <c <uw.
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1
log(1 + x) — log(z) = 7 T< dy <+ 1.

21.3.- Analogamente,

X

Sh(z) = Sh(z) — Sh(0) = x Ch(d,;), 0<d; < z.
21.4.- Aplicando el teorema de Lagrange a f(x) =z en [n,n + 1], se deduce que

(n+1)*—n“=ac,® ', n<ec,<n+l.

21.5.- Por el teorema del valor medio de Cauchy,

(e” —¢€Y) = (log(1 +z) —log(140))e’, 0<cy <.

1+ c,
22.1.- Por el teorema de los incrementos finitos,

Cg

1) arct 1) — warctg(z) = arct 1tcz?
(x + 1) arctg(z + 1) — xarctg(z) = arc g(Cx)+1+C$27

r<cy<z+1.

s
Notar que lim ¢, = oo. El limite es —.
—00 2

22.2.- De forma similar,
(z+1)*sen (1/5 4 1) — a®sen (1/3) =2c¢ysen (1/) —cos (1/,), z<cp<ax+1.

El limite es 1.

23.1.- +00 0 —00, de acuerdo con el signo de a. 23.2.- —oco. 23.3.- log(2).
23.4.- 0. 23.5.- —oco0. 23.6.- 0. 23.7.- 1. 23.8.- —1.

24.- 6° = 7/3( radianes. Usar el desarrollo de Taylor de f(x) = sen(z) de orden

n en xg = 0. Basta elegir n > 3.

3
V7= \3/8 —1=2f(1/g), siendo f(z) = (1 — )3, Usar el desarrollo de Taylor de
f de orden n € N en xp = 0 y acotar el resto. Basta elegir n > 3.

x? x3 x?

2e2 + 3e3  4det

25.1.- Ty(f,0)(z) =1+ g _

25.2.- Ty(£,5)(x) = 2+ — (2 —5) — —— (2 —5) +

R\3
288 (=5)".

20736
25.3.- Tu(f,0)(z) = = + = 2.

25.4.- Ty(f,0)(x) = — %:c‘l.

25.5.- Ts(f,n/4)(z) = 2 <:c . %) n §<x . %)3.
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26.- Las funciones ¢ siguientes tienden a cero en el punto correspondiente.
26.1.- 2 tg(z) —sen(2z) = 223 + 2% (), sen3(x) = 23 + xles(x), en zo = 0.
El limite es 2.
-1 —1
26.2.- sen®(r?) —sen?(z®) = o} 210 + 2e(x) en 29 = 0. El limite es -
-1

26.3.- log(1 + z?) — arcsen(z?) = 5 z* 4+ 2e(x) en o = 0. El limite es _7

3 1
26.4.- Vr+3— V3r+5= - (z — 12+ (x — 1)%e1 (),

1 —tg(mx/y) = % (x = 1)+ (z — 1)ea(x) en xo = 1. El limite es 0.

3 _
26.5.- tg(ax) — atg(x) = w 23+ 2te (2),
@ —a) 5 4 o
asen(zr) —sen(ax) = —  C + x%e2(x) en zg = 0. El limite es 2.
—1 3 3
26.6.- sen(z) —x = 5 2 + z°e1 (),

4
log(z +1) —z = 5 2?4+ 2%e5(x) en xo = 0. El limite es T
27.- f/(x) =0si, y sélosi x =0. f presenta en zp =0 su minimo absoluto.

29.- Sean b la anchura de la base y h la profundidad del canal. El valor de h que

12
hace minima la funcién perimetro p(h) = -+ (V8 —1)h es hg= 12/(/8 —1) -

3x(24—-5
30.- El drea de la ventana es A(z) = u, siendo z la longitud de la
base del rectdngulo. Las dimensiones buscadas son zp = 12/5 (longitud de la base del

rectangulo), yo = 9/5 (altura del rectangulo), hog = 9/10 (altura del tridngulo).

31.- V(z) = (a —2x)(b — 2z) z. El volumen alcanza su méaximo absoluto cuando

mzl(a—kb—\/aQ—Hﬂ—ab).

6
32.- Cada punto de la elipse en el primer cuadrante, (z,y), determina un rectdngulo
, 4b (o i
de 4rea A(r) = —xv/a? — 22. El valor de A es méximo si z = a/v/2, con lo que los
a
lados del rectangulo miden a2 y byV/2.

33.- La altura relativa al lado no igual es también la altura del cono h, en funcién
de la cual se expresa el volumen del cono como
7 /25  h%\2
V(h) = —h(— . —) .
(h) 3 \2 50

Este es maximo cuando h = 5v/5.
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34.- La suma de las longitudes de las cuerdas viene dada, en funcién del valor

del menor de los dos angulos, por
o T o« 0
=2 (s (§) e (5 D), aclo]L
(o) r(sen 5 + sen 1 5 a €| 4]
y su valor méximo es 4rsen(w/8).
35.- La depreciaciéon es maxima cuando se divide el diamante en dos partes iguales.

36.- La superficie viene dada en funcién del radio de semiesfera y cilindro como

2
S(r) = % + 5%7“2,

13V
siendo Vy el volumen fijo total. El minimo se alcanza cuando r = { 5—0.

7T

37.- Si R es el radio del circulo de papel, el volumen del cucurucho es
s a2 a2
V()= 2R (1- o) \/1—1——) 0,2
(Oé) 3 27T ( 27T Y « E ( Y 7T)7
V6 )

que es maximo cuando o = 27r<1 —3 )

VIO VI

38.- Los puntos de la parabola de abscisas 5 Y 5

39.- El area total es, en funcién del radio r de la circunferencia,

, respectivamente.

1 m 2
A = — — — <— )2
(r) T 4r+ 4+7Tr,

y su valor minimo se alcanza cuando r = 1/(27 + 8).
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APENDICE AL
TEMA 3 FUNCIONES ELEMENTALES

Una vez que disponemos de la herramienta necesaria (concretamente de los re-
sultados sobre continuidad y derivabilidad de funciones de variable real), hacemos un
compendio de las propiedades mas relevantes de las denominadas funciones elementales
(del Andlisis Matemdtico).

FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS.
§1 Funcién Exponencial de base e.

Definicion 1.1.- Para cada x € R se define la exponencial de x como el ntimero

n
e® = lim (1+§) ,
n

n—oo

que también se denota por “exp(z)”.

Propiedades 1.2.-

1.2.1.- exp(x +y) = exp(z) exp(y) para todos z,y € R.
1.2.2.- exp(0) =1, exp(l) =e y exp(xz) >0 paracada x € R.
1.2.3.- exp(—z) = exp(z) ' = lexp(z) paracadaz €R.
1.2.4.- 1+ 2 <exp(z) <14z exp(x) paracada z € R.
1.2.5.- exp(x) >1 si >0; 0<exp(z) <1l si <0.

Proposiciéon 1.3.- La funcién exp : R — R es estrictamente creciente, es decir, si

x > y entonces exp(x) > exp(y).

Proposicion 1.4.- La funcién exp es continua en todo R.
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Proposicién 1.5.- exp es una biyeccién de R en el intervalo (0,00), en particular

lim exp(z) =0 y lim exp(z) = o00.

Proposicion 1.6.- La funcién exp es de clase C*° en R, y

exp’(r) = exp(z) paracadax € R.

§2 Funcién Logaritmo Natural.

Definicién 2.1.- La funcién inversa de exp : R — (0,00) (ver 1.5) se denomina

logaritmo natural o neperiano y se denota por “log” o “In”.

Propiedades 2.2.-
2.2.1.- log
2.2.2.- log(1) =0, log(e) =1 y log(z) >0 para cada z > 1.
2.2.3.- log
2.2.4.- log(z) <0si0<z < 1.

2.2.5.- 1 -1/, <log(x) <x —1 paracada z > 0.

Proposicién 2.3.- La funcién log : (0,00) — R es estrictamente creciente, es decir,
si x > y entonces log(z) > log(y).

Proposicién 2.4.- La funcién log es continua en (0, 00).

Proposicién 2.5.- log es una biyeccién del intervalo (0,00) en R, en particular

lim log(z) = —oc0 y lim log(z) = co.

r—0+ r— 00
Proposicién 2.6.- La funcién log es de clase C* en (0,00), y

1
log’(z) = — paracadax > 0.
x
§3 Funcion Exponencial de base arbitraria.

Definicion 3.1.- Sea a un ntimero real con a > 0y a # 1. Para cada = € R se

x”

define la exponencial de base a de z, y se denota por “a®”, como el nimero real

a” = exp (x log(a)) .
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Propiedades 3.2.-

3.2.1.- a*"¥ = a%a? para todos z,y € R.

3.2.2.- ¢’ =1 y a® >0 paracada z € R.

3.2.3.- a®=1/4z para cada z € R.

3.24.- Sia>1,a" >1parax >0y 0<a®” <1 paraz<O0.

3.25.- Si0<a<l,0<a*<lparax >0y a® >1parax <O0.

Proposiciéon 3.3.- Si a > 1, la funcién a” : R — R es estrictamente creciente, es
decir, si x > y entonces a® > a¥.
Si0<a<1,lafuncién a® : R — R es estrictamente decreciente, es decir, si z > y

entonces a” < a¥.
Proposicion 3.4.- La funcién a” es continua en todo R.

Proposicién 3.5.- a” es una biyeccién de R en el intervalo (0, 00), en particular:

Sia>1, lim o =0 y lim a” = 0.
r— —0Q0 xr— 00

Sid<a<1, lim a” =00 y lim a® =0.
r— —0Q0 xr— 00

Proposiciéon 3.6.- La funcion a® es de clase C*° en R; ademas,

(a®) = log(a)a® .
§4 Funcién Logaritmo de base arbitraria.

Definicion 4.1.- Si a es un namero real con a > 0, a # 1, la funcién inversa de

a” : R — (0,00) (ver 3.5) se denomina logaritmo en base a y se denota por “log,”.

Propiedades 4.2.-

4.2.1.- log,(xy) = log,(x) + log,(y) para todos z,y > 0.

4.2.2.- log,(1) =0 ylog,(a) =1.

4.2.3.- log,(1/;) = —log,(x) para cada z > 0.

4.2.4.- Sia>1,log,(z) >0 paracadaxz >1 y log,(x) <O paral <z <1.

4.2.5.- Si0<a<1,log,(xr) <0 paracadaz >1 y log,(z) >0 para0 <z < 1.
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4.2.6.- Sia,b>0,a#1,b+# 1, entonces
log, (z) = log,(a) log,(z) paracada z > 0.

En particular,

1 |
_ log(x) — n(z) para cada x > 0.

~ log(a) In(a

log,, ()

Proposicién 4.3.- Si a > 1, la funcién log, : (0,00) — R es estrictamente cre-

ciente, es decir, si x > y entonces log,(x) > log,(y).

Si0 < a <1, lafuncién log, : (0,00) — R es estrictamente decreciente, es decir, si

x > y entonces log, (z) < log,(v).
Proposicién 4.4.- La funcién log, es continua en (0, 00).

Proposicién 4.5.- log, es una biyeccién del intervalo (0,00) en R, en particular:

Sia>1, lim+ log,(z) = —oc0 y lim log,(z) = co.
x—0 €T— 00
Si0<a<l, lirgJr log,(z) = o0 y lim log,(z) = —occ.

Proposicién 4.6.- La funcién log, es de clase C* en (0, 00); ademas,

(08, (2) = s

para cada z > 0.

K|~

§5 Funcion Potencial.

Definicion 5.1.- Dado un ntimero real a, para cada x > 0 se define la potencia de
base x y exponente a por
z = exp (a log(x)) .
Propiedades 5.2.-
5.2.1.- (zy)* =2x%y* para todos z,y > 0.

5.2.2.- (2%)" = 2% y 292" = 2°" para cada z > 0 y todos a,b € R.

5.2.3.- Sia € N, entonces z% = zx para cada x > 0.

1

ol para cada x > 0.
a| veces

5.2.4.- Sia € Z,a <0, entonces z% =
T

Proposicién 5.3.- Si a > 0, la funcién % : (0,00) — R es estrictamente creciente,

es decir, si x > y entonces z% > y*.
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Sia <0, la funcién 2% : (0,00) — R es estrictamente decreciente, es decir, si x > y

entonces z¢ < y®.
Proposicién 5.4.- La funcién z? es continua en (0, o).

Proposicién 5.5.- Si a # 0, % es una biyeccién de (0, 00) en (0, 00), en particular:

Sia >0, lim z* =0 y lim z% = c0.
z—0 T—00

Sia<0, lim 2% = oo y lim 2% =0.
z—0 T—00

Proposicién 5.6.- La funcién z¢ es de clase C* en (0, 00), ademés

(%) =ax""t.

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS.
§6 Funciones seno y coseno.

Definicion 6.1.- Si x € R, se suponen definidos mediante las consideraciones
geométricas habituales los valores
cos(x) y sen(z),

denominados respectivamente coseno y seno de x.

Proposiciéon 6.2.- Si x € R se verifica:

i) sen(z) = —sen(—x).

ii) cos(x) = cos(—z).
iii) cos?(z) + sen?(z) = 1.
iv) |cos(z)| <1 y |sen(z)| < 1.
Propiedades 6.3.- Para todos x,y € R se verifica:
6.3.1.- sen(x + y) = sen(x) cos(y) + cos(x) sen(y).
6.3.2.- cos(z +y) = cos(z) cos(y) — sen(z) sen(y).
6.3.3.- sen(2x) = 2 sen(z) cos(x).

6.3.4.- cos(2x) = cos?(z) — sen?(x).
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6.3.5.- sen®(z) = 1_#8(2:6).

6.3.6.- cos®(z) = H#S@:C).

6.3.7.- sen(x)sen(y) = cos(z — y) ; cos(z +y)
6.3.8.- cos(z)cos(y) = cos(z — y) —; cos(z + y).
6.3.9.- sen(x)cos(y) = sen(w +y) —; sen(z — y).
6.3.10.- sen(z) + sen(y) = 2 sen <$ ; y) oS <$ ; y).
6.3.11.- sen(x) —sen(y) = 2 cos <$ * y) sen <$ ; y).

2
6.3.12.- cos(x) + cos(y) = 2 cos <$ * y) oS <$ - y).

6.3.13.- cos(x) — cos(y) = —2 sen <—$ —5 y) sen <$ ; y).

Proposicion 6.4.- Las funciones sen : R — R y cos: R — R son continuas.

Proposicion 6.5.- Las funciones sen: R — R y cos: R — R son de clase C*

en todo R; ademas,

sen’(x) = cos(z) y cos'(z) = —sen(x) para cada x € R.

Proposicion 6.6.- sen : R — R y cos: R — R son funciones periddicas, de

periodo 2.

Propiedades 6.7.-

6.7.1.- cos(0) =1 y sen(0) =0.

6.7.2.- cos (7/2) =0 y sen(7/2)=1.

6.7.3.- cos(m) =—1 y sen(m) =0.

6.7.4.- sen(x +m) = —sen(z) y cos(z +m) = —cos(z) paratodo z € R.
6.7.5.- sen (T/g —x) = cos(z) y cos(7/9g —x) =sen(x) para todo z € R.
6.7.6.- sen(x) =0 si,y sélo si, x = k7 para algin k € Z.

6.7.7.- cos(z) =0 si, y sélo si, x = T/9o + k7 para algin k € Z.
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§7 Funciones inversas de seno y coseno.

Proposicién 7.1.- sen : [— 7T/2,7T/2} — [=1,1] es una biyeccién creciente. La

funcién inversa se denomina arco-seno y se denota por “arcsen”.

Proposicién 7.2.- arcsen: (—1,1) — (—7/9,7/9) es de clase C*°. Su derivada es
1
arcsen’ (r) = ———— para cada x € (—1,1).
Proposicién 7.3.- cos: [0, 7] — [—1,1] es una biyeccién decreciente. La funcién

inversa se denomina arco-coseno y se denota por “arccos”.

Proposicién 7.4.- arccos: (—1,1) — (0,7) es de clase C*°. Su derivada es
—1
arccos’ (r) = —— paracadax € (—1,1).

V1—22

§8 Funciones secante, tangente, cosecante y cotangente.

Definicién 8.1.- Parax € R,z # knw + /9 (k € Z), se definen

1 sen(x)

SeC(w)ZCOS(w) y o teglr) =

cos(x)’

que reciben el nombre de secante y tangente de x, respectivamente.

Paraz € R, z # knm (k € Z), se definen

1 v cot(z) = cos(x)

cosec(z) = ,

sen(x) sen(x)

denominadas cosecante y cotangente de x, respectivamente.
Proposicién 8.2.- Siz € R, x # kw +7/o (k € Z), se verifica que:
i) 1+ tg?(z) = sec?(z).
ii) sec(z) =sec(—z), tg(xr) = —tg(—x).
SizeR, z#kn (k€ Z), se verifica que:
iii) 1+ cotg?(z) = cosec?(x).
iv) cosec(x) = — cosec(—x), cotg(x) = — cotg(—z).

Propiedades 8.3.- Las siguientes igualdades se verifican para todos los valores de

x,y € R para los que tengan sentido:
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2 tg(z)
1 —tg?(x)

8.3.1.- tg(z +y) = te(@) + te(y) 8.3.2.- tg(2z) =

1 —tg(z)tg(y)

8.3.3.- tg(z +m) =tg(x), tg(r —x) = —tg(x), tg(7/9 —x) = cotg(z).

Proposicion 8.4.- Las funciones sec, tg, cosec y cotg son continuas en sus respec-

tivos dominios de definicién.

Proposicién 8.5.- Las funciones sec, tg : R\ {km+ 7/9 : k € Z} — R son de

clase C* (en su dominio). Sus derivadas son, respectivamente,

sen(x)

) = o =1+t

sec’ (@) = cos(x)?

Proposicién 8.6.- Las funciones cosec, cotg : R\ {k7: k € Z} — R son de clase

C° (en su dominio). Sus derivadas son, respectivamente,

cos(x -1
() y cotg’(z) = sen(@? —1 — cotg(z)?.

/ — —
cosec' (z) = sen(z)?

Proposicion 8.7.- sec y cosec son funciones periddicas de periodo 27; tg ¥y

cotg son funciones periédicas de periodo 7.

Proposicion 8.8.- tg: (— 7T/2,7T/2) — R es una biyeccion creciente. Su funcién

inversa se denomina arco-tangente y se denota por “arctg”.

Proposicion 8.9.- arctg: R — (— /9, 7T/2) es de clase C*°. Su derivada es

1
arctg’(z) = T2 Para cada z € R.

Proposicién 8.10.- cotg : (0,7) — R es una biyeccién decreciente. Su funcién

inversa se denomina arco-cotangente y se denota por “arccotg”.

Proposicién 8.11.- arccotg : R — (0,7) es de clase C*°. Su derivada es

arccotg’ (z) = [
T

para cada x € R.
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FUNCIONES HIPERBOLICAS.

§9 Funciones seno y coseno hiperbdlicos.

Definicion 9.1.- Si z € R se definen
Ch(z) exp(z) —|—2exp(—:c) ’

Shir) = XP) —expl=a)

denominadas coseno hiperbolico y seno hiperbdlico de x, respectivamente.

Propiedades 9.2.-

9.2.1.- Ch(0)=1 y Sh(0) = 0.

9.2.2.- Ch(z) >1 para cada x € R.

9.2.3.- Sh(z) >0 siz >0 y Sh(z) <0 siz<O0.
9.2.4.- Sh(x) = —Sh(—=z) para cada x € R.
9.2.5.- Ch(z) = Ch(—z) para cada x € R.

9.2.6.- Ch?(x) — Sh?*(z) =1 para cada z € R.

Propiedades 9.3.- Para todos x,y € R se verifica:
9.3.1.- Sh(z + y) = Sh(z) Ch(y) + Ch(x) Sh(y).
9.3.2.- Ch(x +y) = Ch(z) Ch(y) + Sh(z) Sh(y).
9.3.3.- Sh(2z) = 2 Sh(z) Ch(x).

9.3.4.- Ch(2z) = Ch*(x) + Sh*(x).

h(2z) — 1
9.3.5.- Sh%(z) — %

h(2z) + 1
9.3.6.- Ch2(x) — %

Proposicion 9.4.- Las funciones Sh: R —-R y Ch:R — R son continuas.

Proposicion 9.5.- Las funciones Sh: R —-R y Ch:R — R son de clase C*™ en

todo R, ademas

Sh'(z) = Ch(x) y Ch'(z) = Sh(x) para cada z € R.
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§10 Funciones inversas del seno y coseno hiperbdlicos.

Proposicion 10.1.- Sh: R — R es una biyeccién creciente. La funcién inversa se

denomina argumento del seno hiperbdlico y se denota por “ArgSh”.

Proposicion 10.2.- ArgSh: R — R es de clase C*°. Su derivada es
1

AI‘gShl (.CC) = ﬁ

para cada x € R.
Proposicién 10.3.- Ch : [0,00) — [1,00) es una biyeccién decreciente. La funcién

inversa se denomina argumento del coseno hiperbolico y se denota por “ArgCh”.

Proposicién 10.4.- ArgCh: (1,00) — (0,00) es de clase C*°. Su derivada es
1
ArgCh/(z) = T

= para cada z € (1,00).
'x —_—

611 Funciones tangente y cotangente hiperbdlicas.

Definicion 11.1.- Para cada = € R se define la tangente hiperbdlica de x por
_ Sh(z)  exp(z) — exp(—x)

Ch(z) exp(z) +exp(—z)
Para x € R, x # 0, se define la cotangente hiperbdlica de x por

_ Ch(z)  exp(z)+ exp(—x)
Cotgh(x) = Sh(z)  exp(x) —exp(—x)

Tgh(x)

Proposicion 11.2.- Tgh: R — R es una funcién continua.

Proposicién 11.3.- Tgh: R — R es de clase C*°. Su derivada es

Tgh'(z) = 1 — Tgh(z)? =

Ch(z)? para cada z € R.
x

Proposicién 11.4.- Cotgh : R\ {0} — R es una funcién continua.

Proposicién 11.5.- Cotgh : R\ {0} — R es de clase C*°. Su derivada es

Cotgh’(z) = 1 — Cotgh? = para cada z € R\ {0}.

Sh(z)?

Proposicién 11.6.- Tgh : R — (—1,1) es una biyeccién creciente. Su funcién

inversa se denomina argumento de la tangente hiperbdlica y se denota por “ArgTgh”.
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Proposicién 11.7.- ArgTgh : (—1,1) — R es de clase C*°. Su derivada es
ArgTgh'(z) = == para cada z € (—1,1).

Exponencial: “exp(z)” 6 “eT”

18

Logaritmo Natural: “log(xz)” 6 “In(x)”
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Exponenciales de base a >0: “a%?”

a>1 O<axl1

Logaritmos de base a > 0: “log,(x)”

O<a<l1
2t 4
0 2
-2 0
-4 -2

Departamento de Andlisis Matemaéatico y Didédctica de la Matemética.



ITI. FUNCIONES ELEMENTALES 69

Funciones Potenciales: “x2”
a<0 a>0
8 8
6 6
4 4
21 21
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

Seno: “sen(x)”

(RN RN )

Coseno: “cos(x)”
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Arco seno: ‘“arcsen(x)” Arco coseno: “arccos(x)”
1.5}
3,
1,
0.5¢
2,
-1 -0.5 0.5 1
05
1,
-1t
-1.5 | | |
-1 -0.5 0 0.5 1

Tangente: “tg(x)”
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Seno Hiperbdlico: “Sh(x)”

3l

Coseno Hiperbdlico: “Ch(x)”
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Argumento del Seno Hiperbédlico: “ArgSh(x)”

4+

Tangente Hiperbdlica “Tgh(x)”
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FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES REALES.
TEMA 4 LIMITES Y CONTINUIDAD

El objeto del presente tema es introducir aquellas propiedades topologicas de los es-
pacios euclideos que seran necesarias para abordar posteriormente el Calculo Diferencial
en varias variables.

El punto de partida en el desarrollo de esta materia es el concepto de “norma”, que
generaliza el de valor absoluto de los nimeros reales y permite establecer un argumento
para “medir” la proximidad de los puntos de un espacio vectorial. De hecho, la recta
real no es otra cosa que el caso mas simple de los espacios normados que nos ocupan,
y podriamos haber realizado un tratamiento unico, independiente de la dimension del
espacio. El lector observara que los resultados que se exponen aqui son generalizaciones,
o convenientes adaptaciones, de los que se presentaban, con el mismo objetivo, en el

tema dedicado a continuidad de funciones de una variable real.

§1 EL ESPACIO EUCLIDEO R".

Definicion 1.1.- Para cada nimero natural n, sea R™ el conjunto de todas las
n-uplas ordenadas

= (x1,T2,...,%n),
donde z1,x2, ..., T, son numeros reales. A x; lo llamaremos coordenada k-ésima de x.

Se definen la suma de elementos de R” y el producto de un escalar por un elemento
de R™ como sigue:

Para © = (z1,22,...,20), Yy = (y1,%2,...,Yn) € R™ se define su suma x + y por
r+y=(r1+y,2+Y2,....,Tn +Yn)-
Six=(x1,22,...,2,) € R™ y «a es un nimero real se define su producto o por
ax = (az,axs,...,aT,).

El conjunto R™ con estas operaciones es un espacio vectorial sobre el cuerpo de los

numeros reales.
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Observacion 1.2.- Es habitual confundir la estructura vectorial asi obtenida con la
estructura geométrica que se obtiene al considerar un espacio afin con espacio vectorial
asociado R™ y, abusando de la notacion, referirse a “puntos” de R™ en lugar de vectores.

Este serd el criterio que seguiremos en adelante.

Proposicién 1.3.- Para cada elemento * = (z1,x2,...,2,) de R™ se define su

norma euclidea x| por

La aplicacién || ||: R™ — [0, 00) verifica las siguientes propiedades:

N1: ||z|| =0 si, y sélo si, ¢ = 0.

N2: |az| = |o| ||z|, z € R", a € R.

N3: |z +y| < ||z] + ||y, z,y € R"™. (Desigualdad triangular)

Observacion 1.4.- Cuando n = 1, la norma euclidea coincide con el valor absoluto
definido en R.

Proposicion 1.5.- La aplicacion d : R xR™ — R definida por

d(z,y) = ||z —yl,

verifica las siguientes propiedades:

D1: d(xz,y) >0, x,y € R"

D2: d(x,y) = 0si, y sélo si, x = y.

D3: d(z,y) = d(y,x), z,y € R™.

D4: d(z,z) < d(x,y) + d(y,z), z,y,z € R".

Observacion 1.6.- Si E es un conjunto no vacio, se denomina distancia o métrica
en E cualquier aplicaciéon d: E x E — R que verifique las propiedades D1-DA4.
El concepto de métrica permite abordar rigurosamente la idea de “proximidad” a

la que nos referiamos anteriormente.

§2 TOPOLOGIA DE LOS ESPACIOS EUCLIDEOS.

No le sera dificil al lector comprender la motivacion de los conceptos que definimos
en este epigrafe a partir de los conocimientos que ya posee sobre funciones de una

variable.
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Definicion 2.1.- Sean & € R™ y r > 0. Se definen la bola abierta de centro x y

radio r como el conjunto
B(z,r) ={y e R" :d(z,y) = [z —y| <r},

y la bola cerrada de centro x y radio r como el conjunto

B(z,r) ={y e R" :d(z,y) = [lx —y[| <r}.

Definicion 2.2.- Sea E un conjunto de R™. Un punto « de R" se dice que es un

punto interior a I si existe una bola abierta de centro  contenida en E. El conjunto
o

de todos los puntos interiores de E se denomina interior de E y se representa por E.

Es sencillo comprobar que é C E.
Un conjunto E de R™ se dice que es abierto si es vacio o si todos sus puntos son
interiores a él (es decir, si F = é)
Ejemplos 2.3.-
2.3.1.- Toda bola abierta es un conjunto abierto.
2.3.2.- Las bolas cerradas no son conjuntos abiertos.
2.3.3.- Los productos cartesianos de intervalos abiertos
(a1,b1) X (ag,ba) XX (an, by)
son conjuntos abiertos de R".
Proposicion 2.4.- Se verifican las siguientes propiedades:
i) El conjunto vacio @ y el conjunto total R™ son abiertos.

ii) Si {G;}ier es una familia de conjuntos abiertos, entonces la unién U G; es un
i€

conjunto abierto.

iii) Si {G1,G2,...,G} es una familia finita de conjuntos abiertos, entonces la inter-

seccion G1 N G N ... N G es un conjunto abierto.

Definicion 2.5.- Sea E un subconjunto de R”. Un punto & de R™ se dice que es
un punto adherente a E si cada bola abierta centrada en @ tiene interseccién no vacia
con . El conjunto de todos los puntos adherentes de F se denomina adherencia de E

y se representa por E. Es sencillo comprobar que E C E.

Un conjunto E de R™ se dice que es cerrado si todos sus puntos adherentes estan
en E (es decir, si E = F).
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Ejemplos 2.6.-

2.6.1.- Toda bola cerrada es un conjunto cerrado.

2.6.2.- Las bolas abiertas no son conjuntos cerrados.

2.6.3.- Los productos cartesianos de intervalos cerrados
[a1, b1] X [ag, ba] X - X [an, by]

son conjuntos cerrados de R"™.

Proposicién 2.7.- Un conjunto E de R™ es abierto (resp. cerrado) si, y sélo si,

su complementario R™ \ E es cerrado (resp. abierto).

Proposicion 2.8.- Se verifican las siguientes propiedades:
i) El conjunto vacio @ y el conjunto total R™ son cerrados.

ii) Si {F;}ier es una familia de conjuntos cerrados, entonces la interseccién ﬂI F; es
i€

un conjunto cerrado.

iii) Si {Fy, Fs,..., F;} es una familia finita de conjuntos cerrados, entonces la unién

FiUFyU...U F) es un conjunto cerrado.

Definicion 2.9.- Sea E un subconjunto de R™. Un punto x de R™ se dice que
es un punto de acumulacion de E si para cada bola abierta B(x,r) centrada en x, la
interseccién B(zx,r) N E contiene al menos un punto de E distinto de . El conjunto de

todos los puntos de acumulacién se denomina derivado de E y se representa por E’.

Un punto & de F se dice que es un punto aislado de E si no es un punto de

acumulacion de E.

Proposicion 2.10.- Sea E un subconjunto de R™. Entonces:
i) E=FUEFE.
ii) E es cerrado si, y sélo si B/ C E.

iii) Six € R™ es un punto de acumulacién de E, entonces cualquier bola abierta B(x, )

de centro x contiene infinitos puntos de E.

iv) Si @ € F es un punto aislado de F, entonces existe una bola abierta B(x,r) de

centro x tal que

B(xz,r) N E ={x}.
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Definicion 2.11.- Sea F un subconjunto de R™. Se dice que E es un conjunto

acotado si existe una constante M > 0 tal que

|zl <M, xekE.

Definicion 2.12.- Diremos que un subconjunto K de R™ es compacto si es si-

multaneamente cerrado y acotado.

Ejemplos 2.13.-

2.13.1.- Todo subconjunto finito de R™ es compacto.

2.13.2.- Todo multi-intervalo cerrado y acotado de R"
[a1, b1] X [ag, ba] X -+ X [an, by]

es un conjunto compacto.

§3 LIMITES.

Definicion 3.1.- Sean A un conjunto de R", a un punto de acumulacion de A y
f una aplicacién de A en R™. Se dice que I € R™ es el limite de la aplicacién f en el

punto a si para cada nimero real € > 0 existe § > 0 tal que

1f(z) =l <e,

para cada & € A, con 0 < || —a| < 0.

Observacion 3.2.- En la definiciéon anterior intervienen dos normas, una definida

en R™ y otra en R™. La distincion entre ambas viene dada por el contexto.
Proposicion 3.3.- Si la aplicacion f tiene limite en el punto a, éste es tinico.

Notacion: Si la aplicacion f tiene limite I en el punto a se escribe

lim f(x) =1 o f(x) — 1, cuando x — a.

La nocién de limite restringida a subconjuntos de uno dado tiene exactamente la

misma aplicacién en este caso que en el de funciones de una variable.

Definicion 3.4.- Sean A un subconjunto de R™, @ un punto de acumulaciéon de A
y f una aplicacién de A en R™. Si B C A y a es también punto de acumulacion de B,

el limite lim f|B(:13), si existe, se denomina limite de la aplicacion f en el punto a
r—a
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siguiendo (o a través de) el subespacio By se denota

lim f ().
x€EB

Teorema 3.5.- Sean A un conjunto de R”, @ un punto de acumulacién de A y f

una aplicacién de A en R™. Son equivalentes:
i) f tiene limite I en el punto a.

ii) Para cada subconjunto B C A tal que a € B’, f tiene limite en a a través de B, y

éste es precisamente .

Definicion 3.6.- Para cada j = 1,2,...,m la aplicacion
m; : R™ — R
(= (z1,22,...,2m))
T — Tj

se denomina proyeccion j-ésima en R™.

Si A es un subconjunto de R™ y f: A — R™ es una aplicacién la funcién real
fj = mjof se denomina componente j-ésima de f, 7 =1,2,...,m. En esta situacién es

usual denotar

f:<f17f27"'7fm)'

Proposicion 3.7.- Sean A un conjunto de R”, @ un punto de acumulacién de A,

y f=(f1, f2,..., fm) una aplicacién de A en R™. Entonces
lim f(x) =1= (¢1,02,...,0,) € R™

r—a
si, y soélo si,

lim f;(x) ={¢; € R, paracadaj=1,2,...,m.

r—a
Observacion 3.8.- Este ultimo resultado permite simplificar el estudio de limites
y los conceptos que de éste se derivan, considerando tunicamente funciones reales, es

decir, aplicaciones f:R"” — R.

3.9.- Limites iterados:

A la hora de abordar el estudio de la existencia de limites para funciones definidas
en conjuntos de R", con n > 2, puede parecer tentador proceder reduciendo el problema

al estudio de limites en una sola variable, concretamente, fijando n — 1 coordenadas.

Lamentablemente, la existencia de los limites iterados no garantiza la existencia del

limite, ahora bien, en caso de que existan todos los limites, deben coincidir. Para fijar
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ideas y atendiendo a una mayor simplicidad, enunciaremos el resultado para el caso de

una funcién real definida en un intervalo de R2:

Teorema: Sean f una funcién real definida en el conjunto A = (ay,b1)x(az2,b2) y

(ar, B) € A. Se supone que existe

lim x,y) =4,
(x,y)ﬂ(a,ﬁ)ﬂ v)

y que, para cada z fijo, x € (a1,by), existe lir% f(z,y) = ¢(x).
y—>

Si existe el limite iterado

lim ¢(x) = lim < lir% f(:c,y))
r— r—Q y—

coincide con ¥.

En consecuencia, si existen los dos limites iterados pero

lim <y15% f(:c,y)) # Z}E% (gig(le(:v,y)) :

r—Q

la funcién f no puede tener limite en el punto («, ().

Propiedades 3.10.- Sean A un conjunto de R™ y a un punto de acumulacion
de A. Supongamos que f, g son funciones de A en R™ y h es una funcién de A en R
tales que

lim f(x) =1, lim g(x) =k, y lim h(x) = A.

r—a r—a r—a

Entonces:
i) lim(f +g)(@) =1+k.
ii) lim(hf)(x) = AL

r—a

iii) lim(f-g)(x) =1 k.

r—a

iv) SiA#0,y h(z) # 0 para cada « € A, alsligl Yn(z) =1/

Definicion 3.11.- Sean A un conjunto de R™ y f una aplicacién de A en R™. Se

dice que f es acotada si existe una constante M > 0 tal que

|f(z)|| < M, paracadazx € A.

Proposicion 3.12.- Sean A un conjunto de R™, a un punto de acumulacién de A
y f una aplicacién de A en R™. Si f tiene limite en a, existe un ntimero real § > 0 tal
que f estd acotada en AN (B(a,d)\ {a}).
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Proposicion 3.13.- Sean A un subconjunto de R"™ y @ un punto de acumulacion

de A. Si f:A—R y g:A— R™ son aplicaciones tales que
lim f(x) =0

y g estd acotada en AN (B(a,d) \ {a}) para algiin nimero real § > 0, entonces

lim f(x)g(x) =0.

r—a

Aparte de las propiedades aritméticas, las funciones reales verifican, respecto al
orden, propiedades similares a las de las funciones de una variable. Para no abundar en
detalles enunciaremos una de ellas, dejando que el lector adapte el resto (tales como el

criterio del sandwich) al caso de funciones de varias variables.

Proposicion 3.14.- Sean A un conjunto de R™, a un punto de acumulacién de A

y f una funcién de A en R. Si existe lim f(z) = ¢ # 0, se tiene que:

i) Si ¢ > 0, dados ntimeros reales a y  con 0 < a < £ < 3, existe un nimero real

d > 0 tal que para cada ¢ € AN B(a,d) con & # a, se verifica que a < f(x) < f.

ii) Si ¢ < 0, dados numeros reales a y § con o < ¢ < 3 < 0, existe un ntmero real

d > 0 tal que para cada ¢ € AN B(a,d) con & # a, se verifica que a < f(x) < f.

Es decir, f toma valores con el mismo signo que el del limite en los puntos de un

entorno adecuado de a distintos de él.

§4 CONTINUIDAD.

Definicion 4.1.- Sean A un conjunto de R™, @ un punto de A y f una aplicacion
de A en R™. Se dice que f es continua en a si para cada niimero real € > 0 existe 6 > 0

tal que
If (@) = fla)ll <e,
para cada ® € A, con ||z — al| < 4.

Si f es continua en todos los puntos de A, se dice que f es continua en A.

Ejemplos 4.2.-
4.2.1.- La norma euclidea es una funcién continua en R".

4.2.2.- La proyeccién j-ésima m;: R™ — R es una funcién continua en R".
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Proposicion 4.3.- Sean A un conjunto de R”, a un punto de A y f una aplicacion
de A en R™.

i) Si a es un punto aislado de A, entonces f es continua en a.
ii) Si @ es un punto de acumulacién de A, entonces f es continua en a si, y sélo si,

tiene limite en a y verifica lim f(x) = f(a).
r—a

Teorema 4.4.- Sean A un conjunto de R™, @ un puntode Ay f = (f1, fo,..., fm)
una aplicacion de A en R™. Entonces f es continua en a si, y sélo si, cada una de las

funciones componentes f1, fa, ..., fi, es continua en a.

Proposicion 4.5.- Sean A un conjunto de R y a un punto de A. Sean f, g
aplicaciones de A en R™ y h una funcién de A en R. Supongamos que f, g y h son

continuas en a. Entonces las aplicaciones

son continuas en a.

(si h(a) # 0)

SN

Teorema 4.6.- Sean A un subconjunto de R” y B un subconjunto de R™. Sean
f:A — Byg:B — RP aplicaciones tales que f es continua en a € A y g es continua

en f(a) € B. Entonces la aplicacién compuesta go f es continua en a € A.

Proposicion 4.7.- Sean A un conjunto de R” y f una aplicacion de A en R™.

Entonces:

i) Si A es abierto, f es continua en A si, y sélo si, para cada conjunto abierto U de
R™ se tiene que f~1(U) es abierto (de R™).

i) Si A es cerrado, f es continua en A si, y sélo si, para cada conjunto cerrado F' de
R™ se tiene que f~!(F) es cerrado (de R™).

Teorema de Weierstrass 4.8.-
Sean A un conjunto de R™ y f una funcién continua de A en R™. Si K es un

subconjunto compacto de A, entonces f(K) es compacto.

Corolario 4.9.- Sea f una funcién real continua en un conjunto compacto K
de R™. Entonces f es acotada y alcanza sus extremos, es decir, existen dos puntos a, b
de K tales que f(a) =my f(b) = M, siendo

m = inf{f(x) : ¢ € K} y M =sup{f(z) : x € K}.
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¢5 EJERCICIOS.

1.- Determinar los subconjuntos de R? tales que las relaciones

Y
1.1 2=1 <——————) 1.2.- 2 = log(1 —
z = log PR z =log(l —zy)
1.3.- z = \/xcos(y) 1.4.- z = \/sen (22 + y?)
1.5.- z = log (z + y*) 1.6.- 2 = /1 — (22 + 92)

definen funciones (x,y) — 2z de dichos conjuntos en R, es decir, los dominios mds

generales de las funciones definidas por estas expresiones.

2.- Determinar si las siguientes funciones tienen limite en el punto 0 € R™.

sen(||z|*)

2.1.- f(z) = W, x # 0.

_ log(1 — [|[])
- 2
(Ed|

log(l 4z 22+ xp)

2.3.- f(x) = - , x;>0,7=1,2,... n.
n

2.2.- f(x)

, 0<|x] < 1.

3.- Sea f una funcién real definida en una bola B(zg,7) C R?. Probar que son

equivalentes:
(a) f tiene limite £ en el punto o = (o, yo);
(b) la funcién g: (0,7) — [0, 00) definida por
g(o) = sup{}f(:co + ocos(0),yo + osen(h)) —¢| : 0 € [0,271']}
verifica que

lim g(p) = 0.

o—0

4.- Determinar si existen los limites de las siguientes aplicaciones en los puntos que

se indican:

4.1.- .f('xvy) =

en el punto (1,1).

( y—1 (z-D(y -1
1+ (

$—1)2+(y—1)2’ (58_1)2‘}‘(21—1)2)’ (z,y) # (1,1),
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e —1 1+ 2y
s

4.2.- f(x,y) = ( — lo )), x,y > 0, en el punto (0,0).

4.3.- f(z,y) = @ —<:i); j_)(—;;g ek (x,y) # (1,1), en el punto (1,1).
4.4.- f(z,y) = (1+27 +yy2) sen(y)’ y # 0, en el punto (0,0).

4.5.- f(x,y) = f—! e_|y|/$2, x # 0, en el punto (0,0).

4.6.- f(x,y) = L= cosy(\/@) , x,y >0, en el punto (0,0).

4.7.- f(z,y) = L 00;2( +‘ 222 il yQ), (x,y) # (0,0), en el punto (0,0).

4.8.- f(z,y) = (2* + y2)$2y2, (x,y) # (0,0), en el punto (0,0).

—le+yl _q
4.9.- f(z,y) = € Tr ol x4y # 0, en el punto (0,0).
ry
4.10.- f(x,y) = R (x,y) # (0,0), en el punto (0,0).

5.- Comprobar que las siguientes funciones tienen limite en el punto (0,0) € R? a
lo largo de cada recta que pasa por dicho punto, pero no tienen limite:

X . 2
g Sl—z#Fy% x? —y?
5.1.- YY) =< T+Y 5.2.- Y) = ———=,
f(z,y) flay) = — T

0 si—x =2

(z,y) # (0,0).

Si una funcién de R? en R tiene el mismo limite en un punto a lo largo de cada

recta que pasa por €él, ;tiene la funcién limite en dicho punto?

6.- Determinar los limites iterados en el origen de la funcién

:c2+y2
f(-fC,y) _$2+y47

i Tiene la funcién f limite en (0,0)7?

(z,y) # (0,0).

7.- Se considera la funcién f:R? — R definida por

) = (:c+y)sen<%)sen<$) si x#0 e y#0;
0 si x=0 6 y=0.
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Probar que no existe ninguno de los limites iterados de f en (0,0), pero existe el limite
de la funcién en ese punto.

8.- Sea f:R? — R la funcién definida por

TY—T+Y
flz,y) = Tty
0 si x+y=0.

si x+y#0;

i) Probar que existen los limites iterados de f en (0,0).

ii) ;Existe el limite en (0,0) de f?

9.- Determinar el dominio de definicién de la funcién
@.9) 22 42
fle,y) = -
2 y* + (z —y)?
Probar que la funcién f admite limites iterados en (0,0) y son iguales, pero no existe
el limite de f en el citado punto.

10.- Sea f:R? — R la funcién definida por

fay) =2 2+ (,) # (0,0);

0 si (z,y) = (0,0).

i) ;Es continua f en (0,0)?

ii) ;Existen los limites iterados de f en (0,0)?7

11.- Se considera la funcién f:R? — R definida por
| siox >y
x,Y) =
f(z,y) {|y| S <y,
Estudiar la continuidad de f en R2.

12.- Determinar los valores del parametro real @ > 0 para los que la funcion
f:R? — R definida por

=1y =1 |
o)~ GRS @ # L

0 si (z,y) = (1,1),

es continua en R2.
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13.- Estudiar la continuidad en R? de la funcién definida por

wsiy si (x .
fla,y) =S @ +y%)? (z,y) # (0,0);
0 si ('xvy) - (0,0)

14.- Estudiar la continuidad en R? de la funcién definida por

— LY & (a, 0,0);
o) = VAo (2,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0).

15.- Sean b € Ry f:R? — R la funcién dada por
2P

floy) =4 ="~y
b siox? =y.

si2? # y;

i) /En qué puntos es discontinua f?

ii) Determinar el valor que debe atribuirse a b para que la restriccién de f a la

recta de ecuacién x +y = 2 tenga el menor niimero de discontinuidades.

iii) Si g denota la restriccién de f al segmento que une los puntos (0,2) y (2,0),

para el valor de b hallado en ii), jes g una funcién acotada?

16.- Estudiar la continuidad en R? de la funcién definida por

2,2
_ Y 2 0.0.0):
f(.fC,y,Z): $6+y6+24 S1 ('xvyvz)#( » ),
0 si (z,y,2) =(0,0,0).

§6 SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS.

1.1.- {(z,y) e R?:y > 0,22 + 4% > 1} U{(x,y) e R? 1 y < 0,22 + % < 1}.

1.2.- {(z,y) eR?:zy < 1}

1.3.- {(0,y) : y € R}UkUZ{(:c,y) eR*:2 >0, - +2krn <y <3Z+2kr}U
€

kUZ{(:c,y) eER?:2 <0, Z+42kr <y <3+ 2kn}.
S

1.4.- kUZ{(:c, y) € R? : 2km < 2% 4+ y% < (2k + 1)7}.
€

1.5.- {(z,y) € R? : 2 > —y?}. 1.6.- {(z,y) e R? : 22 + 9% < 1}
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21.- 1. 2.2.- —oco. 2.3.- 1.

3.- Téngase en cuenta que:

24.- 0.

i) Para cada « = (z,y) € B(xo,7), * # X0, existen p € (0,7) (p = ||l — xo|]) ¥y

6 € [0, 27] tales que © = (z,y) = (zo + p cos(#), yo + p sen(h)).

i) g(o) = sup { /(@) — 4] : ||z~ @oll = p}.

4.1.- No existe (x,y%i—>m(1,1)f2<w’ Y). 4.2.- (x,y%i—>m(0,0)f2<w’ y) = 00.
4.3.- (x,y%i—>rn(1,1)f($’ y) = 0. 4.4.- (x,y%i—{n(o,o)f(w’ y) = 1.
4.5.- No existe (xiy%er%O’O)f(:c, Y). 4.6.- (x,y%i—>rn(o,0)f($’ y) = 0.
4.7.- (x,y%iin(o,o)f(w’y) =1/2. 4.8.- (x,y%iin(o,o)f(w’y) =1.
4.9.- (x,y%i—{n(o,o)f(w’ y) = —1. 4.10.- (ac,y%i—>rn(0,0)f($’ y) = 0.

5.1.- lir%f(:c, Ar) =1y lir% f(0,y) =0.
r— y—
5.2.- lir%f(:c, Ar) = (1—2)/(14+\?) y lir% f(0,y) = —1.
T — y—
i si—x # 2
La funcién f(z,y) =< z + y? Y™ tiene limite cero en (0,0) alo largo de
0 si—x = y?,
cada recta que pasa por el origen, pero no tiene limite en dicho punto.

6.- lim <lir% f(:c,y)) =1# lir% < lir% f(:c,y)) = oc0. No tiene limite en (0,0).
y— y— xr—

z—0
7.- Para cada x # 0, no existe lir% f(z,y); para cada y # 0, no existe lir% f(z,y).
y— €r—

Pero, como |f(z,y)| < |z + y|, se tiene que  lim  f(x,y) =0.

(z,y)—(0,0)

8.- lim <lim (:c,y)) =—1# lir% < lir% f(:c,y)) = 1. No tiene limite en (0, 0).
y— T —

rz—0 \y—0

9.- Dom(f) = R?\ {(0,0)}. Los limites iterados son nulos, mientras que el direc-

cional lir% f(z,z) vale 1.

10.- i) No, porque no existe  lim  f(z,y).
(2,9)—(0,0)
ii) lim (lim f(z,y)) = gli%(ili% f(z,y)) =0.

r—0 ‘y—0

11.- f es continua en R2.

12.- Para todo a > 0, f es continua en R? \ {(1,1)}. En xg = (1,1), usar el
ejercicio 3: como f(1 + pcos(f), 1 + psen(d)) = p>*~2| cos(6)|*| sen(6)|*, se deduce que
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lim  f(z,y) = f(1,1) =0 si, ysélosi, a> 1.
(z,y)—=(1,1)

1
13.- f no es continua en (0,0): lim f(z,z) = 2 # f(0,0) =0.

z—0
14.- Es continua en R2. Para probar la continuidad en (0,0), usar que || <
Gz o)l Tyl < [l(@, y)ll; y deducir que | f(z,y)| < |[(z,y)[| para cada (z,y) # (0,0).

15.- i) f es continua salvo en {(z,y) € R? : y = 22}. Los puntos que plantean méas
problemas son (0,0) y (1,1): usar que
: : 3 :
(ac,y%l—>rn(0,0) f(-T, y) - 17 alcl_>H11 f(SC, 1) - 5 ) 1}1_% f<17 y) =2.
y=x2—z3

ii) Si h es la restriccién,

z? 44 .
h(w):{f($,2—$):$+2 Sl$7£17_27
b sir=10x=-2.
La discontinuidad en z = —2 no es evitable, mientras que si se toma b = 5/3, h es

continua en x = 1.
iii) Si, porque g es continua en el segmento cerrado que une (0,2) y (2,0), que es

un conjunto compacto.

1
16.- f no es continua en (0,0,0): lim T, Y, 2) = = 0,0,0) =0.
f (0,0,0) o ) f(@.y,2) = 5 # f(0,0,0)

{a?=y?=2}
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FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES REALES.
TEMA 5 CALCULO DIFERENCIAL

La idea fundamental de todo el Calculo Diferencial es sencilla: tratar de obtener
propiedades sobre objetos (en la préctica funciones) que, sin ser lineales, admiten una
cierta “aproximacion lineal”. De hecho, si nos remontamos un poco en el tiempo, es
curioso observar que muchos de los resultados que se presentan en esta teoria aparecen
enunciados de forma puramente algebraica antes de la que podiamos denominar formu-
lacion moderna. No es de extranar esto si se piensa que muchos conceptos de Algebra
Lineal elemental, tales como el de Rango, Aplicacién Inversa, etc., tienen su andlogo en

el Céalculo Diferencial.

La presentacion actual de esta materia difiere bastante de su desarrollo historico,
en consonancia con el desarrollo de la Fisica Matematica, y cuyos primeros pasos se
pueden situar en el uso de las derivadas parciales por Euler, D’Alembert, etc. en el
siglo XVIII. Esto puede ser ilustrado con el hecho de que la continuidad fuese concebida
como una propiedad mucho maés fuerte que como se entiende hoy en dia, implicando la
derivabilidad. Este fundamento casi filoséfico, recogido en la frase de Leibnitz “Natura

non facit saltus”, prevalecié durante largo tiempo.
§1 DERIVABILIDAD Y DIFERENCIABILIDAD.

Cuando se consideran aplicaciones definidas en abiertos de R™, n > 1, carece de
sentido considerar cocientes incrementales de tales aplicaciones, y por tanto es imposi-
ble generalizar el concepto de derivabilidad en esos términos. Lo que si es posible es
generalizar el concepto de derivada a subespacios de dimension uno. Aparece asi el

concepto de derivada direccional y, como caso particular, el de derivada parcial.

Definicion 1.1.- Sean A un abierto de R", g un punto de A y f una aplicacion
de A en R™. Dado un elemento v de R™\ {0}, se dice que f admite derivada direccional
en el punto g sequn la direccion de v si existe el limite

i 4 (@0 + ) — f(@o)
h—0 h

Y
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y se denota
dof(xo) 6 Dyf(wo).

i)
Cuando se considera el vector v; = (0,0,...,1,...,0), el limite anterior recibe el

nombre de deriwada parcial de f respecto de x; en el punto xg, y se denota por

of
D;f(x 6 ——(xp).
’Lf( 0) awz( 0)
Si la aplicacion f admite derivadas parciales respecto de todas las variables en el
punto xq se dice que es derivable en dicho punto. Cuando f es derivable en cada punto

de A se dice que es derivable en A.

Observaciones 1.2.-

i) A la hora de definir las derivadas direccionales algunos autores consideran ex-
clusivamente vectores unitarios (de norma euclidea 1). Esto no aporta ventajas ni

desventajas a la definicion y optar por una u otra forma es cuestién de gusto personal.

ii) La segunda notacién para las derivadas parciales es, sin duda, la de uso més
extendido. Al igual que sucede para las funciones de una variable, tal expresién no

denota el cociente de dos nimeros; es simplemente, como se ha dicho, una notacién.

iii) Las derivadas direccionales, como derivadas de funciones de una variable que
son, gozan de las propiedades aritméticas de éstas; por ejemplo, si dos aplicaciones
definidas en un mismo abierto de R"™ admiten derivada parcial respecto de z; en un
punto del abierto, entonces la aplicaciéon suma admite derivada parcial respecto de z;
en dicho punto y resulta ser la suma de las derivadas parciales de las dos aplicaciones
en ese punto.

Dejamos que el lector deduzca el resto de las propiedades que procedan.

Ejemplos sencillos, como el que se puede ver en el ejercicio 2.3, muestran que el
hecho de que una aplicacién f sea derivable en un punto no implica la continuidad
de f en ese punto, ni siquiera la existencia de todas las derivadas direccionales implica
la continuidad. Se presenta asi la diferencia mas relevante con las funciones de una
variable.

El concepto de diferenciabilidad que sigue es equivalente en el caso unidimensional

a la derivabilidad.

Definicion 1.3.- Sean A un abierto de R", g un punto de A y f una aplicacion

de A en R™. Se dice que f es diferenciable en el punto xg si existen una aplicacion
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lineal L de R™ en R™ y una funcién € de A en R™ con

lim |[(z)]| =0,

T—XTQ

de manera que
f(x) — f(xo) = L(x —x0) + () ||z — xo|| paracadazxz e A.

La aplicacion lineal L, si existe, es tinica y recibe el nombre de diferencial de f en

el punto xy. Esta aplicacion, se denotara por

(df)wo ’ d.f<w0) 0 f/(wo) .

Si f es diferenciable en todo punto de A se dice que es diferenciable en A.

Observacion 1.4.- Si A es un abierto de R” y f: A — R™ es una aplicacion
derivable en el punto xy € A, la matriz cuyas m filas son las n derivadas parciales de

cada una de las m componentes f; de f, esto es,

Y

Of1, f2,- s fm)
( ]f<w0))11§jsgn enotada usualmente por (1,72, )

se denomina matriz jacobiana de f en el punto xy. Si, ademas, f es diferenciable
en x(, entonces la aplicacién lineal f’(xg) viene dada de forma matricial respecto de

las bases estandar de R™ y R™ por dicha matriz jacobiana, es decir,

Difi(xo) Dafi(xo) -+ Dnfi(xo) hi
f’(wo)(h’l’hQ""’hn) = D1f2(:130) D2f2<w0) an2<w0) h:2 (1)
Difm(@s) Dafn(@) - Dufml(@e)) \ha

Si f es una funcién real definida en un abierto A de R", derivable en el punto
xo, la matriz jacobiana de f en xy se denomina también gradiente de f en el punto

xo y se denota por V f(xg), esto es,

Vf(zo) = (D1f(xo), Da2f(0),...,Dnf(xo)) .

Si, ademads, f es diferenciable en dicho punto, la férmula (1) se representa también en

este caso mediante el producto escalar

f'(zo)(h) = Vf(zo) h.

Observacion 1.5.- La diferencial de una aplicacion en un punto tiene la misma
interpretaciéon geométrica que para el caso de funciones reales de variable real. Tlus-

traremos esto con un ejemplo de facil visualizacién:
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Consideremos una funcién real f definida en un abierto A de R? que es diferenciable

en el punto g = (x9,yp) € A. La funcién

ola,y) = flao) + 5 wo) (2 = 20) + 5 (20) (v~ o)

proporciona la “mejor aproximacién” afin de f. La grafica de esta funcion es un plano
afin (en R3), que contiene al punto (xo,yo, f (a:o)), y se denomina plano tangente a la

superficie z = f(z,y) en dicho punto. Los vectores

of of
1) I ) ) (Oa 1) a0 ) ) )
( 0, 5 (0, %0) y Dy (%o, Yo)
derivadas en el punto t9 =0 de las aplicaciones

t'_>(x0+tay0af(w0 +tay0)) y tH(anyO +taf(x05y0 +t))a

respectivamente, resultan ser dos vectores directores de dicho plano.

Teorema 1.6.- Sean A un abierto de R", y un punto de A y f una aplicacién de

A en R™. Si f es diferenciable en xy entonces es continua en dicho punto.

Teorema 1.7.- Sean A un abierto de R", y un punto de A y f una aplicacién de
Aen R™. Si f es diferenciable en g entonces existen las derivadas direccionales segin
cualquier direccién en dicho punto, en particular, f es derivable en xy. Ademas se tiene

que, para cada vector v € R™\ {0},

Dy f (o) = (df )2, (v) = f'(w0)(v).
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De nuevo, al igual que sucede respecto a la continuidad, estos conceptos admiten

una lectura en términos de aplicaciones a valores reales.

Teorema 1.8.- Es condicién necesaria y suficiente para que una aplicacion f de
un abierto A de R™ en R admita derivada direccional en un punto x( segin el vector
v (resp. sea diferenciable en el punto x() que asi se verifique para cada una de sus

funciones componentes f;, 1 =1,2,...,m.

Condicién necesaria para la diferenciabilidad de una funciéon en un punto es la exis-
tencia de todas sus derivadas direccionales; sin embargo, tal condicién no es suficiente,
a menos que se anada la hipotesis de continuidad de dichas derivadas. Esta hipétesis se

puede debilitar en el sentido siguiente:

Teorema 1.9.- Sea f una aplicacién de un abierto A de R™ en R™. Si en todos los
puntos de un entorno de xy € A existen todas las derivadas parciales de f y, excepto

quiza una de ellas, son continuas en xq, entonces f es diferenciable en dicho punto.

Proposicion 1.10.- Sean A un abierto de R”, xy un punto de A, f, g aplicaciones

de A en R™ y h una funcién de A en R, todas ellas diferenciables en x(y. Entonces

i) f+ g es diferenciable en g y
(f +9) (zo) = f'(z0) +g'(x0) -

ii) h f es diferenciable en ¢ y

(h f) (o) = h(wo) f'(x0) + f(20) K (20) ,

es decir,

(h ) (z0)(v) = h(xo) £ (w0)(v) + h'(@0)(v) f(w0) para cada v € R™.

iili) p= f-g es diferenciable en ¢y y
p'(xo) = f(xo) - g'(x0) + f'(x0) - g(x0),
es decir,

P'(@o)(v) = f(zo) - g'(x0)(v) + f'(x0)(v) - g(w0) para cada v € R™.

iv) Sih(xg) # 0, 1/p es diferenciable en ¢ y

(5) @) = h<;z)2 W ().
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Regla de la Cadena 1.11.-

Sean A un abierto de R", B abierto de R", f una aplicacion de A en R™ con
f(A) C By g una aplicacién de B en RP. Si f es diferenciable en el punto ¢y € A
y g es diferenciable en el punto yo = f(xo) € B entonces la aplicacién h = go f es

diferenciable en el punto x(; ademas
h'(zo) = g'(yo)o f'(w0) = g'(f(x0)) o f' (o) -

Observacion 1.12.- De acuerdo con la representacion matricial de la aplicacion
diferencial en las bases candénicas mediante la matriz jacobiana, este tltimo resultado
permite expresar las derivadas parciales de la funcién compuesta en términos de las
parciales de las funciones componentes. Explicitamente: con las hipdtesis y notacion

de 1.11, se tiene que

Z 3% 3fk< )
(%cj 8yk (%cj

para todosi=1,2,...,p y j = 1,2,...,
§2 DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR.

A la vista del resultado 1.8 serd suficiente considerar, en lo que ahora nos ocupa,

unicamente funciones reales definidas en conjuntos abiertos de R™.

Definicion 2.1.- Sea f una funcion real definida en un abierto A de R", que
admite derivadas parciales en todos los puntos de A. Dichas parciales definen, a su vez,

funciones de A en R,
of

A—-R
O0x; -

0
z - oL (@) = D, (=)

j
para las cuales pueden existir también derivadas parciales en los puntos de A. Estas

ultimas reciben el nombre de derivadas parciales sequndas de la funcion f 'y se denotan

o (9f 0% f
Ox; (%) (@) = Oz; Oxj (@) = Dijf().

Se definen, de forma andloga, las derivadas parciales de f de orden m superior al

por

segundo: D i, i f(x).

Cuando la funcién f admite derivadas parciales hasta el orden £ > 1 en cada punto

de A y éstas son continuas en A, se dice que la funcién es de clase C* en A y se representa

feckA).
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Si f es de clase C¥ en A para cada k € N se dice que es de clase C* en Ay se
representa f € C>(A).
Al decir que f es de clase C° en A (denotado por f € C°(A)), se quiere significar

que f es continua en A.

Definicion 2.2.- Sea A un abierto de R™. Se dice que una aplicaciéon f: A — R™

es de clase C* en A si asf lo es cada una de sus funciones componentes.

Observacién 2.3.- Si f: A — R™ es una aplicacién de clase C*, k > 1, en el

abierto A de R”, entonces f es diferenciable en A. (ver 1.9)

Al trabajar con funciones sencillas, por ejemplo polinomios en varias variables, se
observa que derivadas parciales de orden superior respecto de las mismas variables, pero
en distinto orden, son iguales. El resultado mas importante que justifica esta igualdad

de las “parciales cruzadas” es el teorema de Schwarz.

Teorema de Schwarz 2.4.-
Sea f una funcién real definida en un abierto A de R™ y de clase C? en A. Entonces,
para cada ¢y € A y cada par de indices distintos ¢,j € {1,2,...,n} se tiene que
0% f 0% f
M(%‘O) = W(%‘O)-

Observaciones 2.5.-

i) Resulta que en la mayoria de los modelos de la Fisica Matemética las magnitudes
involucradas se suponen tan regulares (derivables) como sea necesario, y es por tanto
usual que en estas situaciones la igualdad de las derivadas cruzadas se asuma, a tenor
del resultado precedente, sin mayor dificultad. La funcién cuyo estudio se propone en

el ejercicio 14 proporciona un sencillo ejemplo en sentido opuesto al de este teorema.

ii) A la hora de representar las derivadas parciales de orden superior (o sucesivas),
en la notaciéon de Leibnitz, se sigue el siguiente criterio de simplificacién: al derivar
sucesivamente respecto de la misma variable esto se indica mediante un exponente que
representa la multiplicidad de esa derivada; asi, la expresién

aml—l—mz—l—...—l—mnf
Ox1™ Qxo™2 ...0x, ™ (@)

representa la derivada de orden m +...4+m,, de f derivando m; veces respecto de cada

variable z;. Para funciones suficientemente regulares, en virtud del teorema anterior, el

orden de derivacién es irrelevante.
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Lema 2.6.- Sean A un abierto de R", B abierto de R™, f: A — By g: B — RP,
ambas aplicaciones de clase C*¥ en A y B, respectivamente. Entonces, la aplicacién

compuesta h = go f es de clase C¥ en A.

La férmula de Taylor para funciones de varias variables tiene el mismo significado
conceptual que en el caso de una variable: “Aproximar localmente una funcién definida

en un abierto A de R™ por un polinomio”.

Férmula de Taylor 2.7.-
Sean A un abierto de R", f: A — R una funcién de clase C¥*! en A y 2y € A. Si
B(xo,7) C A (r >0), para cada x € B(:z:o, ), se tiene que

f(x) = f(z )+% aaf( Z 8%18%2 (z0) hj, hjy + ...
=1 J1,J2 1
k
" %] 1, % a'lea'::lf aw]k ( ) hjl hj2 o hjk (2)
1 n 8k+1f
i (k+1) jl,...%i—l_l 0, Oj, ... Ojy (o +6R) hj, hyy - Pjria s
siendoh = x—xo = (h1,h2,...,hy),y 6 € (0,1) un nimero que depende de h (obsérvese

que xo + Oh pertenece el segmento que une xy y x, que esta contenido en B(xg,T)).

Observaciones 2.8.-

i) Con la notacién de (2), la diferencia

1 & oty
h) — — Oh)h;: h; ---h;
f(wo * ) (k + 1)' j17...;k+1—1 a.ijl aw]é <. a$jk+1 <w0 * ) e et
es un polinomio de grado a lo sumo £ en las n variables hq, ho, ..., hy,, denominado poli-

nomio de Taylor de orden k de la funcién f en el punto @, y denotado por T (f, xo)(x).

ii) Haciendo uso del teorema de Schwarz, la férmula de Taylor se expresa como

f@) =) +Y S Oy ping

m=1 ji+j2+-+jn=m ‘71"72"7”' a$]118$%2 aw”n

1 rHLf ( oh) 11 i
+ E — - . . (2o + Oh) hI*hI2 .- hin
Jitat o Tgnekr 1N T2 dnl O 02 - Oy b "

donde j; € NU {0} para todo i (la derivacién respecto de z; no se efectia si j; = 0).
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Lema 2.9.- Sean A un abierto de R", f: A — R una funcién de clase C¥ en Ay

xo € A. El polinomio de Taylor de orden k de f en el punto g verifica que

f@) = Tilf @) (@)

=00 e — ol

De hecho, Tj(f, xo)(x) es el Gnico de entre todos los polinomios de grado menor o igual

que k que verifica la relaciéon anterior.
En otros términos, existe una funcién e: A \ {xo} — R, con
lim e(x) =0,
T—XTQ

de modo que para cada € A\ {xo} se tiene que

f(@) = Tii(f,xo) (@) + | — mo||" ().

Ejemplos 2.10.- Se dan a continuacién versiones particulares correspondientes a

los casos méas comunes de la Férmula de Taylor:

2.10.1.- Sea f una funcién de clase C3 en el disco abierto B(xo,r) C R?. Existe
una funcién e: B(xo, ) \ {zo} — R, con lim e(x) = 0, y tal que para cada h € R? con
T—XTQ

|h|| < r se tiene que

0 0
-+ h) =f(e0) + (o) + 5 (@) b
102 f ,  Of 19°f >
+ §W<w 0) hi —i—m(iﬂo) hiho + §a—y2(330) h5
L0 e LB 1 0% FELE S
* 5 0us P ¥ g2, (@) iha ¥ 55 5,8 (@0 ks + 5o (o) B

+ |R|? e(xo + h).

2.10.2.- Sea f una funcién de clase C3 en la bola abierta B(zg,r) C R3. Existe

una funcién e: B(xo, ) \ {zo} — R, con lim e(x) = 0, y tal que para cada h € R? con
T—XTQ
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|h|| < r se tiene que

F@o+ ) = f(ao) + 5t @)l + 5 (@) e + 5 (@)
%%( 0) h? + 5(;27];( 0) b3 + 5%(330)}13
+ gg (x0) h1hg + aa;g (xo) hihs + aa;gz (zo) hahs
%%(mo)h? - é%( 0) h3 + é%(afo)hg
;aazf; (o) hithz + %aagg (o) Piths + ;aaZfQ (o) b
* 8:68(;;82 (@o) hahzhs

+ ||| e(xo + h).

§3 EXTREMOS RELATIVOS.

Definicion 3.1.- Sean f una funcién real definida en un abierto A de R", y a
un punto de A. Se dice que f presenta un mdzimo (resp. minimo) local o relativo en

ese punto si existe un entorno V' de a, contenido en A (una bola centrada en a, si se
prefiere), tal que f(x) < f(a) (resp. f(x) > f(a)) paratodo x € V.

En cualquiera de los casos anteriores se dice que f presenta un extremo local o
relativo en a. Si las desigualdades anteriores son estrictas para cada x # a el extremo

se dice estricto.

Teorema 3.2.- (condicién necesaria para la existencia de extremos)

Sean A un abierto de R™, a un punto de A y f una funcién de A en R que es
diferenciable en a. Es condicién necesaria para que f presente un extremo relativo en a
que su diferencial en dicho punto sea nula, f’(a) = 0, o equivalentemente, que

of

8:cj(a) =0 paracadaj=1,2,...,n
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Antes de dar condiciones suficientes para la existencia de extremos relativos, hare-
mos una breve revision de algunos conceptos algebraicos que serdn fundamentales para

este estudio.
3.3.- Formas Cuadraticas.

Definicion 3.3.1.- Una forma cuadrdtica en R™ es una aplicacion Q: R™ — R dada
por un polinomio homogéneo de grado 2, es decir, de la forma

Q@) = Q(z1,%2,....20) = Y cyTizy, cij €R.

1<i<j<n

Se dice que la forma cuadratica @ en R™ es definida positiva (resp. negativa) si
Q(x) > 0 (resp. Q(x) < 0) para cada x € R", x # 0.

Se dice que la forma cuadratica @ en R™ es semidefinida positiva (resp. negativa)
si Q(x) > 0 (resp. Q(x) < 0) para cada x € R™.

Se dice que la forma cuadratica @@ en R™ es indefinida si no es semidefinida, es

decir, si toma valores estrictamente positivos y negativos en distintos puntos de R"™.

Observacion 3.3.2.- Una matriz simétrica A define una forma cuadratica median-
te la expresion

Qx) =z Ax". (3)

Teorema 3.3.3.- Si A es una matriz cuadrada y simétrica con coeficientes reales

todos sus autovalores son reales.

Proposicion 3.3.4.- Sea ( una forma cuadratica en R™ representada por la matriz

simétrica A segun (3).

i) @ es semidefinida positiva si, y sélo si, todos los autovalores de A son positivos.

Es definida positiva si, y sélo si, todos los autovalores de A son estrictamente positivos.

ii) @ es semidefinida negativa si, y sélo si, todos los autovalores de A son negativos.

Es definida negativa si, y solo si, todos los autovalores de A son estrictamente negativos.

iii) @ es indefinida si, y sélo si, A tiene al menos un autovalor estrictamente positivo

y al menos uno estrictamente negativo.

Dada una matriz simétrica A = (a,-j)Kz. j<n» Dara cada k = 1,2,...,n se denota
por Ay al determinante
Ak = det (a,-j)

1<i, i<k~
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Proposicion 3.3.5.- Sea () una forma cuadratica en R™ representada por la matriz

simétrica A. Con la notacién anterior:
i) Q es definida positiva si, y s6lo si, Ay > 0 para cada k =1,2,...,n.

ii) Q es definida negativa si, y sélo si, (—1)* Ay > 0 para cada k =1,2,...,n.

Volviendo al problema que nos ocupaba:

Definicién 3.4.- Sean A un abierto de R" y f una funcién de clase C? en A. Si

a € A la matriz (simétrica en virtud del teorema de Schwarz)
0% f
ita) = (73— ()
aZCZ'aZCj 1<i,j<n

se denomina matriz hessiana de f en el punto a.

A partir de la representacién local que proporciona la férmula de Taylor se deducen

los siguientes resultados:

Teorema 3.5.- (condiciones necesarias para la existencia de extremo)

Sean A un abierto de R, @ un puntode Ay f: A — R una funcién de clase C? en A
con f'(a) = 0. Si f tiene un minimo (resp. maximo) relativo en a, la forma cuadratica
h— h Hf(a)h' es semidefinida positiva (resp. negativa).

En consecuencia, si esta forma cuadratica es indefinida f no puede presentar ex-

tremos en el punto a.

Teorema 3.6.- (condiciones suficientes para la existencia de extremo)
Sean A un abierto de R", a un punto de Ay f: A — R una funcién de clase C? en

Ay tal que f'(a) = 0. Entonces:

i) Si la forma cuadratica h +— h H f(a)h' es definida positiva (resp. negativa), f

presenta un minimo (resp. maximo) relativo estricto en a.

ii) Si las formas cuadréticas h — h H f(x)h' son semidefinidas positivas (resp.
negativas) para todos los puntos  de un entorno de a, f presenta un minimo (resp.

méximo) relativo en a.

§4 FUNCIONES INVERSAS E IMPLICITAS.

Este epigrafe se dedica a presentar dos teoremas fundamentales del Calculo Diferen-
cial: el teorema de la funcién inversa y el de la funciéon implicita, este iltimo sin analogo

posible en el caso unidimensional. Su germen se encuentra en los teoremas clésicos de
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Cramer y Rouché del Algebra Lineal; de hecho, pensar en el caso lineal puede servir de

gran ayuda a la hora de comprender el significado y alcance de estos teoremas.

Empezamos estudiando en qué condiciones una funcién, definida en un abierto A

de R™ y con llegada en R", es localmente invertible en el entorno de un punto a € A.

Definicion 4.1.- Sean A un abierto de R™, @ un punto de A y f una aplicacion

de A en R™ que es diferenciable en a. El determinante

Jdf(a) = det (Djf,-(a,))lq j<n = det (gfz (a,))
== Ly 1<i,j<n

se denomina determinante jacobiano de f en a.

Teorema de la Funcién Inversa 4.2.-

Sean A un abierto de R™ y f: A — R™ una aplicacién de clase C¥ (k > 1) en A.
Si a € A es tal que la aplicacién lineal f’(a) es regular, o equivalentemente, tal que
Jdf(a) # 0, entonces existen un abierto V' que contiene al punto a, y un abierto W
que contiene al punto f(a), tales que f aplica, biyectivamente, V' en W. Ademas, la

aplicacién inversa f~1:W — V es también de clase C¥ en W y se tiene

—1

() (f@) = (f(=)", zeV.

Observaciones 4.3.-

i) La ultima férmula es una igualdad de aplicaciones lineales, en particular, la
matriz jacobiana de f~! en el punto f(x) es la inversa de la matriz jacobiana de f en

T,y en consecuencia
1

357 (@) = 5y ®EV

ii) A diferencia del caso lineal, en el que la inversibilidad es global, este teorema
tiene caracter local, es decir, la regularidad de la matriz jacobiana de f en el punto a
solo garantiza, en general, la inyectividad de f en un entorno del punto a; considérese
por ejemplo la aplicacion

f:R? — R?
(z,y) — (" cos(y), €” sen(y))

Definicion 4.4.- Sean A y B dos abiertos de R™. Se dice que una aplicacion
@: A — B es un difeomorfismo o cambio de variables de clase C, si es biyectiva, de

clase C* en A, y la aplicacién inversa ¢~ ': B — A es también de clase C* en B.
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El objeto del teorema de la funcion implicita es precisar condiciones tales que, dada

una ecuacién

f((-fﬂl,wQ,---,-Tn)7(y17y27---,ym)):07 (4)
se pueda asociar a cada punto x = (z1,22,...,Z,) de un cierto conjunto X C R"™, un
tnico punto y = (y1, Y2, ..., Ym) de otro conjunto Y C R™, de manera que el par (x,y)

verifique la ecuacion. De esta forma, queda definida una aplicacién

Yy =p(x),

con los pares de valores que son solucion de la ecuacién anterior.

En estas condiciones la aplicacién ¢ se dice que esta definida implicitamente por la
ecuacién (4). Si ésta es lineal, la respuesta viene dada por el teorema de Rouché, pero
en el caso general la resolucién de tal ecuacién, aun cuando tenga solucién tnica, puede
resultar extremadamente dificil. Parece entonces conveniente conocer las propiedades

de la funcién ¢, aunque no se pueda obtener de forma explicita.

Teorema de la Funcién Implicita 4.5.-
Sean A un abierto de R"*™  f: A — R™ una aplicacién de clase C¥ (k > 1) en A,
y (a,b) un punto de A tal que f(a,b) = 0. Se supone, ademds, que
dfi
det ( f (a, b)) #0. (5)
9 1<i,j<m

Tn+j

Existen, entonces, un abierto U de R", con a € U, y otro abierto V de R™, con b € V,
tales que, para cada © € U existe un tnico ¢(x) € V con f(x,¢p(x)) = 0; ademds,

p:U — V es una funcién de clase C* en U.

Observaciones 4.6.-

i) A diferencia del caso lineal, el resultado tiene cardcter local; considérese por
ejemplo la funcién
f:R? - R
(z,y) = a® +y® — 1

ii) El teorema anterior admite una formulacién més general en el sentido siguiente:

“Sila matriz jacobiana de la aplicacién f en el punto ¢ € R"*"™ tiene rango maximo
(m), esto es, existen 1 < j; < jo < ... < jm < m+n tales que el menor correspondiente
a las derivadas parciales respecto de las variables x;,,xj,,...,x;,, tiene determinante
no nulo, entonces estas m variables quedan determinadas implicitamente en funciéon de

las n restantes en un entorno de dicho punto”.
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Esto se reduce al caso contemplado en 4.5 sin mas que considerar una permutacion

en el orden de las variables.

iii) La formulacién mas sencilla del teorema se obtiene para funciones definidas
implicitamente, reales y de una variable real (es decir, con la notacién del resultado, el

cason =m = 1):
Sean A un abierto de R?, f: A — R una aplicacién de clase C* (k > 1) en 4, y

0
a—£($07y0) # 0.

Existen, entonces, un abierto U de R, con x¢ € U, y otro abierto V de R, con yg € V,

(0, yo0) un punto de A tal que f(xp,y0) = 0. Se supone, ademads, que

tales que, para cada x € U existe un unico ¢(z) € V con f(z,p(x)) = 0; ademds,

©:U — V es una funcién de clase C* en U.

En este caso, se ha obtenido para el conjunto de las soluciones de la ecuacion
f(z,y) = 0 una representacién local (es decir, valida en un entorno adecuado del punto
(0,Y0)) en forma de grafo {(z,¢(z)) : © € U} de la funcién implicita ¢. Por lo tanto,
el conjunto solucién es (localmente) una “curva” en el plano con una expresion muy

familiar.

Otro caso muy interesante se obtiene para funciones definidas implicitamente, reales

y de dos variables reales (n =2, m = 1):

Sean A un abierto de R3, f:A — R una aplicacién de clase C* (kK > 1) en

A, y (x0,Y0,%0) un punto de A tal que f(xo,%0,20) = 0. Se supone, ademads, que

a(fﬁo,yo,zo) # 0. Existen, entonces, un abierto U de R?, con (zq,y0) € U, y otro
abierto V de R, con 2y € V, tales que, para cada (z,y) € U existe un unico ¢(z,y) € V
con f(x,y,o(x,y)) = 0; ademés, ¢: U — V es una funcién de clase C¥ en U. Por tanto,
las soluciones de la ecuacién f(x,y,z) = 0 se representan localmente como el grafo
{(z,y,0(z,y)) : (x,y) € U} de la funcién implicita ¢, es decir, el conjunto solucién es

(localmente) una “superficie” en el espacio tridimensional.

iv) Aun sin conocer explicitamente la aplicacién ¢, es posible calcular sus derivadas
parciales sucesivas en el punto a, lo cual se reduce a resolver una serie de sistemas
lineales cuya compatibilidad viene garantizada por el hecho de que el determinante
jacobiano respecto de las ultimas variables no sea nulo.

En efecto, en las mismas condiciones y con la misma notaciéon que en el teorema

4.5, denotemos por F' = (F1, Fs, ..., F,,) a la aplicacién definida en U por
F(x) = f(z,¢(z)).

Puesto que esta aplicacion es la idénticamente nula, todas sus derivadas parciales han
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de ser nulas en U. Asi, fijado 1 < k < n, se tiene para cada 1= 1,2,...,m
OF, ofi o~ Of; 0;
0= .
T, (291D = @l + X 5 pla) @)

En virtud de (5) también se tiene que, para todos los puntos & en un entorno de a,

oFf:
do (2 wpen) 20,
Ot 1<i,j<m

de manera que el sistema lineal dado por las m ecuaciones

m

afz aﬁoj afz .
— = =1,2,...
j:1 awn—k‘] (:B,go(:lj)) awk (w) a.fﬂk( 7<P(w))7 ? = 7m7
0p; . . .
en las m incognitas 8—< x),j=1,2,...,m, es compatible determinado, lo que permite
Tk

obtener las derivadas parciales de las funciones implicitas ¢;.

El sistema anterior se puede resolver mediante el método de Cramer; esta férmula,
que expresa las soluciones en funcién de los coeficientes del sistema, sirve para mostrar
que las funciones implicitas son de la misma clase, C*, que la aplicacién f.

Si f es ademds de clase C2, dados 1 < [,k < n, paracadai=1,2,...,m se tiene
que

2
(@ pla)

0 f; mo 2, g,
= oI pl@) + ) e (pl) S (@)

+Z ( 0% f; (z, p(z)) %(w) + hZ &CTLL(;B, p(x)) %—i?(m) %(«’B))

0=

0x10Tp+ oxy, +hO0%n4j oxy,

m
of; ¢,

+ T, o) ———(x
st 8:cn+j( () 0x;0xy
. . e aQSOj .
lo que da lugar a un sistema lineal en las m incégnitas 2.0 x),j=1,2,...,m, cuya
L1OX|

matriz de coeficientes es la misma que antes.
Notese que el término independiente viene dado por las derivadas de f y las par-

ciales primeras de ¢, que en el punto a ya han sido determinadas previamente.

Repitiendo este argumento se obtienen recursivamente las derivadas sucesivas de
las funciones implicitas en el punto a como soluciones de sistemas lineales, todos ellos

con la misma matriz de coeficientes.

v) En el caso més sencillo, descrito en la primera parte del apartado iii) anterior,
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para cada x € U se tiene que

[z, o(x)) = 0;
derivando respecto de x se deduce que
of of iy
o @ e@) + 5@ p@) e @ =0, zel

0
Puesto que a—f(:co, yo) # 0y f € C(A), también se tiene que para todos los puntos x
Y

en un entorno de x, %(:c, o(z)) # 0, de manera que
0
O (2. p)
90/<$) = - aw .
f
8_y<w’ o(z))

En el caso de mayor regularidad y repitiendo este argumento como en el apartado
anterior, se obtienen recursivamente las derivadas sucesivas de la funcién implicita ¢

en el punto zy como soluciones de ecuaciones lineales cuya incognita aparece siempre
0
multiplicada por el factor no nulo —f(:c, o(z)).

dy

¢5 EJERCICIOS.

Derivabilidad y Diferenciabilidad.

1.- Calcular las derivadas direccionales de las siguientes funciones en los puntos y

segun las direcciones que se indican:
1.1.- f(z,y,2) =2 +2y> + 32, en (1,1,0) segin la direccién (1, —1,2).

«
1.2.- f(z,y,2) = <§) , para x > 0, y > 0, siendo o > 0, en el punto (1,1,1),

segun el vector (2,1, —1).

2.- Estudiar la continuidad y existencia de derivadas direccionales en el punto (0, 0)

de las siguientes funciones de R? en R:

X . 2
5 Sl —x #y;
2.1.- f(z,y) = /|2yl 2.2.- f(z,y) =q 1Y
0 si—x = y>.
UG () # (0,0)
2.3._ f(:C’ y) — .:64 +y8 Y Y Y

0 si (x,y) = (0,0).
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3.- Estudiar la diferenciabilidad en R? de la funcién

o) — J—yfy si (2,y) # (0,0);

0 si (z,y) = (0,0).
4.- Demostrar que la funcion
2 2
oty .
si x4+ 0;
flzy) =9 =1y V7
0 siz+y=0,

no es diferenciable en los puntos de la forma (a, —a), a € R.

5.- Estudiar la diferenciabilidad en R2 de la funcién

~ Jrylog(a® +y?) si(x,y) #(0,0);
f@,y) _{ 0 si (z,y) = (0,0).

6.- Probar que es diferenciable en todo R? la funcién

?+y?) sen S si (x )
flz,y) = @ +v) (\/m) (z,y) # (0,0);
0 si (x,y) = (0,0),

of  of

y, sin embargo, las funciones 72 7 0 no son continuas en el punto (0,0).
Z Y

7.- Estudiar la diferenciabilidad en todo R2 de la funcién
3
T

flay) =< @ =y
0 si z? —y? = 0.

sin—yQ#O;

8.- Estudiar la diferenciabilidad en R? de la aplicacién f : R? — R3 dada por
<6x+y, sen(z — y), 72 sen (1/58)) siz % 0;

(e¥,sen(—y),0) six =0.

Flx,y) =

9.- Hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie:
9.1.- z = 22 + 93 en el punto (2, 1).

9.2.- z = sen(z — y) en el punto (0,0).
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10.- Demostrar que, si f es una funcion derivable en R, la funciéon u definida en

R? por u(z,y) = f(x?y) verifica la ecuacién

11.- Sean f y g dos funciones definidas en (0, c0), ambas derivables en ty = 1. Se
define la funcién wu : (0,00) % (0,00) — R por

Y
u(e,y) = fy) +9(2).
Calcular, si existen,
ou ou

- (L1) y a—y(

1.1).
o 1)

12.- Suponiendo que todas las funciones involucradas son diferenciables, calcular:

i) u'(t), siendo u(t) = f(x(t),y(t),=(t)).

... Ou ou . B

ii) 5 ¥ 350 siendo u(r, s) = f(:c(r, s),y(r,s), z(r, s))

v Ou Ou ou . B

iii) 3 95 ¥ a0 siendo u(r, s,t) = f(:c(r, s, t),y(r, s, t), z(r, s,t)).
] ou Ou ou .

iv) 5 Bs y 5 siendo u(r, s,t) = f(:c(r, s,t)).

Derivadas Sucesivas. Formula de Taylor. Extremos Relativos.

13.- En cada uno de los siguientes casos comprobar que las derivadas parciales
0% f 0% f
0xdy Y 0yox

cruzadas son iguales:

1
13.1.- f(z,y) = 2 + y* —4sen(zy)  13.2.- f(z,y) = —cos(y?), = #0
z

Y zy
155 f(e,3) = accs (1) 154 f(o,3) = svcte (—0)
3.3.- f(x,y) = arctg . f(z,y) = arctg T 21 g

13.5.- f(z,y) =log(1+zy), x>0,y > 0.

14.- Probar que existen en el punto (0, 0) las segundas derivadas parciales cruzadas
de la funcién

zy@ —y) _
flz,y) = Z1p 0 (z,y) # (0,0);

0 si (x,y) = (0,0),
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pero no son iguales.

15.- Sea f : R? — R una funcién de clase C? en R2. Si la funcién

u(z,y) = f(z,y) e
es tal que 52
u
Oxdy =0,
encontrar los valores de a y b para los que
o*f of of

Ooxdy Ox 0Oy

16.- Comprobar que la funcién u, definida en R? \ {(a,b)} por

u(w,y) = log (v/& =) + (y = 1)?)

verifica la ecuacion

0?2 0?2
8—:;; 8—;; =0. (Ecuacion de Laplace)

17.- Sea a > 0. Comprobar que la funcién u definida en R? \ {(z,0) : z € R} por

wiy= L
u(z,t) = —— e 4a®t
2Qa/7t
verifica la ecuacion 5 52
8_1; = a? 8—:;; . (Ecuacion del Calor)

18.- Determinar el desarrollo de Taylor de orden 3 de la funcién

f(z,y) =sen(z + 2y)

en el punto (0,0).

19.- Determinar el desarrollo de Taylor de orden 3 de la funcién

flzy) = @V cos(y)

en el punto (1,0).

20.- Utilicese la férmula de Taylor para expresar las siguientes funciones en poten-
clas de (x — 1) e (y — 2):

20.1.- f(x,y) =2+ 3 +ay’+z—vy
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20.2.- g(z,y) =2 +zy+y?+2z

21.- Calcular, si existen, los siguientes limites:

sen(x)sen(y) — zy .

21.1.- lim
(z,9)—(0,0) x? 4y
21.2.- lim r tg(zy) —sen(zy)

(2,9)=(0,0) (ex>+y* — 1)2 1 — cos(z)cos(y)
22.- Calcular los extremos relativos de las siguientes funciones:
22.1.- f(x,y) =23 +32y> — 152 — 12y.

22.2.- f(x,y) =22 —2zy+y?> + 2t + 9.

23.- Sea a > 0. Demostrar la desigualdad

3 3
w2+wy+y2+a—+a—23\3’/§a2, siz >0, y>0.
z Y

24.- Discutir, segtn los valores del parametro a, la existencia de extremos relativos

de la siguiente funcién:

flz,y) =2° —3az* —4ay® +1.

25.- Discutir, segtin los valores del pardmetro a, si en el punto (0,0) presenta un

extremo relativo la funcién

flx,y) =a(2zy+y* +ya® +cos(z +y)) + 2% (a® —y).

26.- Determinar los extremos relativos de la funcién

fl@,y,2) =2 +y* +322 +yz+222 —2y.

Funciones Inversas e Implicitas.

27.- Se considera la aplicacién f:R? — R? definida por

fa,y) = (2" —e¥,e").

i) Probar que f es inyectiva.

ii) Determinar el conjunto imagen f(R?).
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iii) Obtener explicitamente la aplicacién inversa f~1.

iv) Comprobar que las matrices jacobianas de f y ! en puntos correspondientes

son inversas una de la otra.

28.- Se consideran el abierto de R?
A={(z,y) eR? : x >0}
y la aplicacién f de A en R? dada por
-
f@w)=<

i) (Es f inyectiva en A?

, sen(z) + cos(:c)) .

ii) Determinar los puntos de A para los cuales existe un entorno donde f admite

inversa de clase C!.

iii) Para los puntos (x,y) hallados en el apartado anterior determinar la matriz

jacobiana de f~! en el punto f(z,y).

29.- Demostrar que la relacion
24y —3ry—1=0

define, en un entorno de 0 € R, una funcién implicita y = ¢(x) con ¢(0) = 1.

Determinar el desarrollo de Taylor de orden 3 en el punto 0 de la funcién ¢.

30.- Sea f una funcién real de clase C! en R, tal que f(0) =0 y f(0) = —2.

Demostrar que la relacion
y—zz=f(2)

define, en un entorno del punto (1,0) una funcién implicita z = z(z,y) con 2(1,0) = 0.

Probar que existe un entorno de dicho punto donde se verifica

31.- Calcular el polinomio de Taylor de orden 2 en el punto (1,1) de la funcién z,

con z(1,1) = 1, definida implicitamente en un entorno de dicho punto por la ecuacién

A2ty -2 =0.
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32.- Comprobar que el sistema
2y =1
r+2y+z2=4
define, en un entorno del punto 1, funciones implicitas y = y(x), z = z(z), con
y(1) =1, 2z(1) = 1. Calcular y/'(1) y 2'(1).
33.- En el abierto R? x (0, 00) se considera la ecuacién
v 4 log(z® +y* +2) =1.

i) Comprobar que dicha relacién define una funcién implicita z = z(z,y) de

clase C*° en una bola abierta centrada en (0,0) y tal que z(0,0) = 1.

ii) ;Presenta z algiin extremo local en (0,0)?

34.- Se consideran las funciones ¢g: R3 — R? y h: R? — R dadas por
gy, 2) = (x+y+z—1L 2y +22-1), h(u,v) = cos(u)+e’.
i) Calcular las derivadas de g y h en los puntos (0,0,1) y (0,0) respectivamente.

ii) Si f = hog, determinar la derivada direccional de f en el punto (0,0, 1) segin
el vector (1,1,—1).

iii) Demostrar que la ecuacién f(z,y,z) —2 = 0 define una funcién implicita

z = z(x,y) de clase C** en un entorno de (0,0) con z(0,0) = 1.

iv) Probar que la funcién z presenta un minimo relativo en el punto (0,0).
§6 SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS.

1.1.- D(1:—1:2)f(1’ 1, 0) = 3. 1.2.- D(2717_1)f(1, 1, 1) = (.

2.1.- Continua en (0,0); las derivadas direccionales segin vectores (vi,vs) con
v1 = 0 0 vy = 0 valen 0, y el resto no existen.

2.2.- No es continua en (0,0); las derivadas direccionales segin vectores (v, vs)
con v; = 0 valen 0, y el resto no existen.

2.3.- No es continua en (0,0); las derivadas direccionales segiin vectores (vi,vs)

valen vy /v$ si vy # 0,y 0 siv; =0.
3.- Diferenciable en R? \ {(0,0)}.

4.- La funcién f no tiene limite en (a, —a), para ningin a € R.
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5.- Diferenciable en R2.
of 0 f of Of

6.- %(0 0) = By —(0,0) = 0, pero las funciones Ry 7

7.- Diferenciable en R? \ {(z,y): |z| = |y|}.

no tienen limite en (0, 0).

8.- Las tres componentes de f son diferenciables en R2.

9.1.- d24+3y—2—-6=0. 9.2.- —z+y+2=0.

ou ou
1 - — = 2 / 2 -7 2 pl 2 .
0.- o =2zyf(a7y), 9y =" f(z%y)

1 GEL1) = () - g1, 5H0D = (1) +9/(0)

12.- i) Obviando los puntos en que se evalia cada funcién, se tiene que

o=y Oy
ii) En este y los siguientes apartados, basta cambiar, en la préxima expresién, r
por cualquiera de las otras variables para obtener las derivadas parciales restantes:
Ou Ofdx  Ofdy Of 0z
or Oz Or Ay or = 0z or

iii)a_u 8f8:c+8f8y+8f82 . 8u_df8:c_ 8_:8
Or Ox0dr Oyodr 0zO0r V) or T dx or or’
of of
14.- — (= =1, — 1.
8y<8 )(O’O) ’ 8:6(83;)(0 0) =
15.-a=b=—

1 4
18.- T3 (f, (0, 0)) (x,y) =x+ 2y — 6:63 — :c2y — 2:cy2 — gyg.

19.- T5(f,(1,0)) (2, 9) = 1+ (x — 1)% - %yQ.

20.1.- f(z,y) =12+ 8(x — 1) +15(y —2) +3(x — 1) +4(z — 1)(y — 2) + 7(y — 2)?
=13+ (z— 1)y —2)%+ (y — 2).

20.2.- f(z,9) =9+6(x —1)+5(y—2)+(z— 1>+ (z—1)(y —2) + (y — 2)%.

21.1.- 0. 21.2.- 0.

22.1.- Minimo relativo en (2,1), méaximo relativo en (=2, —1).

22.2.- Minimo relativo en (0, 0).
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3 3
23.- La funcién f(x,y) = 2% + 2y +y> + % + o presenta en el primer cuadrante

un tinico extremo relativo en el punto (¢/3,a/3), que es un minimo, en el que f
toma el valor 3v/3a2. Si (z,y) ¢ (a/g,3a) x (a/g,3a), entonces f(z,y) > 9a% > 3V/3a>.

Apliquese el teorema de Weierstrass en el compacto [¢/g, 3a] x [@/g, 3a] para concluir.

24.- Si a =0, f no presenta extremos. Si a > 0, en (0,0) hay un maximo relativo.

Sia <0, en (0,0) hay un minimo relativo.
25.- En (0,0) hay un extremo (minimo, de hecho) relativo si, y sélo si, a > 1.
26.- En (0,0,0) hay un minimo relativo.

27.- ii) f(R?) = {(u,v):u+v >0, v> 0}
iii) f~1(u,v) = (1/2log(u + v),log(v)).

28.- i) No. ii) Los puntos (z,y) con y # 0y x # % +km, keZ.

iif) (f 1) (f(z,9)) = (£ (z.) 7"
2
29.- T5(p,0)(z) =1+ 2 — §w3.
30.- A partir de la relacién y — z(z,y) x = f(z(x,y)), derivar respecto de x o de y

0z z )
para obtener — y —, respectivamente.
ox oy

1. Ty(z, (1, 1) (2,y) = 1 + %(:c 1)+ 137@ _ )

1/-988 5580 8129
S0 p—1)? _1)2-2 1 —1).

32.- y/(1) =0, 2/(1) = — 1.

33.- ii) z presenta un maximo relativo en (0, 0).

34.-i)g’(0,0,1):((1) ; ;) (0,0)= (0 1).

ii) D(1717_1)f<070, 1) — —2

.. 0z 0z 9%z 0%z 0%z 1
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TEMA 6 CALCULO DE PRIMITIVAS

El Cdlculo de Primitivas o Integracion Indefinida es una materia de especial impor-
tancia practica, siendo la base tedrica sobre la que se fundamenta relativamente sencilla
en cuanto a conceptos. Esta importancia se pone de manifiesto si se observa, entre
otras muchas cosas, que la inmensa mayoria de los fenémenos fisicos vienen descritos

por Ecuaciones Diferenciales, cuya resolucion tedrica necesita de esta materia.

La clase de funciones definidas en un intervalo que admiten primitiva en él es muy
amplia (por ejemplo, contiene a toda funcién continua); no obstante, el problema de
calcular la primitiva de una funcién es, en general, irresoluble, es decir, existen funciones

cuya primitiva no puede ser expresada de forma elemental (como la funcién de Gauss
O(z) = [e* dx).

A partir del epigrafe §2 nos centramos en el estudio de las primitivas de ciertas
clases muy concretas de funciones. Como se puede comprobar a lo largo de estas notas,
la mayoria de los métodos reducen el problema original al de las Fracciones Racionales,

que estudiamos en el citado apartado.
§1 DEFINICIONES Y PRIMERAS PROPIEDADES.

Definicion 1.1.- Sea f una funciéon real definida en un intervalo I de la recta real.
Se dice que la funcién F, definida y derivable en el mismo intervalo, es una primitiva
de f si se verifica que

F'(z) = f(x) <%(:c) = f(:c)) para cada x € I.

Nota: La definicién proporciona el conocimiento de las primitivas de un gran
nimero de funciones elementales (ver §9). Por ejemplo, puesto que sen’(z) = cos(x)
para cada x € R, la funcién seno es una primitiva del coseno en R.

Propiedades 1.2.-

De las propiedades aritméticas de la derivacién se deducen los dos siguientes resul-

tados, que proporcionan las primeras reglas practicas para la integracion:
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1.2.1.- Si F' es una primitiva de f y C es un numero real, entonces la funcién
F + C' es también una primitiva de f. De hecho, si G es otra primitiva de F', se tiene

que F' — (G es constante.

Nota: El conjunto de las primitivas de una funcién f se denomina Integral In-

definida de f,y se denota por

/f(:c)d:c 6 /f.

Segtn el resultado anterior este conjunto se obtiene sumando constantes a una primitiva

arbitraria, F', por lo que es usual escribir

/f(:c)d:c =F(x)+C.

En estas expresiones la variable “z” es irrelevante, lo mismo se podria escribir
f f(y) dy; la variable de integracién adquiere un papel destacado, por ejemplo, cuando

la funcién depende de dos o mas variables, como en
/sen(szQ) dzx .

1.2.2.- Si F, GG son primitivas de las funciones f y g respectivamente, definidas

ambas en un mismo intervalo I, y si a;, 4 son niimeros reales, entonces

aF+ 3G esunaprimitivade o f+pPg enl.

1.2.3.- De la férmula de derivacién del producto se deduce la

Formula de Integracion por Partes: Sean f, g dos funciones definidas en el

mismo intervalo y tal que ambas son derivables. Entonces
[ 1@)g @iz = j@)9(0) - [ £(0)gla) da
Esta formula se suele escribir de forma mas compacta
/udv =uv — /vdu,
donde u = f(z), du = f'(z)dx, v = g(x), dv = ¢'(z) dz.

Nota: La expresion (z)dz tiene perfecto sentido desde el punto de vista de las
aplicaciones lineales, para ser mas precisos, de las formas diferenciales. Aqui sélo nos

preocupa como formalismo de calculo.

1.2.4.- La Regla de la Cadena proporciona nuevos argumentos para el calculo de

Primitivas.
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Método de Sustitucion: Sean f y ¢ funciones de variable real tales que ¢ es
derivable y la imagen de ¢ estd contenida en el dominio de f. Si F' es una primitiva

de f, entonces

[ $eta) ¢ @) e = Fiet) +C.

Cambio de Variable: Sean f y ¢ funciones definidas en los intervalos (a,b) y

(¢, d) respectivamente, tales que ¢ transforma biyectivamente el intervalo (¢, d) en (a, b),

! son derivables. Al considerar la integral indefinida

/f(@(y)) ©'(y)dy = /g(y) dy

si G' es una primitiva de g, se obtiene que

/f(:c) dr = G(p () +C.

Este método es 1til cuando el cambio de variable transforma el calculo de la pri-

y tanto ¢ como ¢~

mitiva de f en el de la de g, conocida o més sencilla de obtener.
Notese que el argumento utilizado es exactamente el mismo que en el Método de

Sustitucion, solo que aplicado en sentido inverso.

Nota: Es usual representar, abusando de la notacién, las identidades de aplica-

ciones lineales dp(y) = ¢'(y)dy por dx(y) = ¢'(y)dy, e incluso
dx = ¢’ dy 6 dy = (o) da.

Este serd el criterio que seguiremos en adelante.
§2 INTEGRACION DE FRACCIONES RACIONALES.

Definicion 2.1.- Una funcién f se dice que es una Funcion o Fraccion Racional

si se escribe en su dominio de definicién como cociente de dos polinomios:

_ P()
Si el grado de P es mayor o igual que el grado de ) es posible escribir
_ Pl@) _ R(x)

donde C es el polinomio cociente y R es el resto, que tiene grado estrictamente menor
que el de Q. Es por esta razon que de ahora en adelante, y salvo que se diga lo contrario,
solo consideraremos fracciones racionales con el grado del numerador menor que el del

denominador.
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Teorema: Todo polinomio Q(z) con coeficientes reales se puede descomponer de

forma tnica como un producto
Qx)=C(x—a)™ ...(x —a,)"" q1(x)" ... qs(x)",

donde C € R, aq,...,a, son las raices reales de @), mq,...,m, son sus multiplicidades
respectivas, q1, ..., ¢s son polinomios ménicos de grado 2 sin raices reales, y ni, ..., ng

son sus multiplicidades.

Nota: El hecho de que los poliomios ¢; de la descomposicién anterior no tengan

raices reales significa que ¢;(z) = 22 + a;x + 3; con a? —4; < 0.
2.2.- Método de Descomposicion en Fracciones Simples.

Este método, que es 1til cuando los factores del denominador (ver teorema anterior)

son de multiplicidad baja, se basa en el siguiente resultado.

P(z)
Q(z)
entonces f(z) se escribe de forma tnica como
At Al A1,
f(z) = st
(x—a1) (z—ay) (x —ap)™
Ar,l AT,Q AT my
(x—a;) (x—ay)?2 ~  (x—a)m
n Biix+Cia N Biox+Cip Bip,z+Cip,
a1(z) q1(z)? o q1(z)™
BS +CS BS +CS BSH$+CSH
71 w 71 + 72 w 2 72 + . + b S - b S
qs(x) qs () gs ()™

donde los A; ;, B; j, C; ; son nimeros reales.

Teorema: Si f(x) = es una fraccion racional y ) se descompone como antes,

Y

Estos coeficientes se pueden calcular por el denominado Método de los Coeficientes

Indeterminados, que se reduce a un problema de Algebra Lineal.

Segtn lo anterior es suficiente calcular las primitivas de las fracciones que aparecen

en la expresién (x), denominadas Fracciones Simples.

2.2.1.- /d—w =log(|z — a|) + C.
r—a

dx 1 1
2.2.2.- = C > 1.
/(:c—a)” 1—n(:c—0z)”—1+ »

Ax+ B
2.2.3.- ———d A #£0;
/:c2+oz:c+ﬁ v A#0;
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En primer lugar se escribe la fraccion a integrar del siguiente modo
Az+B A 22+42B/4 A 2zx+4a +é 2B/p -«
24+arx+0 2224ax+8 2224+azx+p 2224+az+8°
Noétese que el numerador del primer sumando es la derivada del denominador, de

manera que la primitiva de este sumando es inmediata y resulta ser

A 2z+a A 9
_— :—l .
/2w2+a$+ﬁdm 5 og(lz* +ax +6])+C

La forma clasica para calcular la primitiva del segundo sumando es reducirla me-

diante un cambio de variable a una conocida. Puesto que
2 tazt = (x40 +(B-0g) = (z+p)?+7" =7 (@+ 1?2 +1),
donde p1 = /9,42 = § — a?/4, tras realizar el cambio de variable
T+p=~t; dr=-~dt

resulta

dx _/ dx _1/ dt
2 +az+f 72((:c+u)2/72+1)_fy 2+1

1 1
=7 arctg(t) + C = 5 arctg ((z + ,u)/,y) +C.

Az + B
2.2.4.- / Tt da, n > 1;
(22 + ax + B)"

Para calcular estas primitivas, después de haber escrito la fraccion como suma
de dos, igual que en 2.2.3, se puede utilizar un método de recurrencia (ver 8.1), pero
cuando en el denominador aparecen raices multiples, sobre todo si éstas son complejas
y de multiplicidad elevada, es méas comodo el método que exponemos en el siguiente

apartado.

2.3.- Método de Hermite.

No desarrollaremos completamente el método, nos limitamos a senalar la idea, que

es bastante sencilla. La derivada de una fraccién de la forma
1 A B
—— 0 Tt , n>1,
oy © @ razti)

es una nueva fraccién cuyo denominador tiene el mismo factor, pero con su multiplici-

dad aumentada en una unidad. En cierto sentido, la primitiva de una fracciéon racional
involucrara fracciones cuyo denominador tendra la multiplicidad de sus factores dis-
minuida en una unidad, si ésta es mayor que 1, mas otros términos de tipo logaritmico

o arco tangente que procederan de los factores irreducibles.
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Explicitamente:
P(x)
Q(x)

una fraccién racional, entonces

/ o) | [Ae)

M(x) B(z)

donde: M es un polinomio cuyos factores son los mismos de ), pero con su multiplicidad

Sea

Pl) ,
Q) ™

disminuida en una unidad; R es un polinomio (que hay que hallar) de grado menor que
el de M; B es el producto de todos los factores irreducibles de @ (es decir, BM = Q),
y A es un polinomio (que hay que hallar) de grado menor que el de B.

Para determinar estos polinomios basta observar que, segtin la definicién de primi-

tiva, debe verificarse que

P@)  d (R@))\ . A@)
mm‘m(Mm)+mm’

lo cual permite calcular los coeficientes de R(x) y A(x) por el método de los coeficientes
indeterminados. Una vez hecho esto, el problema se reduce a calcular la primitiva de

A(x) / B(x); que es posible segtin el método anterior.

§3 FRACCIONES RACIONALES DE LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS.

Este paragrafo lo dedicamos al cdlculo de primitivas de funciones del tipo
R(sen(z),cos(z)) ,

donde R es una fraccion racional de dos variables (aqui no se supone que el grado de P

sea menor que el de Q).
Ejemplo: Si R(z,y) = ————, entonces
y

R sen (o), cos(a)) = 2SI Lol

3.1.- El procedimiento general es reducir estas funciones a fracciones racionales

clasicas mediante el cambio de variable

t=tg(z/2),
con el que, a partir de las férmulas trigonométricas, se tiene que:
2t 1-—t? 2
sen(x) cos(x) = 1o dr = e dt.

BEERZE
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El integrando de la primitiva resultante es una funcién racional de t por serlo sen(x),

cos(z) y dx.

3.2.- Existen situaciones particulares en las cuales es posible resolver estas primi-
tivas de forma mas sencilla. Nos limitamos a describir los procedimientos sin justificar

las aseveraciones que se hacen:

3.2.1.- R(sen(z),cos(x)) es impar respecto al coseno:

Este caso se da cuando
R(sen(z), — cos(z)) = —R(sen(z), cos(z)) .
Mediante el cambio
t=sen(z); 1—t?>=cos(x)?; dt=cos(x)dx,
resulta que

/ R(sen(z), cos(x)) da = / S(t)dt,

donde S es una fraccion racional.

3.2.2.- R(sen(z),cos(x)) es impar respecto al seno:

Se verifica que
R( —sen(x),cos(x)) = —R(sen(x), cos(x)),
y haciendo el cambio
t =cos(x); 1-t*>=sen(x)?; dt= —sen(x)dx,

se transforma la integral en la de una fraccién racional.

3.2.3.- R(sen(z),cos(x)) es par respecto al seno y al coseno:
Esto significa que
R( —sen(z), — cos(z)) = R(sen(z),cos(x)) ;
se hace el cambio t = tg(x), resultando que
i = sen(x)?; LI cos(z)?; dt=(1+tg(z)’)dz o dx=
1+t B R 2 ’
y la primitiva original se reduce a una racional.

1

1%

Nota: Las relaciones trigonométricas permiten, en muchos casos, simplificar el

calculo de este tipo de primitivas; por ejemplo, la primitiva de la funcién f(x) = cos?(x)
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se puede resolver segiin el método expuesto en 3.2.3, pero resulta mas sencillo si se tiene

en cuenta que

1 cos(2z)
2 —
cos“(x) = 5 5

siendo las primitivas de los dos sumandos inmediatas.

3.3.- Primitivas de funciones reducibles a las anteriores.

Las fracciones racionales que involucran expresiones de la forma sen(max) o cos(nz),
donde m, n son nimeros naturales, se pueden reducir a las de los tipos anteriores expre-
sando sen(mx) y cos(nz) en funcién de sen(z) y cos(z), lo que es posible sin mas que

tener en cuenta las férmulas trigonométricas del angulo suma.

§4 FRACCIONES RACIONALES DE LA FUNCION
EXPONENCIAL.

4.1.- Nos interesamos ahora por las primitivas de funciones del tipo R(e”), donde
R es una fraccion racional.
El procedimiento general es realizar el cambio de variable
e =t, esdecir, x=1log(t),
con lo cual

1
dt =e“dx o dwzzdt

reduciéndose a la primitiva de una fraccion racional:

/R(e””)d:c :/@dt.

4.2.- Fracciones Racionales de las Funciones Hiperbdlicas.

Al igual que en el paragrafo §3 nos interesamos en las primitivas de las funciones del
tipo R(Sh(z),Ch(z)), donde R es una fraccién racional de dos variables. Recordemos
que las funciones hiperbdlicas se definen por
—e " et +e " Sh(x)

Ch = — Tgh =
(@) = . Tehlo) =

Entre sus propiedades (ver el apéndice del tema 3, dedicado a las funciones elemen-

eac

2 Y

Sh(z) =

tales), son fundamentales las dos siguientes:

i) Ch(z)? —Sh(z)* =1.
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ii) Sh’(z) = Ch(z); Ch'(z)=Sh(z); Tgh'(z)=1-Tgh(z)?* = Ch(n)?

4.2.1.- De forma analoga al método expuesto en el apartado 3.1, el cambio de

variable

t = Tgh(z/g); x=2ArgTgh(t); dx =

reduce estas primitivas a las de fracciones racionales. Dejamos como ejercicio para el

alumno el estudio exhaustivo de este procedimiento.

Nota: Es posible también aplicar el argumento de 4.1, puesto que toda fraccion
racional R(Sh(z),Ch(xz)) es una fraccién racional S(e”). Como ejercicio proponemos

demostrar esta ultima aseveracion (Indicacion: Nétese que eTe™™ = 1).

4.2.2.- Por ultimo senalaremos que los mismos argumentos utilizados en 3.2 pueden
ser repetidos, paso por paso, sustituyendo las funciones trigonométricas por las hiper-

bélicas de igual nombre.

§5 INTEGRALES DEL TIPO
/R w, —aw+b ml/nl’ aw+b m2/n27-.-7 aw+b mu/nu d:B.
cr+d cr+d cr+d

Aqui R denota una funcién racional de v + 1 variables, R(x,y1,...,%.), ¥y mi € Z,

ng € N para todo k =1,2,...,v. Por ejemplo, la integral

fx+1
z—1
/ dx
w—l m+1f
T+ 1 :c —1
es del tipo en cuestion, pues la funcién racional de 4 variables,

U1
TYs +y3’

R(SE, Y1, Y2, y3) =

permite escribir

) -1/ 34
I:/R(:c,(w+1) ,(”TH) ,(”TH) )d:c.
r—1 r—1 xr—1

La representacién no es unica. Invitamos al lector a dar varias representaciones,

tanto para esta funciéon como para las de los ejercicios propuestos.
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Sea p = m.c.m.(ny,na,...,n,). El procedimiento general para la resolucién de este
tipo de primitivas consiste en efectuar el cambio de variable
ar+b tPd — b
cx+d " a—tre’
que transforma la integral en la de una fraccién racional en ¢.

tP, es decir, T

5.1.- Casos particulares.

5.1.1.- Integrales del tipo /R(:c,:cml/”l,:ch/”2, . ,:cm”/”v) dzx.
5.1.2.- Integrales del tipo /R(:c, (az+b)" 1 (ax+b) "2 . (a:c+b)m”/nu) dx.
5.1.3.- Integrales del tipo /R(:c, m\/ axr + b) dx.

§6 INTEGRALES BINOMICAS o BINOMIAS.

Estudiamos en este epigrafe las primitivas del tipo
/wm(aw" + b)pdw,
donde m,n y p son nimeros racionales. Haciendo el cambio de variable
1
t=x": x=t"™m;, dr=—t""1dt,
n
se tiene que
1
/wm(ax” + b)pd:c = - /tq(at + b)pdt,
n

m+1
n

con q = — 1.

Sobre el integrando de la tltima primitiva se observa que:

6.1.- Sip € Z, es de la forma R(t,t?), con R fraccién racional, y la primitiva es del
tipo 5.1.1.

6.2.- Si g € Z, es de la forma R(t, (at + b)p), R fraccion racional, y la primitiva es
del tipo 5.1.2.

P
6.3.- Si p+ q € Z, es posible escribirlo como <atT+b) tP+4  que es del tipo
estudiado en §5 con c =1y d = 0.

Nota: La racionalizacion es imposible si no es entero alguno de los nimeros p,
q, p + q. En el caso de que los exponentes m, n o p no sean racionales no existe un

procedimiento general para el célculo elemental de estas primitivas.
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6.4.- Casos particulares: No se hace necesaria la reduccién a integrales del tipo

estudiado en §5 cuando se dan los siguientes casos.

6.4.1.- Si p es natural, por la Formula del Binomio de Newton
p
P\ kip—k ik
t+b)P = Pt
@t +op =3 (1) atwres,

y la integracién es inmediata:

p
/tq(at +b)Pdt =) (IZ) ak pp=F /t“q dt .

k=0

6.4.2.- Si q es natural, realizando el cambio

—-b 1
z=at+b; t="2 ; dt = —dz,
a a

se sigue que

/tq (at+b)P dt = aq1+1 /(z — b4 dz,
que es del tipo anterior.
6.4.3.- Si —(p + ¢ + 2) es natural, mediante el cambio
t= 2 dt = po dz,

se obtiene
/tq (at+b)P dt = — /z_(q+p+2)(a +b2)P dz

reduciéndose al caso 6.4.2.

§7 INTEGRALES DEL TIPO /R(a;, Vaz? { bz + c) de.

Como siempre R(z,y) denota una funcién racional de dos variables. Se supone que
existe un subconjunto A de la recta real (de hecho un intervalo o unién de dos intervalos)
tal que az?+bx+c >0 paratodo z € A, pues en caso contrario el problema no tiene

sentido.

Es posible obtener estas primitivas mediante diversos procedimientos, de los que

citaremos los siguientes:

7.1.- Racionalizacién.

A continuacién se exponen distintos tipos de cambio de variable segin el signo de

los coeficientes a y c.

UNIVERSIDAD DE VALLADOLID.



124 MATEMATICAS I (Sistemas de Tel.) - CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Telemética)

7.1.1.- Si a > 0, se puede hacer el cambio de variable

Vaz2+bx+c=+vazx+t.

Elevando al cuadrado y despejando x en funcién de t, se tiene que
2 —c

T b _2yat

r(t); dx=r'(t)dt
y en consecuencia
/R(:c, \/W) dr = /R(r(t), Var(t) + t) ' (t)dt;
esta tltima es una integral racional, pues R(z,y), r(t) y ' (t) son funciones racionales.

7.1.2.- Si ¢ > 0, es posible efectuar el cambio

Var? +br+c=tx++e.

Despejando = en funcion de t, se tiene que
2t\/c—b
r=—"—""———=r7r(); dr=r17(t)dt,
ED (t

con lo que la integral transformada es de nuevo racional.

7.1.3.- Si a < 0, el trinomio ax? 4+ bx + ¢ se anula en dos puntos, entre los cuales
toma valores positivos (cuando z tiende hacia +o0o 6 —oo, el polinomio tiende hacia
—00), es decir,

ar’ +br+c=a(x—a)(z—p).

Consideremos el cambio

Vaz?+bz+c=t(x—a).

Elevando al cuadrado esta igualdad se tiene que

— 2
a(x—pB)=t*(x—a), luego w:ai_itzazr(t); dx = r'(t)dt,

y la integral se reduce a una racional.

7.2.- Reducciéon a fracciones racionales de las funciones trigonométricas

o hiperbdlicas.
Se distinguen dos situaciones generales segin el signo de a.

7.2.1.- Si a > 0 es posible escribir
2

ax’ +bxr+c= <\/5w+%)2+<c—j—a).
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2

7.2.1.1.- Si ademds c— :—a >0 (osea, ax?+bx+c> 0 paratodo x), poniendo

bQ
v? = ¢ — — resulta que

da
2 of (Vaz b \?
ar®+bxr+c=v (< + ) +1),
7 27a

y tras realizar el cambio de variable

va b 0% b

2
A :t' :—t——' d - — =
7w+27\/5 T a 2a’ va

dt,
se obtiene que

/R(:c, \/W) dr = /S(t, 2 4 1) dt
donde S(z,y) es una fraccién racional.

Puesto que Ch?(z) = Sh?(2) + 1, es 16gico hacer el cambio

t=Sh(z); t?+1=Ch(z); dt=Ch(z)dz,
resultando una integral que se resuelve segtiin los métodos expuestos en 4.2.

2
7.2.1.2.- Si por el contrario se tiene que ¢ — o < 0 (el polinomio tiene dos raices

4a
2
reales distintas), tomamos ahora 2 = R resulta que
b \2
ax2+bw+c:72(<\/a$+ ) —1).
v 2y

Del mismo cambio de variable realizado en 7.2.1.1 se sigue que

/R(:c,\/aw2+b:c+c) d:cz/S(t, t2—1) dt,

con S fraccién racional. En este caso se hace el cambio

t =Ch(z); +t?—-1=Sh(z); dt=Sh(z)dz,
resultando de nuevo una primitiva del tipo estudiado en 4.2.

2

Nota: Si c— éi)_a = 0, el polinomio es cuadrado perfecto y la primitiva original es

en realidad racional.

7.2.2.- Si a <0 (—a > 0) se tiene que

ax2+bw+c:—<\/——aw—2\/6__(1)2—#((:—%).

UNIVERSIDAD DE VALLADOLID.




126 MATEMATICAS I (Sistemas de Tel.) - CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Telemética)

Puesto que el trinomio toma valores positivos en algin subconjunto de R debe ser
2 2

e Vi 0 (el polinomio tiene dos raices reales distintas); poniendo v = ¢ — éi)_a resulta

que

ax2+bw+c:72(1—<\/__aw b )2),

Y a 2vvV —a

y haciendo el cambio de variable

se sigue que

/R(:c, \/W) d:c:/S<t, \/@) dt

donde S(z,y) es una fraccién racional. Cualquiera de los dos cambios de variable
siguientes reducen esta ultima integral a la de una fraccién racional de las funciones

trigonométricas, que han sido estudiadas en §3:
t=sen(z); +1—1t2=cos(z), dt=cos(z)dz,
t=cos(z); V1—1t?=sen(z), dt=—sen(z)dz.

68 METODOS DE RECURRENCIA.

Con frecuencia aparecen, en el calculo de primitivas, integrales que dependen de
uno o varios parametros naturales. Utilizando la férmula de integracién por partes y/o
realizando un cambio de variable adecuado, su valor se relaciona, en muchos casos, con

el de esas mismas integrales para valores proximos de los parametros.

Por ejemplo: si n es natural, utilizando integracién por partes se tiene que

/:c” e’dr = x"e” —n/:c”_l e’ dx;

de este modo hemos reducido en una unidad el exponente n, y si se repite el proceso n

veces, basta calcular una primitiva de e* para terminar el calculo.

A continuacion se desarrollan varios ejemplos que pueden ilustrar, a nuestro enten-

der, el espiritu de este procedimiento.

dx

8.1.- Integrales de la forma I,(x)= / @1

En virtud de la formula de integracién por partes, si se considera

1
U:m y d'l):d.fC,

Departamento de Andlisis Matemaéatico y Didéactica de la Matemética.



VI. CALCULO DE PRIMITIVAS 127

se tiene que
dx x x?
[ e - g

T s /ﬂdu@_/dfw
(224 1) (22 + 1)nt1 (z2 + 1)nt1]”’

v
(.CEQ + 1)n

es decir,

I(z) = + Qn[ln(:c) - n+1<$)i| ;

y despejando I,,41(z) se sigue que
1
Inyi(z) = 7 <ﬁ + (2n — 1)In(:c)) para todo n.

Aplicando n veces dicha féormula, el problema se reduce a calcular

dx
Ii(z) = / o arctg(z) + C'.

8.1.1.- Estudiemos el caso 2.2.4 del epigrafe 2. Si consideramos una descomposicion
semejante a la efectuada en 2.2.3 se tiene que
Az+B A 27 + « A 2B/g—a
(2 +ax+p)" 2 (@2+ax+B)" 2 (22+ax+B)"
Observamos que una primitiva del primer sumando es
A 1
2n—1) (@24 ax+ )L

y con la notacion y el cambio de variable utilizados en 2.2.3, se deduce que

2

d d 1 dt
/(:c2+a:;+ﬁ)” /72n<(:c+/:i)2+1)” :72”‘1/(t2+1)”.
gl

La ultima integral es del tipo 8.1.

8.2.- Si P es un polinomio de dos variables con coeficientes reales, las integrales

indefinidas

/P(:c, log(z)) dz; /P(:c, arccos(z)) dx; /P(:c, arcsen(z)) dz
realizando respectivamente los cambios de variable
x=e'; x=cos(t); x=sen(t),

resultan ser de la forma

/P(et,t) el dt, —/P(cos(t),t) sen(t) dt, /P(sen(t),t) cos(t) dt,
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que se pueden calcular por recurrencia mediante integracién por partes.

8.3.- Para finalizar veremos un ejemplo de férmula de recurrencia para una integral

que depende de varios parametros naturales. Sea
Iyn(z) = /senm(:c) cos" (x) dx .

Si se considera

u = cos" (z); du = —(n — 1) cos" ?(x)sen(x) dzx,
m—+1
dv = sen™ (z) cos(x) dx; = % ,
utilizando el método de integracién por partes, se sigue que
sen™ 1 (x)cos" Hz) n-—1 " I 9
Iyn(x) = —— + —— /sen (x) cos™ ™ “(x) sen”(z) dx

sen™ 1 (x)cos™ ) n-—1 " I 9

= o 1 /sen (z) cos™?(x) (1 — cos®(x)) dx
sen™ T (x)cos™ ) n-—1

— m+ 1 m+ 1 <[m,n—2<w) - [m,n<w))7

y despejando se tiene que
sen™t1(z) cos" ! (x n—1
L) = (z) (z)
m+n m—+n

Reiterando el proceso, reducimos el problema al célculo de I, 1(z) 6 I 0(z), segin

[mm_Q(.CE) .

sea n impar o par. Haremos notar que:

sen™t1(x

8.3.1.- Una primitiva de I,,, 1(x) es 7();
’ m+1

8.3.2.- El célculo de una primitiva de I, o(x), que es un proceso de recurrencia

uniparameétrico, se propone en el ejercicio 13.2.
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§9 TABLA DE PRIMITIVAS INMEDIATAS.

POTENCIALES

/u(:c)“ u'(z)dr = u(z)* ™+ C. (a# 1)

LOGARITMICAS

/ Z,g)) dx = log (|u(z)]) + C.

EXPONENCIALES

/e“(x) u'(2)de = e + C.

1
u(z) , 1 o u(ac)
a u'(x)de = —— +C. (a>0,a#1
/ (@) log(a) ( )

TRIGONOMETRICAS

/cos (z) dz = sen (u(z)) + C.

d:c = /cosec2 (u(z)) ' (z) do = / (1 + cotg? (u(:c))) u'(z) dx =
= —cotg(u(z)) + C.

INVERSAS DE TRIGONOMETRICAS

dz = arcsen (u(z)) + C = —arccos (u(z)) + C.

|
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/ % dr = arctg (U(SC)) +C = —arccotg(u(:c)) +C.

HIPERBOLICAS

ARGUMENTOS HIPERBOLICOS

/ \/% dx = ArgSh (u(z)) + C = log <u(:c) + vV u?(z) + 1) +C.

() 5
/W dxz = ArgCh (u(z)) + C = log ’u(:c) + Vu?(x) — 1’ +C.
1

u'(z) _ _
/ () dx = ArgTgh (u(x)) + C = 2 log '

1+ u(x)
1 —u(x)

+C.

Tablas mas amplias de primitivas, asi como colecciones de ejercicios, se pueden

encontrar en los dos textos que citamos a continuacién:

x Bombal F., Rodriguez L., Vera G.: Problemas de Andlisis Matemadtico, Vol. 3:
Cdlculo Integral, Editorial AC.

x Coquillat F.: Cdlculo Integral, Editorial Tebar Flores.
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§10 EJERCICIOS.

En todos los ejercicios se propone calcular las primitivas de las funciones correspon-

dientes.

1.- Integracion por Partes.

1.1.- ze® 1.2.- 22 cos(x) 1.3.- sen(x) e* 1.4.- sen?(z)

2

1.5.- log(z2+2) 1.6.- sen(z) log (1+sen(z)) 1.7.- N f_ arctg(z)

2

2.- Método de Sustitucion.

3 3
¢
2.1.- 2%sen(a®) 2.2 ———  2.3. M 2.4.- zcotg(222 + 1)
1 1+x
T4+ 2
1 1
2.5.- | 2esenl) 2.6.- 2.7.

1 22 20 + 8z — 22 227 42745

3.- Descomposicion en Fracciones Simples.

T a2 —-3x+2 T oa2(z+ 1) o (x—1)8
1 3 1
3.4.- ——— 3.5.- v 3.6.- —
(2 —1)2 42?2+ 1 a3 =1

4.- Método de Hermite.

4.1 r—1 4.2 1 4.3 z+2
T oa2(a2 +1)2 (14 a2)3 T3 (x+ 1) (22 + 22 + 2)2
1
D+t 283 + 222+ + 1

4.4.-

5.- Fracciones Racionales de Funciones Trigonométricas.

1 2 — 1 t
- cos(z) 5.3 5.4 g(z)

5.1~ —— 20— 3. A ——
5+ 4 cos(x) 2 + cos(z) sen(z) + cos(x) 1 + cos(x)

6.- Fracciones Racionales de Funciones Trigonométricas: Caso 3.2.

1 1 + cos?(x)

6.1.- 6.2.- sen’(z) cos* (x) 6.3.- cos(z) (1 + sen?(x))

cos(z)
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sen?(x) 1 1

6.4.- 6.5.- 6.6.-

cos?(z) sen?(x) cos?(x) a?sen?(z) + b? cos?(z)

7.- Fracciones Racionales de Funciones Trigonométricas: Caso 3.3.

sen(x) cos(2z) 1
cos(z) 7.3 sen(3z) cos(x)

7.1.- cos(2z) sen’(x) 7.2.-

8.- Fracciones Racionales de la Funcion Exponencial.

2x x
et —e?+1 1
81.- —— 8.2 - ————— —
er — 2 a?e + b2e— 7

9.- Fracciones Racionales de Funciones Hiperbolicas.

1 0.3 1
Sh(z) 7 Ch2(z) + Sh%(x)

9.1.- Ch?*(z)  9.2.- 9.4.- Ch*(z/2)

10.- Funciones del tipo §5.

1+2x
4
v/ 1+2 1—=x
101 V= 10.2.- vl 10.3.-
1+ (x4+1)2—Vr+1 1—}—:c+<1+:c)2
1—=x 1—=x
10.4.

1
T+ T
11.- Integrales Binomias.

111 0%(atba?) 12w (lhe ) 18- 07 (14a7) P

3 3 1
114 2V Va2 42 115 ———— 11.60- ———
(14 222)3 22(2 + 23)73
12.- Funciones del tipo §7.
1 x+1 3+ 1
12.1.- 12.2.- —— 12.3.- —
V243 —22x2 2 —x+1 V1—22

2

12.4.- /3 —2x — x2 12.5.- —
V2r — 1?2

13.- Métodos de Recurrencia.
13.1.- log" () 13.2.- sen" () 13.3.- cos"(x) 13.4.- tg"(z)

Determinar una primitiva, en todos los casos anteriores, cuando n = 3.
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2
13.5.- (z° +2° —2z) e " 13.6.- (z° + 42") sen(2z) 13.7.- 22"t 2

14.- Métodos de Recurrencia: Caso 8.2.

14.1.- 23 log?(x) 14.2.- (2% + 2 + 1) arccos(x) 14.3.- 2" arcsen(x)
§11 SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS.

Salvo que se indique lo contrario, se denominara I a la integral pedida. En la
mayoria de los apartados la solucién consistira inicamente en una primitiva. No siempre
que se aplique un cambio de variable (c.v.) se expresard la primitiva en funcién de la
variable original, dejando este paso como ejercicio.

1.1.- ze® —€” 1.2.- 22 sen(z) + 2z cos(x) — 2sen(x)
€T

1.3.- %(sen(w) - cos(:c)) 1.4.- %(:c — sen(x) cos(:c))

1.5.- zlog(2z? +2) — 2/ w;: 5 dr = xlog(z® +2) — 2(x — \/iarctg(fﬂ/\/ﬁ))
1.6.- — cos(x)log (1 +sen(x)) + x + cos(x)

1 1
1.7.- zarctg(x) — 5 log(1 + 2?) — 5 arctg?(z)

1 ) 1 1
2.1.- —3 cos(z®)  2.2.- E(:c4+2)4/5 2.3.- 1 arctg!(r)  2.4.- 1 log | sen(2x241)|

2 —4 1 2 1
2.5.- g(arcsen(:c))g/2 2.6.- arcsen(:C ) 2.7.- garctg( :C; )
3.1-1= [ (1 2 40 ) do =z —2log |z — 1] + 5log|z — 2
d-1= gt ) de=a og |z og |z
3.2.- = <_1+1+ 1)d— log || — - + log |z + 1]
2.-1= ot o) dr = loglel - — +logle
3.3 1 1 2
3@ —-13 2x—-1)* 5(x—1)°
1 1 1 1
3.4.- -1 o —— — —loglz—1|— ———
plogle+ 1l - qrmy —gleslr = 1= 7=
3.5.- Con el cambio de variable 22 =t queda

1 tdt 1 V3 2t + 1
I=- [ ""—= log(t? +t+1)— = arctg (—=
2/t2+t+1 4og( +t+1) 6arcg( \/§)’

y basta deshacer el cambio.
2z + 1)
V3
ax?® +bx +c /d:c2+e:c+f
z(1 + 22) z(1 4+ 22)

1 1 3
3.6.- 3 log |z — 1] — 8 log(z? + 2 +1) — % arctg (

4.1.- Escribimos I =

dx; se deduce que a = 3/9,
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b=1/3,c=1,d=0,e=3/9, f=1. Asi,

322 4+ + 2 3r + 2 32+ x+2 1 o 3
N = 5 ooy Tloglal— 5 log(1 = arctg(z).
2x(1 + 22) /2;5(14_;52) r 22(1 + 22) +log || 5 og(l+z )+2arc g(x)

ax® +bx? +cx+d
4.2.- Ponemos I = (1 n $2)2 + /
3/g2® +5/gr 3
4.3.- Escribiendo directamente
azrd +bx?+cx+d /(] kx+1 m )d:c

x2(2?2 + 2z + 2) z

61$++$J; dx, y resulta que

] =
:c+:c2+2:c+2+:c+1

se tiene que

, b

I
|
e}
I
(V]
SH
I
<
I
|
5
I
o~
I
I
|
—_

5
a=—
4
r+1 1

1., 1
4.4. + 2 log|z+ 1] — 3 log(z* + 1) + 5 arctg(z)

1
T 42241

5.1.- Cv. tg(x/o) =t: I = 2/

5.2.- Con el mismo c.v.,

I:2/( 1437 )dt:8/ dat —2/ dt :%arctg<?tg($/g))—w.

dt 2
9_}_7{;2 = g arctg(t/g)

34+ t2)(1 + 2 3+t 142 3
dt V2 V2

B-Cwv. tgxfo)=t: I =-2 | m————=——log|t—1—V2|+ —log|t—

5.3.- C.v. ta(o/2) [ a9 =5 lolt—1-val+ Flog
1++2|.

. - dt
También se puede escribir —2 o v \/§ArgTh<\/§/Q(t - 1))

5.4.- C.v. tg(x/o) =t: I = —log|l —#3|.

: dt 1 1
6.1.- Aplicar el c.v. sen(x) =t: [ = = —§log|t -1+ 3 log |t + 1.

1 1
6.2.- Con el c.v. cos(z) =t, [ = — /(1 —tHttdt = = cos’ (z) — = cos’(x).

)
6.3.- C.v. sen(x) = t:

2 —t2 1 1 3
I:/( dt:——log|t—1|+Zlog|t+1|+§arctg(t).

1—t2)(1+1t?) 4
1
6.4.- C.v. tg(z) =t: I =t — arctg(t). 6.5.- Con tg(x) =t, I =1t — T
dt 1
6.6.- El c.v. tg(z) =t conduce a [ = / PELE " b arctg(atg(z)/p).

7.1.- Puesto que

1 1 1
cos(2z) sen’(x) = 5 cos(2zx) — 2 cos(4x) — 7
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1 1
tenemos que I = —sen(2z) — — sen(4z) — %
2
sen(z) cos(22) = 2sen(z) cos(x) —
cos(x) cos(x)
7.3.- Como sen(3x) = 4 cos?(z)sen(z) — sen(z), el c.v. cos(z) =t lleva a

sen(x)

7.2.- , luego I = sen?(z) + log | cos(z)|.

dt
/ <t2 _ 1)t(4t2 — 1) = 1/6 lOg |t_1|+1/6 lOg |t+1|+10g |t|—2/3 lOg |2t—1|—2/3 log |2{;_|_1|.

2 —t+1
t(t —2)

1 1
8.2.- Como en el anterior, I = 7 arctg(at/y) = 7 arctg(ae” /p).
a a

81.-Cwv. e =t: 1 :/ dt =t + 3/9log |t — 2| — 1/olog|t|.

2 _[1 _z, !
9.1.- /Ch () dz = / 2( + Ch(22)) do = ~+ 7 5h(20).
9.2.- C.v. Tgh(z/9) =t: I =log]|t|.
9.3.- Cv. Tgh(x) =t: I = / T arctg(t).

2
9.4.- C.v. Sh(z/9) =t: I =2t + §t3.

4
10.1.- Cv. z=t* I = / - 483 dt = §t3 — 4t + 4 arctg(t).

10.2.- Trasel c.v. o+ 1 = t2,

t+2 ) 2v/3 V3
=2 dt = 2log [t — 1| —log(t2 +¢+1) ¢ <—2t 1).
[ oy = 2osl 1 —los(e + 141) — S aver (e + 1)
l+z t? -1 4t
10.3.- Hacemosl_:c:t,de dondew:m, dwzmdt,y
1—4/ ! dat
B (t+1)(t2 —t+1)(t2 +1)2
1 4 3 t+1
= ——log|t+ 1] — =log(t? —t+ 1)+ = log(t* +1) — .
30g|+| 30g( +)+20g( +1) 2

10.4.- Conelcv. . =15 T =2t> — 3t + 6t — 6log |t + 1].

1 bt\ —5/2 bt 1
11.1-Cov. a2 = ¢, [ = —/t—2<at ) dt: si at s = —s5

2
t2+2t+1 5o 4 4 1,
————dt =t ot ot

t5 gt ot

1 dt
11.3-Cv. 2=t I == / — Cv.1+t=s
5) t(1+1t)

11.2-Cov.z 2=t [ = -2

3 sds 1 1 V3
=2 = —log|s—1|— — log(s” 1)+ 2 arctg(V3/3(2s+1)).
/(s—l)(32+s+1) 5 og|s—1| 0 og(s“+s+1)+ £ arc g(V3/3(2s5+1))

3 3 12
11.4.-Cv. 28 =t: I = 5 /tQ(t+2)1/2 dt;cv. t+2=s: [ = 557/2—355/%453/2.
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136
1 tdt 1 1
11.5.-C..:c2:t:lz—/ cev. 142t =u? I =-u+ —.
v 2] 1+2)v1tat 1" 1
1 t \5/3dt t 1 3 1
11.6.- Cov. 2% =t: [ = - <—) % v S N S B S
v 3/ 2+t) B o 10" 78" T
25 4 3 4 3
12.1.- Como 2+ 32 —22° = 3 1— (gw—g)ﬂ, se aplica el c.v. T = sen(t):

- [ esen (2 2),

2 T2 2 575
%Vl — sen?(t)

3 20 — 1,2 20 —1
227 —z+1="|1 = Sh(#):
12.2.- 22 — 2 + 4[+(\/§)},cv 75 =Sh)
3., V3 3 2 — 1 5
= — _— = — — 1.
I'=5t+ =~ Ch(t) = 5 ArgSh ( 7 )+ Va2 —x+

12.3.- C.v. z = sen(t):
I= / (sen®(t) +1)dt =t+ /sen(t)(l —cos®(t)) dt =t — cos(t) + %cosg(t).

1 1
Tt )2} :C; = sen(t):

12.4- 320 — 2 =41 - (“5)7]s e,
1 1
il S i Y/ YR

I= 4/0082(t) dt = 2t + sen(2t) = 2arcsen ( 5 5

3 1
12.5.- Cv. z — 1 =sen(t): [ = §t — 2cos(t) — 2 sen(2t).

13.1.- En este y en los siguientes apartados denominaremos I,, a la integral pro-

puesta. Integramos por partes eligiendo u = log" (x), dv = dz, y resulta que

1
I, = zlog" (z) — /:cn log" '(x)= dx = xlog™(x) —nl,_1, n>1; Iy=uzx.
T

Cuando n = 3,
/logg(:c) dx = I3 = xlog®(z) — 31, = zlog®(x) — 3<:c log?(x) — 2[1)

= zlog®(x) — 3zlog?(x) + 6<:c log(z) — Io)
= zlog®(z) — 3z log?(x) + 6xlog(z) — 6.

13.2.- Iy = x, I; = —cos(z). Para n > 2, integramos por partes tomando u =

sen” "1 (x), dv = sen(x) du:

I, = —sen" " (z) cos(z) + (n — 1)(I,,_2 — I,,).

1 —1 2
Despejando, I, = —— sen” () cos(x) + n—[n_g; Is = —3 sen? () cos(z) — 3 cos(x)
n n
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1 —1
13.3.- Andlogamente, Iy = z, I; = sen(z), I, = — cos" ' (x)sen(z) + o
n

1
Cuandon =3, I3 = 3 cos?(x) sen(z) + 3 sen(x).

13.4.- [y =1 e I, = —log|cos(z)|. Sin > 2, como tg'(z) = 1+ tg*(x),
1
I, = /tg”_Q(:c) <1 + th(:c)) de — In—o =

n—1
En particular, I3 = 1 tg?(z) — I1 = 3 tg?(x) + log | cos(z)|.
13.5.- Integrando por partes reiteradamente, I = —(2® + 42 + 62 + 6)e™
1 )
13.6.- Anédlogamente, I = —§w5 cos(2z)+ <— sen(2x)—2 cos(2:c)):c + <§ cos(2:c)+

tg" () — I _2.

15 15
4 sen(2:c)) 3+ <— T sen(2x)+6 COS(Q.CC)) x4 < 6 sen(2 )— — cos(2:c)) x4+ 3 sen(2x)—
3 cos(2x).
13.7.- Llamemos [,, a la integral, n > 0. Iy = e’ /2. Paran > 1, tomando u = x

2 2 2 2
y dv = ze” /2, I, = x2"e" /2 — 2n/:c2”_1e$ 2dy = 22" 2 — o, ;.

2n

1 1 1
14.1.- El c.v. x = ¢! conduce a I = /e4tt2 dt = Zt264t — §t€4t + 3—2€4t.
14.2.- Con el cambio = = cos(t),

I= —/ <t sen(t) cos?(t) — tsen(t) cos(t) — tsen(t)) dt = %tcosg(t) + %t cos?(t)

1 11 1 1
+ tcos(t) — = cos?(t) sen(t) — — sen(t) — — cos(t)sen(t) + ~t.
9 9 4 4
14.3.- Haciendo = = sen(¢), la integral dada es I,, = /tsen” (t) cos(t) dt; si apli-

camos partes con u = t, resulta que
1
n+1

1
/sen”“(t) dt,
n+1

y esta dltima integral ya ha sido calculada en el apartado 13.2.

I, = tsen" (1) —
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TEMA 7 INTEGRAL DE RIEMANN

Al tratar con figuras planas simples, tales como rectangulos y triangulos, la nocién
de area tiene una interpretacion intuitiva clara en términos de las dimensiones de sus
lados; este concepto es bastante antiguo, de hecho, la matematica de la Grecia clasica
fundamentaba la aritmética en las propiedades geométricas: por ejemplo, el resultado
de multiplicar dos niimeros positivos a y b, se interpretaba como el area de un rectangulo
cuyos lados miden a y b; asi, la propiedad distributiva del producto respecto de la suma

se expresa: “El area de la union es la suma de las areas”.

Al intentar extender el concepto de area o “medida” a conjuntos m&s generales
esto deja de ser valido; no obstante, en las situaciones usuales los conjuntos pueden
ser “aproximados” por uniones de rectangulos, y su area por las sumas de las de estos
ultimos. Mencionaremos que Arquimedes obtuvo ya el area limitada por un arco de

parabola y una recta como limite de adreas de uniones de rectangulos.

Sin embargo, no fue hasta mucho mas tarde que se fundamenté rigurosamente esta
teoria, principalmente por la contribuciéon de matematicos como Dirichlet o Cauchy, y
culminada posteriormente por Riemann, de quien recibe el nombre; aunque la integral
de Riemann presenta todavia algunas deficiencias, solventadas por otras teorias como
la de Lebesgue, es suficiente para abordar la mayoria de los problemas que se presentan

habitualmente en las ciencias.

81 DEFINICION DE LA INTEGRAL.

Definicién 1.1.- Sea [a, b] un intervalo cerrado y acotado de R. Se llama particidn

de [a,b] a todo conjunto
P={zy=a,z1,29,..., 21,2, = b},

donde z;—1 < mz;, i = 1,2,...,n. Los intervalos [x;_1,2;], i = 1,2,...,n, son los
subintervalos de la particién, y su amplitud se define como z; — z;—1 = Ax;. Se llama

didmetro de la particion al niimero

|P|| = max{Az;:i=1,2,...,n}.
Denotaremos por P([a, b]) el conjunto de todas las particiones de [a, b].
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VII. INTEGRAL DE RIEMANN 139

Definicién 1.2.- Sea f una funcién real definida en [a,b] y acotada. Dada una
particion P = {z¢g = a,x1,...,z, = b} de [a,b], y elegido un punto ¢; en cada subin-
tervalo [x;—1,%;], 1 =1,2,...,n, el conjunto T = { t1,ta,...,t, } se denomina conjunto

de puntos intermedios asocitado a P.

Denotaremos por 7 (P) a la familia de los conjuntos de puntos intermedios asociados

a la particion P.

Si T € T(P) se llama suma de Riemann asociada a f, a P y a T al nimero
f7 P T Z f — X4— 1 Z f A.CC,

Definicién 1.3.- Sea f una funcién real definida en [a,b] y acotada. Se dice que
f es integrable Riemann (o simplemente, integrable) en [a,b] si existe un nimero real
I(f) que verifica la siguiente propiedad: “Para cada e > 0 existe § > 0 de modo que
para toda particién P de [a,b] con ||P| < d§ y para cada T' € 7 (P) se tiene que

|I(f)—(7(f,P,T)| <eé.

En este caso, el nimero I(f) se denomina la integral de f en [a,b], y se denota por

/ f o /a f(z)dx

Observacion 1.4.- La existencia de funciones integrables es obvia; basta con-
siderar las funciones constantes. Sin embargo, no toda funcién acotada es integrable.

Considérese por ejemplo la funcién de Dirichlet,

(1 sizeqnlo,1];
f@)_{o sizelnlo,1].

§2 PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DE RIEMANN.

A la hora de estudiar la integrabilidad de una funcién, la definicion suele ser poco
cémoda. Este epigrafe se dedica, en primer lugar, a establecer condiciones suficientes
de integrabilidad y mostrar que la clase de funciones integrables contiene a una amplia
gama de funciones. A continuacién se presentan las propiedades fundamentales de la

integral.

Teorema 2.1.- Toda funcién continua en [a, b] es integrable.

Teorema 2.2.- Toda funcién mondétona en [a, b] es integrable.
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Proposicién 2.3.- Sean f y g funciones reales definidas en [a,b] e integrables, y
sea k € R.

2.3.1.- Linealidad: Las funciones f+g¢ y kf son integrables en [a,b], y se

/ab<f+g>=/abf+/abg y /abk-fzk-/abf.

2.3.2.- Monotonia: Si f(z) < g(z) para cada = € [a,b], entonces

tAbeiAbg-

2.3.3.- La funcién |f| es integrable en [a, b], y

)/abfjgfablﬂ-

El reciproco no es cierto, es decir, la integrabilidad de | f| no implica la de f. Basta

tiene que

considerar la funcién definida en [0, 1] por

1 sixzeQnio,1];
f@y_{—1 sizeln|o,1].

Proposicién 2.4.- Sea f una funcién integrable en [a, b] y tal que f([a,b]) C [c,d].
Sea g una funcién continua en [c, d]. Entonces, la funcién compuesta g o f es integrable

en [a,b).

Observacion 2.5.- La composiciéon de dos funciones integrables puede no ser in-

tegrable.

Corolario 2.6.- Sean f y g funciones integrables en [a, b]. Entonces:
i) f?y fg son integrables en [a, b].
ii) Siexiste d > 0 tal que f(x) > d para cada x € [a,b], la funcién 1/ es integrable
en [a,b)].
Proposicién 2.7.- (aditividad respecto del intervalo)
i) Si f es integrable en [a, b], lo es en todo subintervalo de [a, b].

ii) Reciprocamente, sea ¢ € (a,b) de modo que f es integrable en [a, ] y en [c, b].
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Entonces, f es integrable en [a, b], y se tiene que
[o=[r]r

Notacién: Para o < 3 se conviene que

/:fz—/jf, y /:f=0~

Con este convenio, dados tres nimeros reales cualesquiera «, (3, v € [a, b] se cumple que

/:f+[yﬁf=/jf,

relacién conocida como Identidad de Chasles.

Proposicién 2.8.- Sean f y g funciones acotadas en [a,b] que difieren en un
conjunto finito de puntos de [a,b]. Entonces, f y g son simultdneamente integrables o

no integrables, y, en caso de serlo, se tiene que
b b
/ f= / g
a a

Como consecuencia de los dos dltimos resultados, se obtienen nuevos criterios de

integrabilidad.

Definicién 2.9.- Sea f una funcién real definida en el intervalo [a, b].
Se dice que f es continua a trozos si existe una particion
P={zy=a,z1,...,2, =b} € P([a,b])

de modo que f es continua en (z;—1,;), i = 1,2,...,n, y existen los limites laterales
(finitos) en cada punto de la particién.

Si ademaés f es constante en cada subintervalo, se dice escalonada.

Se dice que f es mondtona a trozos si existe una particién P € P([a,b]) de manera

que f es monétona en cada uno de los intervalos (x;—1, ;) que define P.
Corolario 2.10.- Toda funcién continua a trozos en [a, b] es integrable.
Corolario 2.11.- Toda funcién acotada y mondtona a trozos en [a, b] es integrable.

A partir del teorema de Bolzano se deduce la siguiente propiedad:
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Teorema de la Media 2.12.- Sea f una funcién continua en [a,b] y sea g una

funcién integrable en [a,b] tal que g(z) > 0 para cada = € [a,b]. Entonces, existe
b b
/ fg =10 / g

i) Si se toma g idénticamente igual a 1, se deduce que para una funcién continua

¢ € [a,b] tal que

Observaciones 2.13.-

f en [a,b] existe ¢ € (a,b) de modo que

[ r=r00-a

ii) Si se suprime la hipétesis de que g sea positiva el resultado es, en general, falso.

Basta considerar, en el intervalo [—1, 1], la funcién identidad f(z) =x y

{ -1 size[-1,0];

9(e) = 1 size(0,1].

iii) Una versién mas fuerte del teorema anterior se obtiene al imponer la integra-
bilidad de f en lugar de su continuidad. En este caso se tiene que:

Sim, M € R son tales que m < f(z) < M para cada z € [a,b], existe un nimero

/abfgzu/abg

§3 TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL.
CONSECUENCIAS.

w € [m, M] tal que

En este epigrafe se presenta el resultado que le da titulo y los que de €l se derivan.
En particular se deduce que toda funciéon continua en un intervalo admite primitiva y

se obtienen mecanismos para la integracion practica.

Teorema Fundamental del Calculo Integral 3.1.-

Sea f una funcién integrable en [a, b]. Se define la funcién real F' dada por

/ fs x € la,b].

i) La funcién F es continua en [a, b].

ii) Si f es continua en ¢ € [a,b], F' es derivable en ¢ y ademas
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Observaciones 3.2.-

i) Si ¢ es uno de los extremos del intervalo, la continuidad de f se entiende por la
derecha (si ¢ = a) o por la izquierda (si ¢ = b), deduciéndose la existencia de la derivada

lateral correspondiente de F' en c.

ii) Si se supone f continua en [a,b], F es de clase C! en [a,b] y se tiene que
F'(z) = f(z) para cada = € [a,b]. Por lo tanto, F' es una primitiva de f, y se concluye

que toda funcién continua en [a, b] admite primitiva.

Regla de Barrow 3.3.-
Sea f una funcién continua en [a,b] y sea F' una primitiva de f en dicho intervalo

(i.e., F'(z) = f(x), « € [a,b]). Entonces, para cada x € [a, b] se verifica que

/;f:F(:c)—F(a).

Una version mas fuerte la da el siguiente resultado conocido como Regla de Barrow

generalizada o Sequndo Teorema Fundamental del Cdlculo:

Teorema 3.4.- Sea f una funcién integrable en [a,b] que admite una primitiva,

F, en dicho intervalo. Entonces, para cada x € [a, b] se verifica que

/;f = F(z) — F(a).

Notacidén: Si F' es una funcién definida en un intervalo [a,b] y ¢,d € [a, b] es usual

escribir

Formula de Integracién por Partes 3.5.-
Sean f y g funciones integrables en [a,b] con primitivas F' y G, respectivamente.

Se tiene que
b b
| Fa=FG®) - Fa)Gla) - [ 56
o lo que es lo mismo,

b b
/FG’:F(b)G(b)—F(a)G(a)—/ Fa.
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Teorema del Cambio de Variable 3.6.-
Sea ¢ una funcién definida en [c, d], derivable y con derivada continua, y de modo

que ¢([e,d]) C [a,b]. Sea f una funcién continua en [a, b]. Entonces, se verifica que

/:j)f - /Cd(fow) o

Corolario 3.7.- Sea ¢ una funcién definida en [c,d], derivable y cuya derivada
es continua y de signo constante (estas hipdtesis garantizan que ¢ es una biyeccidn,

necesariamente monétona, entre [c, d] y un intervalo [a, b]). Si f es una funcién continua

[ 1= ["wsone

Observacion 3.8.- Los resultados relativos al teorema del Cambio de Variable se

en [a, b], se verifica que

verifican igualmente con la sola hipdtesis de la integrabilidad de f, deduciéndose en este

caso la integrabilidad de (fop) ¢, y la igualdad de las integrales correspondientes.

§4 APLICACION DE LA INTEGRAL AL CALCULO DE AREAS

Consideremos el recinto R del plano limitado por las rectas verticales z = a, x = b
(con a < b) y las graficas de dos funciones f y g, continuas en [a,b], y tales que
f(z) > g(z), para cada z € [a, b|.

El drea de este recinto se define como

b
| (@)~ gta)) da.

Esto se generaliza al caso de funciones arbitrarias f y g, mediante la formula
b
| 1@ st e
¢5 EJERCICIOS.
1.- Determinar un polinomio P tal que P(0) = P(1) =0 y
/0 1 P(z)dz =1.

2.- Demostrar las siguientes desigualdades:

1 2
2.1.- = g/ dv 1. 2.2.-
6=J, 100+ =5

1 </1 AN
— —dr < —.
10v2 ~ Jo Vi+z — 10
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3.- Sean f, g : [a,b] — R continuas y tales que

/abf(:c)d:c :/abg(:c)d:c.

Demostrar que existe ¢ € [a, b] tal que f(c) = g(c).

4.- Sea f una funcién real, integrable en [a,b], con f(x) > 0, para todo x € [a, b].

Probar que, si f es continua en un punto ¢ € [a,b] y f(¢) > 0, entonces
b
/ f(x)dz > 0.
5.- Sea f una funcién integrable en [—«, ], con a > 0. Demostrar que:
i) Si f es par, f(t)dt = 2/ f(t)dt.
—a 0
ii) Si f es impar, ft)dt =0.

6.- Sea f una funcién continua en R y peridédica de periodo a. Probar que la

funcién F', definida en R por

es constante.

7.- Calcular:
27 T2 cog3 3
7.1.- / max { sen(z), cos(z) } dz. 7o / cos”(r) sen’(x) .
0 0 1 + sen?(x)
62 1 2 :CQ
7.3.- dx. 7.4.- ———dz.
/e xlog(x) v /0 (22 + 1)%2 v
3 e
7.5.- / |z(z — 1)(z + 1)(z — 2)| dz. 7.6.- / | log(x)| dz.
-3 1 A

8.- Para z > —1 se define

Toodt
f(fﬂ):/o 1143

i) Determinar explicitamente f(z).

ii) Mediante una integracién por partes, demostrar la relacién
dt x

2f(:c):3/0x(1 — x> —1.

F13)2 1428
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iii) Expresar en funcién de f, mediante un cambio de variable, la integral

Toodt
W, cona>1, x> —1.
0 «

9.- Sea g una funcién continua en R. Se considera la funcién f definida por

f(:c):/ sen(t) g(xz —t)dt, zeR.
0
Probar que f admite derivada segunda en R y se satisface la relacion

ff"+f=yg.

10.- Sea f una funcién real continua en R, y sean u y v dos funciones reales

derivables en R. Se define la aplicacion g en R mediante

v(z)
g<x>=/() F(t)dt.

Demostrar que g es derivable en R y que

g'(x) = f(v(2)) v'(z) - f(u(@) v'(2).

11.- Calcular la derivada de las siguientes funciones:

x et cos(x)
11.1.- = ———dt. 11.2.- = t)dt.
@ = | s fla)= [ sentt
" tdt f;osm) tdt
11.3.- f(z) :/ £3 dt. 11.4.- f(z) :/ﬂ £2 dt.
0 fl tdt

71 412 /x dt
11.5.- T) = dt. 11.6.- T) = —.
fa) = [ 5o fa) = [ ==
12.- Sea f la aplicacién de R en R definida por
2z
dt

. VEE+12 412

flx) =
i) Demostrar que f es impar.
ii) Calcular f’(z) y estudiar la variacién de f.

iii) Probar que para cada t > 1 se tiene que
1 < ! <
t2+1 242 7
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y deducir que si z > 1, entonces
1
arctg(2x) — arctg(z) < f(z) < oy
x

iv) Calcular lim f(z).

/ cos(t?) dt
0

13.- Calcular lim
xr—0 x€*

14.- Probar que la funcion

es decreciente en [0, 1/9].

15.- Sea f la funcion definida por
{ 1 sio<az<l,
2 sil<ax<3.

flx) =

Se define la funcién F' en [0, 3] por

F(z) = /0 f(t)dt.

Probar que F' es continua en dicho intervalo y no es derivable en x = 1.

iAdmite f primitiva en el intervalo [0, 3]?

16.- Hallar los extremos relativos de la funcién f definida de (0, c0) en R mediante:

2

flz) = /096 sen(t) e dt.

17.- Probar que la ecuacién

$t2
/e dt =1
0

tiene una sola solucién, que se encuentra en el intervalo [0, 1].

3
18.- i) Probar que para cada = > 0 se tiene que x — % < sen(z) < z.
3x
t
ii) Calcular lim sen2( ) dt.
z—0Tt t

T
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19.- Sean f :[0,1] — R integrable y F : [0,1] — R definida por

f(0) six = 0;
Fla) = %/Oxf(t)dt si0<z<l.

i) Probar que si f es continua en 0, entonces F' es continua en [0, 1].

ii) Probar que si f es continua en [0, 1] y derivable en 0, entonces F' es derivable
en [0,1]. Ademds, f'(0) =2F"'(0).

20.- Calcular los siguientes limites:
2

T Tz 2
/ sen(v/t) dt </ el dt)
20.1.- lim %9 5 . 20.2.- lim 2%~
z—0 €T T—00 242
/e dt
0

21.- Calcular:

21.1.- El area comprendida entre la hipérbola de ecuacion

2 2
v
a b2

y la cuerda de ecuaciéon = = h, con h > a.

21.2.- El area comprendida entre las parabolas de ecuaciones

y2:aw y $2:by~

21.3.- El area del recinto limitado por la curva de ecuacion
y=a>—=z

y su tangente en el punto de abscisa r = —1.

21.4.- El area del sector parabdlico que determina la recta que pasa por los puntos

(16,12) y (4, —6) sobre la parabola de ecuacién y? = 9z.

21.5.- El area comprendida entre el eje OX y cada una de las siguientes curvas,
de ecuaciones:

21.5.1.- y=22—-62+5. 21.5.2.- y? =422 — 2%,

21.5.3.- y =123 —42?%. 21.5.4.- y=sen(2z), 0<z <A4rm.
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§6 SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS.

1.- P(z) = ax®> +br +c. P0O)=0=c=0; P(1) =0 = a+b =0, es decir,
b= —a. fol P(z)dxr =1 = a= —6. Asi, P(x) = 6z — 627

1 1 1 9 9
21- —<—— < — z€[0,2. 2.2- =< ——
12— 10+2 ~— 10 V2 1+

3.- Aplicar el teorema de la media a la funcién f — g.

<2 x€l0,1].

4.- Utilicese que f es continua en ¢ para construir un rectangulo apoyado en el eje
OX vy situado bajo la grafica de f.

5.- i) El cambio de variable ¢ = —u permite escribir

_oa f(t)dt = /ao f(—u) (—du) = /Oa fl—u) du = /Oa f(u) du.

ii) Se razona como en el apartado anterior.

T+a T
6.- F(z) = / f(t)dt — / f(t)dt, x € R; el teorema fundamental del célculo
0

integral y la regla de la cadena garantizan que F' es derivable en R, y que F’(x) = 0.

w/4 57 /4 27
71.-1 :/ cos(x) dx +/ sen(x) dx +/ cos(x) dx = 2V/2.
0 ™

/4 57 /4
7.2.- Cambio de variable t = sen(x); [ = Z —log(2). 7.3.- I =log(2).
2 2v/5
7.4.- Cambio de variable x = Sh(u); I = ArgSh(2) — T\/g = —log(v5—2)— T\/_
7.5.- Si f(z) =2(z — 1)(z + 1)(z — 2),
0 3 1226
—1

z:/_:f(:c)dx+/ (—f(:c))d:c+/01 f(:c)d:c+/12(—f(:c))d:c+ o) de = 1220

2

7.6.- 1 :/ (—log(z)) dz + /16 log(z) dx = 2.

16

20 — 1 ™3

/3 18

A | 1
(1+83)2 14+ (14832

dt 1 €
pranrie R Ao

8.-1) f(z) = % log(z +1) — % log(z? —x +1) + ? arctg ( )+

ii) Tras aplicar partes (con u = 5 ), utilicese que

1+t

€T
iii) Con el cambio de variable ¢ = au se deduce que /
0
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9.- El cambio de variable x — t = u transforma f en

f(z) = sen(x) /096 cos(u) g(u) du — cos(x) /096 sen(u) g(u) du.

v(x) u(z) x
10.- g(z) = /0 f(t) dt—/o f(t)dt = F(v(z))—F(u(z)), si F(z) = /0 f(t)dt.
Entonces, ¢'(z) = F'(v(z)) v'(z) — F'(u(z)) v'(z) = f(v(z)) v'(z) — f(u(2)) ' (z).

T

11.1.- f'(z) = :c4+67+2. 11.2.- f’(z) = —sen(cos(x)) sen(x).
11.3.- f'(x) = (%(mQ—l))Sw. 11.4.- f'(x) = —% cos”®(2) sen(Qw)—%:cS(:c‘l—l)Q.
;o\ 2x+2ab o1 1
11.5.- f (.CC) = W 11.6.- f (.CC) = ﬁ2$ - 7\/1—}_7
—2x 2x —du
12.- 1) f(— = —f(x).

a \/t4+t2+2 : V(= 219
ii) f es decreciente en (—o0, —1/v/2)U(1/v/2, +oo), y creciente en (—1/+v/2,1/v/2).

2x 2x
dt dt
iii) Sit > 1,2+ 1> Vtd +12 +2 > 1% luego/ — < f(x) </ —.
xr

L. t2+1 12
1
iv) 0 < < —.
iv) 0< f(2) < o

13.- Con la regla de L’Hopital, L = 1.
14.- f'(x) =log((1 +2)?) (1 + x)" —log((1 — z)?) (1 — z)" = 2log(1 — x?) < 0.

15.- F(z) = [T 1dt =z, x € [0,1]; F(z) = [ 1dt + [{ 2dt =2z — 1, z € (1,3)].
F'(z)=1size€]0,1),y F'(x) =2siz € (1,3]; sin embargo, F'(17) =1# F'(17) = 2.

f no admite primitiva en [0, 3].

16.- f'(z) = sen(a?) e°®(*) 2z; si x, = Vkm, k € N, f presenta en 22, un minimo

relativo, y en x2,—1 un maximo relativo.

17.- La funcién f 7 et” dt es derivable en R. f'(x = e > 0, luego f es
0

inyectiva. f(0) =0, f(1 fol *dt > fo 1dt = 1.

3
18.- i) Probar que las funciones f(z) =z —sen(z) y g(x) =sen(x) —x + % son

no negativas en [0, 00).
ii) Utilizar i) para acotar la integral entre otras dos que tienen limite igual a log(3)

cuando x tiende a 0*. Concluir con el criterio del sandwich.
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19.- i) La funcién g dada por g(x fo t)dt, x € [0, 1], es continua, luego F' es
continua en (0,1]. Si f es continua en z = 0, g es derivable en x = 0 y ¢'(0) = £(0).
Para cada = € (0, 1],

Fe) — i 902 910)

z—0 x—0

luego lim F(z) = ¢'(0) = £(0) = F(0).

ii) La funcién g es derivable en [0, 1], por lo que F es derivable en (0,1]. Ademads,

F@) = FO) . o f0d— {0z f) - f0) 1

i —_— = l _ = — / .

2 2

20.1.- Aplicando la regla de L’Hopital, lim Lﬂ? =5 # lim Lﬂ? = —-.
z—0t X 3" z—0- x 3

20.2.- Aplicando la regla de L’Hopital dos veces, el limite vale 0.
21.1.- A=2% fah Va2 —a?2dz = 1hvh? — a?—1a?log <h+\/ h? — a2) +1a?log(a).

Vab? ab
21.2.-A:/ |\/a$——|d:c——>0
0

21.3.- A—’/ (22 42— (2° —:c))d:c’ 27

21.4.- A:2/ 3\/:Ed:c+/16 3V - (556—12)} dz = 108,

0

32
21.5.1.- A= —/ (2% — 62 +5)dr = 5
1

2 4

16 64

21.5.2.- A = / +V42? — ztde = 3 21.5.3.- A= —/ (2® — 42?) dr = —.
0

3

™ /2
21.5.4.- A= 4/ |sen(2z)|dx = 4</ sen(2x) dx — /
0 0 /2

us

sen(2x) d:c) =8.
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TEMA 8 INTEGRALES IMPROPIAS

La integral de Riemann se define para funciones reales acotadas definidas en inter-
valos cerrados y acotados de R. Sin embargo, para el estudio de diversos problemas de
las Ciencias se hace necesario dar una extension del concepto de integral que permita
la, consideracién de funciones y/o intervalos no acotados; por ejemplo, en el calculo del
area de una regiéon plana limitada por la grafica de una funciéon no acotada, o en el
calculo de la energia transportada por una onda que se propaga indefinidamente en el

tiempo.

Aunque estas y otras deficiencias de la integral de Riemann son solventadas por
teorias de integracion mas avanzadas, es posible ampliar de forma sencilla el concepto
de integral de Riemann al contexto mas general ya mencionado de funciones o intervalos

no acotados. El estudio de estas nuevas integrales (impropias) es el objeto de este tema.

§1 DEFINICIONES Y PRIMERAS PROPIEDADES.

Definicion 1.1.- Sea f una funcién real definida en un intervalo I de la recta
real (de cualquier naturaleza, cerrado o no, acotado o no). Se dice que f es localmente
integrable en I (en el sentido de Riemann, se sobreentiende) si es integrable en el sentido

de Riemann en todo intervalo cerrado y acotado contenido en 1.

Definicién 1.2.- Sea f una funcién real definida en un intervalo de la forma [a, b),
donde a es un nimero real y b puede ser un nimero real o +00. Supongamos que f
es localmente integrable en [a,b), lo que equivale a que para cada = € (a,b), f sea
integrable en [a,x]. Se dice que f es integrable en el sentido impropio en |a,b) si existe

y es finito

lim / ors

r—b—

En este caso, dicho niimero se denomina integral impropia de f en [a,b) y se denota por

f(z)dx o f.

a a

Observacion 1.3.- Por una mayor simplicidad, se adoptara también en lo sucesivo

/abf<:c>d:c o /:f,

152
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siendo sencillo en cada caso concreto determinar, a partir de la naturaleza del inter-
valo de integracion o la de la funcién f, si la integral es impropia o de Riemann. La
integrabilidad de una funcién se expresa también diciendo que la integral impropia
correspondiente es convergente, mientras que si el limite expresado arriba es infinito o
no existe, se dice que la integral impropia no converge. Estudiar la naturaleza o cardcter

de la integral impropia consiste en determinar su convergencia o su no convergencia.

Observacion 1.4.- La definicién de integral impropia se extiende de forma natural
al caso de funciones reales f definidas en intervalos de la forma (a,b] (donde a es un
nimero real 0 —oo y b es un nimero real) y que son localmente integrables en (a,b],
es decir, integrables Riemann en cada intervalo [z,b] con a < z < b. En este caso, la

integral impropia se dird convergente si existe y es finito el limite

b
lim, / F(t) dt

cuyo valor se denotard también por

b b b
f(z)dx 0 f 0 / f.

—a —a

El siguiente resultado muestra la equivalencia de la integral de Riemann con la
integral impropia para cierta clase de funciones acotadas. Aunque es valido también
en la segunda situacién descrita, se expone, por razones de brevedad, para integrales

impropias del primer tipo.

Proposicion 1.5.- Si f es una funcion real definida e integrable en el intervalo
compacto [a, b], entonces la integral impropia de f en [a,b) converge y ademds su valor

coincide con la integral de Riemann de f en [a, b],

;bf dw—/ fa

Reciprocamente, si f es una funcién localmente integrable en [a,b) y tal que existe y es

finito el limite

lim f(x) =

r—b—

—b

entonces la integral impropia f converge; la funcién

~ x) sizxé€la,b),
f(:c):{fé) si:ci[b |
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resultado de extender f por continuidad, es integrable Riemann en [a, b], y su integral

coincide con la integral impropia de f en [a,b).

Ejemplo: La funcién f definida en I = (0, 1] por

sen(x)
fla) ==
1
es continua en [, y lim+ f(z) = 1. Entonces, la integral impropia f converge, y
z—0
coincide con el valor de la integral de Riemann en [0, 1] de la funcién
sen(z) .
~ —= siz e (0,1],
fz) =
1 six =0,

que es continua en [0, 1].

Antes de definir un nuevo tipo de integrales impropias (que contempla ya intervalos
de cualquier naturaleza) se presenta un resultado que garantiza la coherencia de la

definicién siguiente.

Lema 1.6.- Sea f una funcién real definida en un intervalo (a,b), donde a € R 6
a=—-00ybéeRGb=+o0. Supongamos que f es localmente integrable en (a,b). Si

existe ¢ € (a,b) tal que las integrales impropias

[~ [

son convergentes, entonces para cada d € (a,b) se tiene que las integrales

Lo~ [

Lol o=Loe] s

Definicion 1.7.- Sea f como en el lema precedente. Se dice que f es integrable en

convergen, y ademas

sentido impropio en (a,b), o que la integral impropia de f en (a,b), denotada por

—b

b
f o simplemente / f,
a

—a
es convergente, cuando existe ¢ € (a,b) tal que

—b

oy f

—a C
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son convergentes. En este caso, se define la integral impropia como
—b C —b
Lol
—a —a C

Observaciones 1.8.-

i) En virtud del resultado previo, ni la convergencia de la integral impropia, ni su
valor si converge, dependen del valor ¢ que aparece en la definicién. También se deduce

que si para un ¢ € (a, b) se tiene que al menos una de las integrales

c —b
foy f
—a C
—b
no converge, entonces tampoco converge la integral impropia f.
—a

ii) Cuando se pide estudiar la integral impropia de una funcién sobre un cierto
intervalo, no siempre la funcién es localmente integrable en todo él. El problema se
reduce a subdividir el intervalo en otros en los que si lo sea, y a estudiar el caracter de
las integrales impropias correspondientes. Se dird que la integral inicial converge si asi

lo hacen todas las “subintegrales”.

Ejemplo: La funcién f definida en (0,2) \ {1} por

_ log ((z —1)?)
 V2x — a2

es continua en (0,1)U(1,2), y por tanto localmente integrable en cada uno de estos dos

f(x)

subintervalos. Estudiar la naturaleza de la integral impropia de f en el intervalo (0, 2)
consiste en estudiar cada una de las dos integrales impropias

—1 —2

oy /s

—0 —1

2
y la integral impropia / f sera convergente si lo son cada una de las anteriores.
0

Los siguientes resultados, que se deducen facilmente de los andlogos para integrales
de Riemann, proporcionan criterios de convergencia y métodos de calculo para integrales
impropias. Por brevedad se enuncian sélo para integrales impropias del primer tipo

considerado, siendo sencillo para el lector adaptarlos a otras situaciones.
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Proposicién 1.9.- (linealidad de las integrales impropias)

Sean f y ¢ funciones reales localmente integrables en el intervalo [a,b). Si las

/:f y /:g

convergen, entonces para todos «, 5 € R la integral de la funcién af + Bg (localmente

integrales impropias

integrable en [a,b)) es convergente, y ademés

/ab(ocf+ﬁg)=a/:f+ﬁ/abg-

Regla de Barrow 1.10.-

Sea f una funcién localmente integrable en [a, b). Se supone que existe una primitiva
G de f en [a,b). La integral impropia de f en [a,b) converge si, y sblo si, existe y es
finito
lim G(x),

r—b~

en cuyo caso, se tiene que

a
Habitualmente, el miembro de la derecha de la igualdad se representa por

r—b r=b

G(x)

r=a r=a

al igual que en el caso de las integrales de Riemann.

En el caso general, si f es localmente integrable en (a,b) y G es una primitiva de
f en (a,b), la integral de f convergera si, y sélo si, los limites

lim G(z) y lim G(z)

r—at T—b—

existen y son finitos, en cuyo caso,

b z—b
/ f= lim G@) — lim G)=G@)| .
a z—b~ z—a¥t T—a
Observacion 1.11.- La integrabilidad local en el intervalo correspondiente, asi
como la existencia de primitiva, vienen garantizadas en el caso de que la funcion f sea

continua en dicho intervalo.
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Cambio de variable 1.12.-

Sea I un intervalo de R de extremos « y 3 (no necesariamente pertenecientes a I),
con a < 3 y pudiendo ser infinitos cada uno de ellos. Sea ¢ una funcién real definida
en I y de clase C! en I, de modo que ¢'(t) # 0 para cada t € I. El conjunto imagen
de ¢ es, como ya es sabido, un intervalo J, que supondremos de extremos a y b (no
necesariamente en J), con a < b y pudiendo ser cada uno de ellos infinito.

Si f es una funcion real definida y localmente integrable en J, entonces la funcién

definida en I por
t fle(t) |’ ()]

es localmente integrable en I, las integrales impropias

b B
/fmm y /fmmWWﬁ

tienen el mismo caracter, y si convergen, sus valores coinciden.

Integracion por partes 1.13.-

Sean f y g funciones reales de clase C* en un intervalo [a,b) de modo que existe y

es finito el limite
lim f(x)g(zx).

r—b—

Entonces, las integrales impropias

b b
/ﬂmwﬁ y /ﬂmmﬁ

tienen el mismo caracter. Ademas, si convergen,

b z—b b
| rwswi=s@ow| " - [ g

Observacion 1.14.- En el resultado anterior, la condiciéon de que exista y sea

finito el limite lirlr} f(x)g(z) es esencial; si dicho limite es infinito puede suceder que
r—b—

b b
las integrales impropias / flgy / f ¢ no tengan el mismo caracter.
a a

En el caso general, si f y g son de clase C! en el intervalo (a,b) (lo que garantiza

la integrabilidad local de las funciones f' gy f¢’) se ha de exigir que los dos limites
dim fz)g(z) y  lm f(z)g(z)

existan y sean finitos. La conclusion es que las integrales impropias

b b
/ﬂmwﬁ y /ﬂmmﬁ

UNIVERSIDAD DE VALLADOLID.



158 MATEMATICAS I (Sistemas de Tel.) - CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Telemética)

tienen el mismo caracter, y si convergen, se tiene que

b z—b b
| rwswi=s@ow| " - [ sog@a.

§2 INTEGRACION DE FUNCIONES POSITIVAS.

Pasamos ahora al estudio de otros criterios que permitan decidir si una determinada
integral impropia es o no convergente; éstos seran aplicables a funciones de signo cons-
tante, aunque, por simplicidad en la exposiciéon y sin que esto suponga restriccion, se
enunciardn para funciones positivas (ndtese que las integrales impropias de las funciones
f v —f=—1-f tienen el mismo caracter). Si no es éste el caso, ademés de aplicar
la definicién o los resultados anteriores, se puede recurrir al estudio de la convergencia

absoluta, que definiremos mas adelante.

De nuevo, la mayoria de los resultados que se exponen se enuncian para integrales
impropias en intervalos de la forma [a, b), pero se pueden adaptar ficilmente a los otros

casos, tarea que dejamos como ejercicio al lector.

Teorema 2.1.- (Criterio de comparacién)

Sean f y g funciones reales definidas y localmente integrables en un intervalo [a, b),

y tales que existe ¢ € (a,b) de modo que
0< f(z) <g(z) para cada x € (c,b).

Entonces:

b b
i) Si / g converge, también converge / f.
a a
b b
ii) Si / f no converge, tampoco converge / g.
a a

Observacion 2.2.- Este criterio tiene una interpretacién geométrica sencilla: la
region limitada por el eje de abscisas, las rectas de ecuaciones x = ¢, x = b y la grafica
de la funcién g contiene a la limitada por esas mismas tres rectas y la grafica de la
funcién f; si el drea de la primera es finita la de la segunda también, si el area de la

segunda es infinita asi debe ser la de la primera.

El criterio de comparacion se aplica usualmente segun el resultado que se expone

a continuacién.
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Corolario 2.3.- Sean f y g funciones reales definidas y localmente integrables en

un intervalo [a, b), y tales que existe ¢ € (a,b) de modo que
f(z) >0, gx) >0 para cada x € (c,b).

Si existe (finito o no) el limite
lim 1) _p
z—b- g(z)

~—

entonces:

b b
i) Si L pertenece a (0,00), / fy / g tienen el mismo cardcter.
a a

b b
g no converge, entonces / f no converge.
a

ii) SiL=+o00 y /

b b
g converge, entonces / f converge.
a

iii) SIL=0 y /

a

Definicién 2.4.- Sea f una funcién definida y localmente integrable en [a,b) (lo

que implica que la funcién |f| lo es). Se dice que f es absolutamente integrable en [a,b),

b
o que la integral impropia / f(z)dx converge absolutamente, si la integral
a
b
[ i@l
a

b
Proposicion 2.5.- Si la integral impropia / f converge absolutamente, entonces
a

es convergente.

converge, y ademas se tiene que

/abf(:c)d:c

Observacion 2.6.- El reciproco de la proposicién anterior no es, en general, cierto,

< [(1r@iaz.

como se puede comprobar con la integral

/ sen(x) dr
1 X

que es convergente y no converge absolutamente. En efecto:

, > cos(x ,
La integral impropia / g ) dx es absolutamente convergente en virtud del
1 x
L L > | cos(z)| _ 1
criterio de comparacién, puesto que — dx convergey —— < — para cada
1T x x
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x > 1. Aplicando la férmula de integracién por partes,

/100 sen(z) cos(z) = |7 - /100 0s(@) gy cos(1) — /100 O

T T le=1 2 2

y se deduce la convergencia de la primera integral. Por otra parte, si n € N, n > 2,

n

nm nm km
[y, [y, S (7 L),
1 T - T (k—1)x €

k=2
. i/kw—ﬂm | sen(z)| dr> T i sen(7/4) o

lo que muestra que dicha integral no es absolutamente convergente.

Observacidén 2.7.- Sea f una funcién definida y localmente integrable en [a, 00).
oo
La convergencia, incluso absoluta, de la integral impropia / f no asegura nada acerca
a

de la existencia del limite lim f(z). Ahora bien, si dicho limite existe, su valor ha de
Ir— 00

ser necesariamente cero.
§3 COMPARACION CON FUNCIONES TEST.

Se estudia a continuacién la integrabilidad de determinadas clases de funciones
positivas, denominadas funciones test, que se utilizan con frecuencia en la aplicacién del

criterio de comparacion.

Proposicion 3.1.- Sean a,b ntimeros reales con a < by # € R. Las integrales

son convergentes si, y sé6lo si, # < 1. En este caso el valor de ambas integrales es
(b _ a)l—@
1-60
" dx bt=o

En particular, para a =0, —5 converge si, y solo si, § < 1, y su valor es 1o
o T -

impropias

Proposicion 3.2.- Sean a,  niimeros reales.

> dx . :
1) Sia > 0, la integral impropia / —5 s convergente si, y sélo si, § > 1. En este
x
1-6 ¢
caso su valor es a .
0—1
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“ dx
2) Si a < 0, la integral impropia / es convergente si, y solo si, § > 1. En

( )1_0 —00 <_':E)0

0—1

este caso su valor es

Es conocido que, si o y 8 son niimeros reales con o > 0, entonces

1 B
lim 2 |log(z)|® =0 y lim log(x)” =0.

r—0+ T—00 T

A partir de estas relaciones, es facil probar la siguiente

Proposicion 3.3.- Sean «, a nimeros reales con a > 0.

a
1
1) La integral impropia / ogi:c)

—0

—% log(z)
xY

dx es convergente si, y solo si, v < 1.

2) La integral impropia /

a

dx es convergente si, y solo si, v > 1.

También es conocido que si 7y, # son ntimeros reales con § > 0, entonces
lim 27 e e =0 y lim ¥ e P* =0,
z—0t T—00

gracias a lo cual es sencillo probar el resultado que sigue.

Proposicion 3.4.- Sean (3, v niimeros reales.
— 00

Sia € R, a> 0, laintegral impropia / Ve P dz es convergente tnicamente
a

si >0 6si f=0y~y<—1.
En particular, si 5 > 0 se tiene que

— 00 e_ﬁa
/ e P dy = .
a B

§4 EJERCICIOS.

1.- Estudiar el caracter de las siguientes integrales impropias y calcular su valor

cuando proceda:

4 dx /2 5
1.1.- —_— 1.2.- sec’(x) dx.
/0 V16 — 22 /0 ()

1 o0
1.3.- / (Vz—1) 2 da. 1.4.- / z sen(z) dx.
1, 0
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b
1.5.- / ellr 2 der, b,a € R.
0

/1 dx
1.7.-
o V1—=

T2 gec2
1.11.- / ¢ () 4,
—T/o tg (.CC)

1.13.- / cos? () dz.

1.15 /OO dx
Coo 122

1
1.17.-/ ElCrs
-1

Ty 22 -4+ 3

r+1

1.21.- /_3(£C+3—)\/md$

/2 dr
1.6.- —_—.
/0 1 — cos(zx)

2222 — 4x) d.

1.22.- / (¢t —2) " da.
0

2.- Determinar el caracter de las siguientes integrales:

> e " sen(x)

0 voe+1
oo

2.1.- dx.

dx
/o V(i +er)
2.5.- / _log@) _ 4,
1 x(x2 —1)72
27 [ arcte(@) 4,
0 x /2

e¢] 3
2.9.-/ sen’(z)
0

1+ cos(x) + e*

1
/c
0
/°° ~(*+) 4
0
/Oocos(:c
0o VT
/sen d:c
1

2.10.-

T/ m
| =
o v/sen(x)

3.- Probar que si p > 1 las integrales impropias siguientes son convergentes:

sen(x)

o0
3.1.- / —dx
1 xP

> 1
3.2.- / sen? <—) dz.
1 X
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4.- Demostrar que son convergentes las siguientes integrales impropias:

1 1
1 P —1
4.1.- / ;Coﬂd:c. 4.2.- / T " iz, p> 1.
0 x2+2z+1 o log(x)
1 1
log(1 — )
4.3.- / log(z)log(1l — z) dx. 4.4.- ——"dx.
0 0 V1i—=x
5.- Demostrar que, para cada n =0,1,2,..., la integral impropia

o0
/ z"e T dx
0

6.- Probar que las integrales impropias

/0 " o (sen(@)) dz /0 ™ 1og (cos(a) d

convergen y son iguales. Calcular su valor.

es convergente y calcular su valor.

7.- Demostrar que las siguientes integrales impropias convergen, pero no convergen
absolutamente.
7% cos(x)
1 VI

8.- Se considera la funcion

7.1.- dx . 7.2.- / sen (:cQ) dz .
0

f(z) =e® —cos(x) — z.
i) Calcular el desarrollo de Taylor de orden 4 de la funcién f en el punto xy = 0.

ii) Estudiar el caracter de la integral impropia
oo
0 /2 e2z

9.- i) Obtener el desarrollo de Taylor de orden 4 en x = 0 de la funcién

f(z) = o2 _ cos(ax), a > 0.

ii) Estudiar el caracter de la integral impropia

> 22" _ cos(am)

0 Va'(1+ )

en funcion del parametro real a > 0.

Xz
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10.- i) Hallar el desarrollo de Taylor de orden 2 en = 0 de la funcién
f(z) =log(1 4+ ax) — sen(x), a> 0.

ii) Estudiar, segun los valores de o > 0, la convergencia de la integral

[ Leogliest)

xt 4+ b

11.- Sea y > 0. Se considera la integral impropia

/ e Y sen(t) dt.
0

i) Demostrar que para cada y > 0 la integral es absolutamente convergente.

Calcular el valor de la integral dada, que denotaremos por F'(y).

ii) Probar que para cada o € R, la integral
oo
/ e Y sen(y*T1t) dt
0
converge absolutamente, y que su valor, al que llamamos G (y), es igual a
1 1

i’ <y_0‘) '

iii) Demostrar que la integral impropia

/ - Gal(y)dy

—0

es convergente si, y sélo si, a # 0. Calcular su valor para a = 2.

§5 SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS.

1.1.- Converge y vale 5. 1.2.- No converge. 1.3.- No converge. 1.4.- No converge.
1.5.- No converge. 1.6.- No converge. 1.7.- No converge.

1.8.- Converge y vale % 1.9.- Converge y vale w. 1.10.- Converge y vale 0.
1.11.- No converge. 1.12.- Converge y vale 0. 1.13.- No converge.

1.14.- No converge. 1.15.- Converge y vale 7.

1.16.- No converge para todo . 1.17.- Converge y vale 4. 1.18.- No converge.
1.19.- No converge. 1.20.- No converge. 1.21.- No converge. 1.22.- No converge.

2.1.- |f(z)] <e " x>0,y [; e *dx converge.
2.2.- } cos (1/:6)} <1, z # 0,y el intervalo es acotado.
2.3.- Converge. 2.4.- Converge. 2.5.- Converge.
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2.6.- Comparar por cociente con fol % para la convergencia en (0,1). Aplicar
integracién por partes para la convergencia en (1, 00).
sen <1 / :c2)

2.7.- Converge. 2.8.- leH;O T = 1. Converge.

3
2.9.- sen”(z) < e~ *. Converge. 2.10.- Converge.
1+ cos(x) + e*
sen” <1)
. -
R T e GO P P S (Ui -2
xP xP z—oo 1/xP
1
41 lim —2lel®)

om0t 22 + 22+ 1
4.2.- Sip=0es trivial. Sip# 0, lim,_,;- f(z) =p € R. Sip >0, hrng f(z) =0,

y la integral es de Riemann. Si p € (—1,0), comparar con fol 2P dx.

4.3.- lim log(z)log(l —z) = lim log(x)log(l —x) = 0.

z—07+ r—1—

4.4.- lim f(z) =0y lim (1 —z)**f(z)=0.

rz—0+t Tz—1—

n,—x

e oo oo
5.- lim —— =0y / e /% dx converge. I, = / e Tdr=mnln>0.
0 0

/2
6.- Comparar la primera integral I con / log(x) dx. Mediante el cambio de varia-
0
T 0 T /2
ble z = 5 t, I = —/ log (sen(§ — 1)) dt = / log (cos(t)) dt. Tomar logaritmos
/2 0
en la igualdad sen(z) = 2 sen(z/2) cos(xz/2) e integrar en (0, ) los dos miembros para

deducir que I = —g log(2).

7.1.- Aplicando integracién por partes, la integral converge. Para probar que no

converge absolutamente, obsérvese que sin € Ny z € [rn—7/3, in+7/3], | cos(z)| > 5

7.2.- Aplicar el cambio de variable 22 = t.

3
8.- i) e” —cos(x) —x = 2% + % + z*e(z) en 29 = 0, con lir%g(w) =0.
T —

ii) El integrando es positivo y continuo en (0, 00). La integral impropia converge:

f(z) f(z)
: 5222 . ok g2z
x’2e?* _ 2 e _
}CILHO 1/,:61/2 ) y ach—>H;o 1/562 =
. _2$2 o . a_Q _ 2 _ a_4 4 4 —
9.- i) e cos(ax) = (2 2)z? + (2 24).CC + 2%¢(z) en zy = 0, con
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lir% e(z) =0.
xr—
ii) La integral dada converge si y sélo si a = 2.

10.- i) f(z) = (a — 1)z — %2562 + x?%¢(x) en mg = 0, con lir%&t(:c) = 0.

ii) Si a # 1 entonces la integral impropia no converge, ya que
f(z)log(1 + 2?)

4 5
lim fcf/j —a—1€R\{0}.

Si a = 1 entonces la integral converge, porque
f(z)log(1 +2?)

log (1 + 22 1 i1 .5
lim f(z)log( +$):__ y lim T+ =0.
z—0 xt + 2 2 T—00 1/
11.- i) e ¥*sen(t)| < e ¥ F(y) = !
~ 1) |e ¥sen(t)| <e ' F(y BT

ii) Realizar el cambio de variable y*™1t = .
iii) Ga(y) = Jira g i Y > 0;

> > ydy 1 y—oo
/ Ga(y)dy = / = — arctg(y?) =
0 0 = 4
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TEMA 9 CURVAS Y SUPERFICIES

En el planteamiento de muchos problemas de las Ciencias Aplicadas aparecen de
forma natural los conceptos de curva y superficie; por ejemplo, a la hora de describir el
movimiento de una particula, la posicion en el espacio tridimensional de una membrana,
etc. El objetivo de este tema es establecer el marco adecuado necesario para dar un
tratamiento matemaético riguroso a todos estos objetos que aparecen como subconjun-
tos de los espacios euclideos R™ y que se pueden describir (parametrizar) localmente

identificaAndolos con subconjuntos de espacios de dimensién menor.

§1 CURVAS EN R”.

Definicién 1.1.- Una curva paramétrica en R™ de clase C¥ (k > 0) es un par
(I,¢), donde I es un intervalo de la recta real y ¢ es una aplicacién definida en I, con

valores en R", y de clase C* en I.

Si I es un intervalo compacto, I = [a,b], los puntos ¢(a) y ¢(b) se denominan
respectivamente el origen y el extremo de la curva; si dichos puntos coinciden, se dice

que la curva es cerrada.

Se llama soporte de la curva al conjunto (1), imagen de I por ¢, denotado usual-

mente por ¢*, y se dice entonces que ¢ es una parametrizacion de ¢*.

Se dice que la curva (I, ¢) es simple si la aplicacién ¢ es inyectiva (si la curva es

cerrada, se pide la inyectividad en [a, b)).

Por tltimo, si la curva es de clase C¥ con k > 1, se puede considerar para cada
t € I el vector ¢'(t), denominado vector tangente a la curva en el punto ¢(t). Se dice
que dicho punto es regular si ¢’(t) # 0. Cuando todos los puntos de una curva son

regulares, la curva se dice reqular.

Observacion 1.2.- También se utilizan los nombres de arco o camino como siné-

nimos de curva.
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Ejemplos 1.3.-

1.3.1.- Consideremos una funcién real f definida en un intervalo I y de clase C*

en I, k > 1. Entonces, la curva (I, ¢) dada por
p(t) =(t, ft), tel,
es una curva plana (es decir, a valores en R?) de clase C¥, simple, regular, y
@'(t) = (1, f'(t)) #(0,0) paracadatel.
Su soporte es precisamente el grafo de la funcién.

1.3.2.- Es familiar la expresion paramétrica de una recta en el plano, conocidos un

punto de la misma (a1, a2) y un vector director (vi,v2) (no nulo):
(x(t),y(t)) = (a1 + tvr, ag + tva), t eR;
el par (R, ¢), donde p(t) = (x(t),y(t)), es una curva paramétrica plana de clase C*°,

simple y regular, cuyo vector tangente en cada punto es el vector director.

1.3.3.- El par (I, ), donde I es un intervalo y
p(t) = (cos(t),sen(t)),  tel,

es una curva paramétrica plana de clase C* y regular, con soporte contenido en la

circunferencia centrada en (0,0) y de radio 1. Es sencillo probar que:
a) la curva es simple si, y sélo si, la longitud de I es menor o igual que 27;

b) la curva es cerrada si, y sélo si, I = [a,a + 2n7], a € R, n € N.

Definicion 1.4.- Dados dos intervalos de R, I; e I, se dice que una aplicacién
0: 1, — I3 es un difeomorfismo entre ambos si es biyectiva y tanto § como #~! son de
clase C! (y, por lo tanto, con derivada no nula en todo punto). Si los intervalos no son

abiertos se entiende que las derivadas en los extremos son laterales.

Definicién 1.5.- Se dice que dos curvas paramétricas en R, (I1,¢1) e (12, p2),
son equivalentes si existe un difeomorfismo 6 de I; en I, de manera que @2 0 6 = ¢;.

En esta situacion, 6 recibe el nombre de cambio de pardmetro.

Observacion 1.6.- La relacion asi definida en el conjunto de las curvas paramé-
tricas es de equivalencia en el sentido conjuntista (es decir, verifica las propiedades
reflexiva, simétrica y transitiva), lo que se demuestra sin dificultad a partir del teorema

de la funcién inversa y de la regla de la cadena.
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Observacion 1.7.- Resulta obvio que curvas paramétricas equivalentes tienen el
mismo soporte; ahora bien, el reciproco no es cierto a menos que se impongan condi-

ciones de regularidad, como las que aparecen en el siguiente resultado.

Teorema 1.8.- Dos curvas paramétricas regulares, simples y con el mismo soporte

son siempre equivalentes.

Observacion 1.9.- Este resultado justifica que en muchos casos se proporcione una
curva indicando tnicamente su soporte: si se admite que la parametrizacién con la que
se va a representar dicho conjunto es regular y simple, cualquier otra con esas mismas
propiedades resultara equivalente a aquella, lo que basta para garantizar la consistencia

de los conceptos y resultados relativos a curvas con los que trabajaremos.

Observacién 1.10.- Sean (I1,1) e (I2,¢2) curvas paramétricas equivalentes, y
sea 0 el cambio de parametros de modo que 1 = 2 o 0. Por la regla de la cadena,

para cada t € I,
@1 (t) = 0'(t) p5(0(2)) -

Dado que #'(t) # 0 para todo t € I, es inmediato que un punto P del soporte (comin
para ambas curvas) es regular o no independientemente de la parametrizacion escogida,
y que, en caso de serlo, los vectores tangentes en P respecto a cada parametrizacion son
proporcionales y determinan, por tanto, una misma direcciéon. Este hecho proporciona

consistencia a la siguiente definicién.

Definicién 1.11.- Sea (I, ) una curva paramétricay P = (o) un punto regular
de su soporte. Se llama recta tangente a la curva (o a su soporte) en P a la que pasa

por Py cuyo vector director es ¢’ (o).

Observacion 1.12.- En la situacién de la ultima observacién, de la propiedad de
Darboux para las derivadas se deduce que 6’ ha de tener signo constante. Se establece

entonces el siguiente concepto.

Definicién 1.13.- Se dice que las curvas paramétricas equivalentes (I1,¢1) e
(I2,2) corresponden a la misma orientacion si el cambio de pardmetros que pasa
de una a otra tiene derivada positiva; se dice que corresponden a orientaciones opuestas

si la derivada es negativa.

Observacion 1.14.- La nocién de orientacién tiene una facil interpretacion geomé-
trica: vectores tangentes correspondientes a parametrizaciones de la misma orientacién

tienen el mismo sentido, mientras que al cambiar la orientacién cambia el sentido del
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vector tangente. En otras palabras, un cambio en la orientacién se traduce en la inversién

del sentido de recorrido de la curva.

Ejemplo 1.15.- Sea (I,¢) la curva paramétrica con [ = [-1,1] y ¢: 1 — R?
dada por
p(t) = (t,t%), tel.

Una curva paramétrica equivalente es (J, ), donde
~(s) = (2s,45%), seJ=1[-1/2,1/2],

pues el difeomorfismo 6:1 — J, 6(t) = t/9, es tal que ¢ = vy 0. Puesto que ¢'(t) > 0
para todo t € I, ambas parametrizaciones tienen la misma orientacién. Sin embargo, la
curva (H,o) dada por H = [—-1,1] y

o(u) = (—u,u?), u € H,

representa a la orientacion opuesta, pues el cambio de parametros es 61: I — H, dado
por 61(t) = —t, t € I, con derivada negativa.
Una curva paramétrica con el mismo soporte que (I, ) es (I, 1), donde
301<,U) :<v37U6)7 ’UE[;
sin embargo, ésta no es equivalente a (I, ¢), pues la aplicacién g que permite escribir
3
p=wiogesg:l — 1 g(t)=+/t, t € I, queno es difecomorfismo; nétese también que
la curva (I, ¢1) no es regular en el punto ¢4(0) = (0,0).

Curvas definidas implicitamente 1.16.-

Sean U un abierto de R? y F' una funcién real definida y de clase C' en U. Consi-

deremos el conjunto

S={(x,y) €U : F(x,y) =0}.
Tomemos (xg,yo) € S tal que F'(z¢,y0) # 0, y supongamos (sin pérdida de generalidad)
que, en concreto, a—(:co,yo) # 0. Entonces, el teorema de las funciones implicitas

garantiza la existencia de un intervalo abierto I, con xy € I, un entorno abierto V de
Yo en R, y una funcién y = y(x), de I en V, de clase C! en I, de modo que para cada

x € 1, y(x) es el Gnico punto de V' que satisface

F(z,y(z)) =0.

Definimos la curva paramétrica (I, ), donde

o(x) = (z,y(x)), xel.
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Por la propiedad anterior, el soporte estd contenido en S, por lo que (I,¢) es una
parametrizacién de una porcién de S. Es inmediato que ademds es simple, de clase C! y
regular, pues el vector tangente es, para un z € I, ¢'(z) = (1,7'(2)) # 0. Recordando
la forma en que estan relacionadas las derivadas de F' y la de y, es sencillo obtener la

siguiente ecuacién para la recta tangente a la curva en el punto zg:

OF OF

— (o, T — x9) + — (o, — =0.

5, (0, Y0) (¢ — o) ay( 0,%0) (¥ — %o)

La misma ecuacién se obtiene si es la variable x la que se puede despejar localmente en
funcién de la y; el vector F'(zg,yo) es un vector ortogonal a la recta tangente a S en el

punto (zo, Yo)-
Si I es una curva en R? que viene dada implicitamente por las ecuaciones

gi(x) =0,  ga(x) =0,
donde las funciones ¢g; v g2 son de clase C* en un abierto U de R? y tales que el rango
de la matriz jacobiana de g = (g1, g2),
<ngi) 1<i<2
1<5<3
es 2 en cada punto de U, entonces la recta vectorial tangente a I' en un punto € I' es

precisamente el conjunto de vectores v que satisfacen
Vgi(x) - v=0, i=12.

Es decir, los vectores Vgi(z) y Vga(x) engendran un plano vectorial ortogonal en R? a

la recta vectorial tangente a I' en dicho punto.

Ejemplos 1.17.-

1.17.1.- Como es sabido, si (a,b) # (0,0) la ecuacién
ar+by+c=0, (z,y) € R?,

representa una recta plana que tiene en todo punto como recta vectorial tangente la
formada por los vectores perpendiculares al vector (a,b). Es decir, el vector (—b,a)

engendra la recta tangente en cada punto.

1.17.2.- Si a,b > 0, la ecuacién
2 2
x
Tl
a b
representa una elipse centrada en el origen de coordenadas, de ejes de simetria paralelos

a los coordenados, y cuyos semiejes horizontal y vertical miden, respectivamente, a y
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b unidades (si a = b se obtiene la circunferencia de radio a). En un punto (zo,yo)
de la elipse el vector (Zo/q2,Y0/p2) engendra la recta normal, mientras que el vector

(—Y0/p2,%0/42) engendra la recta tangente.

1.17.3.- El sistema de ecuaciones
apx+biy+ciz+d =0,
{az:c—i—be—i—CQZ—i—dz =0,
donde los vectores u = (ay1,b1,¢1) y v = (az2,bs,c2) son linealmente independientes,
define una recta en el espacio R? que tiene en todo punto como recta vectorial tangente
la formada por los vectores perpendiculares a w y a v. Por lo tanto, el vector u x v

engendra la recta tangente en cada punto.

1.17.4.- El subconjunto de R3 dado por
2?2 4 y? = 22,
{w+y:1
tiene dos componentes conexas, una en el hemiespacio superior (es decir, formada por
puntos con tercera coordenada positiva) y otra en el hemiespacio inferior. Cada una de

ellas es una curva de clase C® en R3.

§2 SUPERFICIES EN R3.

Definicién 2.1.- Se dice que un abierto D de R? es conezo si todo par de puntos
de D se puede unir mediante un camino con soporte integramente contenido en D, es

decir, si para todos x, y de D, existe una aplicacién continua ~:[0,1] — D tal que

Y(0) =z y~(1) =yv.

Definicién 2.2.- Una superficie paramétrica de clase C* (k> 0) en R? es un par
(D, ), donde D es un subconjunto abierto conexo de R? y ¢ es una aplicacién definida

en D, con valores en R3,

Q"(uvv) = ('x(uvv)vy(uvv)vz<uvv))v (uvv) eD,

de clase C* en D, y localmente inyectiva (es decir, inyectiva en un entorno adecuado de

cada punto de D).

Se llama soporte de la superficie al conjunto ¢ (D), imagen de D por ¢, denotado

usualmente por ¢*, y se dice entonces que ¢ es una parametrizacion de @*.

Se dice que la superficie (D, ) es simple si la aplicacién ¢ es inyectiva (global-

mente).
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Por ltimo, si la superficie es de clase C* con k > 1, se pueden considerar para cada

(u,v) € D los vectores

op [0z oy 0z

22 (uv) = (G v) 5 (u), 5o (w,0)) v
op [0z oy 0z

() = (5w 0), o (u,v), 5 (,0))

denominados vectores tangentes a la superficie en el punto ¢(u, v) de su soporte. Se dice
que dicho punto es regular si los vectores tangentes a la superficie en él son linealmente
independientes (es decir, la matriz jacobiana de ¢ en el punto (u,v) tiene rango 2), o
equivalentemente, si es no nulo su producto vectorial

op op

—(u,v) x —(u,v

ou (u,v) v (u,v),

en cuyo caso dicho vector se denomina vector normal a la superficie en el punto ¢(u, v).
Cuando todos los puntos de una superficie son regulares, decimos que la superficie

es reqular.

Ejemplos 2.3.-

2.3.1.- Es bien conocida la ecuacién paramétrica de un plano: dados un punto
(0, Y0, 20) del mismo y dos vectores generadores, u = (uy,uz,us) y v = (v1,va,vs),
linealmente independientes, el plano se parametriza por:

p(s,t) = (wo + sur +tvr, yo+ suz +tva, 20 + sus +tvs), (s,t) € R?.

Los vectores tangentes a la superficie en cada punto son precisamente u y v, y el vector

normal es uxwv # 0. Asi, la superficie es simple, regular y de clase C*.

2.3.2.- Sea f una funcién real definida y de clase C¥ (k > 1) en un abierto D
de R2. Su gréfica, representada en la forma usual en R3, es el soporte de la superficie

paramétrica (D, ¢), donde

p(u,v) = (u,v, f(u,v)), (u,v) € D.
Es inmediato comprobar que la superficie es simple, regular y de clase C*. Los vectores

tangentes en cada punto ¢(u,v) resultan ser

<1, 0, %(u, v)) y <O, 1, %(u, v)) ,
y el vector normal es
<— %(u,v), — %(u,v), 1).

2.3.3.- Consideremos la superficie paramétrica (D, ¢), donde

D = B(0,1) = {(u,v) € R? : u* +0? < 1}, y

UNIVERSIDAD DE VALLADOLID.



174 MATEMATICAS I (Sistemas de Tel.) - CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Telemética)

go(u,v):<u,v, 1—(u2+v2)), (u,v) € D.

Esta superficie, cuyo soporte es el hemisferio superior de la esfera centrada en el origen
y de radio 1, es del tipo considerado en el ejemplo anterior y, por tanto, es simple, de

clase C*° y regular, siendo su vector normal en cada punto ¢(u,v)
Op 0
< EAY SD)(uv):( “ ! ,1).
ou v V1= W2 +02) /1= (u2 + 02

Definicién 2.4.- Dados dos abiertos de R?, D, y D5, una aplicacién 6: D; — Dy

es un difeomorfismo entre ambos si es biyectiva, de clase C* (k > 1) y tal que el

determinante de su matriz jacobiana, gJ@(u), es no nulo en todo punto u € D;.
Equivalentemente, @ ha de ser biyectiva, y tanto @ como @~! tienen que ser de

clase C* (k > 1) en sus respectivos dominios. Asi, 871: Dy — D; también es un

difeomorfismo.

Definicién 2.5.- Se dice que dos superficies paramétricas, (D1, 1) y (Da2, p2),
son equivalentes si existe un difeomorfismo @ de Dy en Dy de manera que 2 060 = ¢;.

En esta situacion, @ recibe el nombre de cambio de pardmetros.

Observacion 2.6.- La relacién asi definida en el conjunto de las superficies para-

métricas es de equivalencia en el sentido conjuntista.

Observacion 2.7.- Es inmediato que superficies paramétricas equivalentes tienen
el mismo soporte. Sin embargo, el hecho de que dos parametrizaciones tengan el mismo
soporte no implica que sean equivalentes, a menos que se verifiquen propiedades adi-

cionales.

Teorema 2.8.- Dos superficies paramétricas regulares, simples y con el mismo

soporte son siempre equivalentes.

Observacion 2.9.- Si se admite que las parametrizaciones con las que se va a tra-
bajar seran simples y regulares, es posible establecer conceptos y resultados coherentes
para superficies que vengan dadas exclusivamente mediante su soporte. En lo sucesivo

seguiremos este convenio.

Observacién 2.10.- Si (D1,¢1) y (D2, ¢2) son superficies paramétricas equiva-
lentes, y 6: D1 — Dy es el cambio de parametros que permite escribir ¢p; = 3 0 6,

por la regla de la cadena, para cada (u,v) € Dy,

@' (u,v) = 5(0(u,v)) 0 0'(u,v),
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y dado que J0(u,v) # 0 para todo (u,v), resulta que un punto P en el soporte de S
es regular o no independientemente de la parametrizacion escogida, y que, en caso de
serlo, los vectores tangentes en P respecto a cada parametrizacién generan un mismo

plano y dan lugar a vectores normales proporcionales.

Definicién 2.11.- Sea (D, ¢) una superficie paramétricay P = ¢(ug, vp) un punto

regular de su soporte.

Se llama plano tangente a la superficie (o a su soporte) en el punto P al plano afin

que pasa por P y tiene a —So(uo, Vo) Y 8_80<UO7 vo) como vectores generadores.
v

ou

Se llama recta normal a la superficie (o a su soporte) en P a la recta afin que pasa

por P y tiene al vector normal a la superficie en P como vector director.

Observacion 2.12.- En la situacion de la dltima observacion, y puesto que J@ no
se anula en el conexo D7, ha de tener signo constante. Se establece entonces la siguiente

definicién.

Definicién 2.13.- Se dice que dos superficies paramétricas equivalentes (D1, 1)
y (Da, ¢2) tienen la misma orientacion si el cambio de pardmetros que pasa de una a
la otra tiene determinante jacobiano positivo; se dice que corresponden a orientaciones

opuestas si el jacobiano es negativo.

Observacion 2.14.- El concepto de orientacién de una superficie tiene una facil
interpretacion en términos del vector normal:
Si (D1,41) v (D2, 2) son superficies paramétricas equivalentes, y 6: D1 — Ds es

el difeomorfismo tal que
¥1 (uv v) = 302<9(u7 v)) = 302<S<u7 v)v t(uv v)) ) (uv v) € Dy,

entonces, si ¢1(u,v) es un punto regular de la superficie geométrica que representan,

(%(9( ) 5 (WH%(B( : ))g—tw,v))
9s ot ot Os Dz Opo
_ (au(u’v)%w’v) a—(u,v) 5 (u,v)) <§ W)w( ,0))

= 30(u,v) <§ X W) (0(u,v)),

de donde se deduce que los vectores normales correspondientes a parametrizaciones de

la misma orientacion tienen el mismo sentido, mientras que si las parametrizaciones
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tienen orientaciéon distinta, los vectores normales tienen sentidos opuestos.

Ejemplo 2.15.- Consideremos la superficie paramétrica (D1,¢1), donde Dy =
(0,7/2) x(0,1) ¥
p1(u,v) = (cos(u),sen(u),v), (u,v) € Dy .
Su soporte es el conjunto
A={(z,y,2) €R® : 22 +9>=1,2>0,y>0, 0<z<1}.
El vector normal que se obtiene para esta parametrizacion es

<% % %)W’ v) = (cos(u),sen(u),0),  (u,v) € Dy.

Otra parametrizacion equivalente a la anterior es (Da, ¢2), con Dy = (0,1)x(0,1) y
pa(s,t) = (s, V1 —s2t), (s,t) € Do,
a la que se llega tras aplicar el cambio de parametros 8: D1 — D- dado por
0(u,v) = (cos(u),v)
(compruébese que 6 es un difeomorfismo y que 2 0 8 = 7). Puesto que
36(u,v) = —sen(u) <0, (u,v) € Dy,

la nueva parametrizacién corresponde a la orientacién opuesta. Esto se podria haber

deducido del calculo del vector normal

que resulta ser de sentido opuesto al que se obtuvo con la primera parametrizacion.

Las superficies interesantes desde un punto de vista practico son las simples y
regulares. Las que hemos tratado hasta el momento son las denominadas elementales,
es decir, parametrizadas en un solo abierto conexo de R?, pero en este contexto no
entran objetos tan familiares como una esfera. Concretando mas:

“Es imposible establecer una aplicacion biyectiva y continua entre un abierto de
R? y el conjunto E = {(z,y,2) € R3 : 22 +y?> + 22 = 1}".

Con el animo de generalizar lo expuesto hasta ahora a esta y otras “superficies no
elementales” se introduce a un nivel mas avanzado el concepto de variedad diferenciable,
que omitimos. En lo sucesivo, cuando sea necesario y sin entrar en justificaciones, se

considerard este tipo de superficies S como uniones del tipo

S=5USU...UuS, uryul;u...ul,,,
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siendo la unién disjunta y tal que:

i) Para cada j =1,2,...,n, S, es (el soporte de) una superficie paramétrica de
clase C! y regular.
ii) Para cada k = 1,2,...,m, 'y es (el soporte de) una curva paramétrica de
clase C! y regular.
Entonces, los célculos a realizar sobre la superficie S se reducirdn a los correspon-

dientes sobre las S, despreciando las curvas I'; a lo largo de las cuales se “unen” dichas

superficies.

Superficies definidas implicitamente 2.16.-

Sean U un abierto de R® y F una funcién real definida y de clase C' en U. Consi-
deremos el conjunto
S ={(z,y,2) €U : F(x,y,z) =0}.
Tomemos xy = (zo,%0,20) € S tal que F'(xy) # 0, y supongamos (sin pérdida de
generalidad) que, en concreto, 5(:130) # 0. Entonces, el teorema de las funciones
implicitas garantiza la existencia de un entorno abierto conexo D de (zg,%o) en R?, un
entorno abierto V de zg en R, y una funcién z = z(x,y), de D en V, de clase C! en D,

de modo que para cada (z,y) € D, z(x,y) es el tinico punto de V' que satisface
F(:c,y,z(:c,y)) =0.
Definimos la superficie paramétrica (D, ¢), donde

o(r,y) = (z,9,2(z,y),  (z,y) €D.

Por la propiedad anterior, el soporte estd contenido en S, por lo que (D,¢) es una
parametrizacién de una porcién de S. Es inmediato que ademés es simple, de clase C!

y regular, pues los vectores tangentes son, para un (x,y) € D,

op B 0z op B 0z
%(:c,y) - <1707%<$7y)) ) a—y<wvy) - <0717 ay('xvy)) )
y el vector normal resulta ser
Op O 0z 0z
i Vo = (- = - = 1 0.
(amxay)(w,y) ( 5 (& Y) ay(fv,y), )75

Recordando la forma en que estan relacionadas las derivadas de F' y las de z, es sencillo
obtener la siguiente ecuacién para el plano tangente a la superficie en el punto xg:

G (@0) (o = 0) + 5 () (0 = o) + (20) (= = 20) = 0.
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La misma ecuacién del plano tangente se obtiene si son las variables x 6 y las que se
pueden despejar localmente en funcién de las otras dos; el vector F’(xg) es un vector

ortogonal al plano tangente a S en el punto x.

Ejemplo 2.17.- Concretando lo anterior en el caso de una esfera en R3, que por

comodidad en la notaciéon tomaremos centrada en el origen, y que vendra dada por
E={(v,y,2) eR® : 2> + 9> + 22 =%}, (r>0),
se tiene lo siguiente:
El vector normal a esta “superficie” en cada uno de sus puntos x es proporcional
a F'(x) =2z, siendo F(r,y,2) = 2® +y? + 22 —r?.

¢3 EJERCICIOS.

1.- Demostrar que la funciéon g definida por
g(t) =3t> +10¢3 + 15t + 1

es un difeomorfismo de R en R.

2.- El borde de un disco B(a,r) C R? es el soporte de una curva de clase C! y
regular; dar parametrizaciones de dicha curva correspondientes a las dos orientaciones

posibles.

3.- Dada la curva paramétrica plana ([0, 27], ), siendo
p(0) = (cos(@) (2cos(f) — 1), sen(f) (2sen(h) — 1)) ,

se consideran los cambios de parametro 6 =t+1 y 6 = —s. Obtener las ecuaciones
paramétricas de las curvas equivalentes correspondientes. ;Dichas curvas conservan la

orientacion de la original?

4.- Estudiar los puntos regulares de la curva (llamada hipotrocoide)

{ x(t) = 4cos(t) — cos (t/4) :

y(t) = 4sen(t) — sen (t/4) , rek.

5.- ;Son equivalentes las curvas paramétricas (R,¢1) v ((0,00),¢2) dadas por

p1(t) = (t,sen(t),e), p2(t) = (log(t),sen (log(t)),t) ?

Si lo son, jcorresponden a una misma orientacion?
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6.- Se considera la curva paramétrica
x(t) =14 cos(t);
y(t) =sen(t); t € [—2m, 2.
2(t) = 2sen(t/a)
Demostrar que es regular, determinar los dos vectores tangentes unitarios en un punto

genérico del soporte, y comprobar que el soporte del arco esta contenido en

FZ{('xvva)ERS : $2+y2+22:4, ($—1)2+y2:1}

7.- Es familiar el uso de las coordenadas polares (p, f) para la representacién de
puntos en el plano euclideo. También es posible a veces expresar una curva paramétrica
plana “en polares”, mediante una expresién del tipo p = f(#), que corresponde a la

aplicacion
0 — (f(@) cos(d), f(0) sen(@)) ,

definida en el intervalo o unién de ellos en los que se verifique que f(6) > 0 (pues dicho
valor mide la distancia al origen del punto del soporte de la curva con argumento 6).
El estudio de estas parametrizaciones requiere un analisis del comportamiento de la

funcién f, que se puede reducir a los siguientes apartados:

7.1.- Periodicidad: cuando existe p > 0 tal que f(6 + p) = f(0) para todo 6, la

grafica de la funcién se repite tras un giro de amplitud p.

7.2.- Variacion de p: el estudio de la monotonia de f informa de la variacién de

la distancia al origen de los puntos de la curva.

7.3.- Puntos requlares: supongamos que f es de clase C!. Un punto P del soporte,
correspondiente a § = 6y, no es regular si y sélo si f(6y) = f'(6p) = 0 (en particular, si

el soporte de la curva no contiene al origen, la curva es regular).

8.- Representar las siguientes curvas, expresadas en coordenadas polares:

8.1.- p=tg(f/2). 8.2.- p=|tg(d)|. 8.3.- p=sen(nf), neN,
8.4.- p= TR 8.5.- p=1—sen(26). 8.6.- p =sen(0/2) + cos(6/2).
a 1+ 2sen(0)
8.7.- p=-— 0. 8.8.- p= ———F—=. 9.- p=1 .
P=7y a > p 1~ 2sen(d) 8.9.- p + cos(0)
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9.- Demostrar que si A = {(77, VVER? :n>0, v> 0}, la aplicacién f dada por

2 2 2 2
. n°+v n—u)
R

es un difeomorfismo de A en el conjunto B = {(u,v) € R? : u >0, |v| < u}.

10.- Se considera la superficie parametrizada en el abierto
D={nv)eR*:n>0, v>0, n* +v° < 1}

por la aplicacién

30<777V): (777% V1_<772+V2))'

Si se realiza el cambio de parametros del problema anterior, dar las nuevas ecua-

ciones de la superficie. ;Se conserva la orientacién?

11.- Se considera el conjunto de puntos (z,y, z) € R? que verifican

.CCQ y2 22

a2 b2 2

;. Es este conjunto el soporte de una superficie paramétrica regular de clase C'? ;Lo

=0, a,bc>0. (Cono)

es algin subconjunto suyo? En caso afirmativo, dar una representacién paramétrica de

la misma, y determinar el plano tangente en cada punto.

12.- Realizar el mismo estudio propuesto en el ejercicio anterior para el conjunto
de puntos (z,y, z) € R? tales que

2 P
g a= 0, ab>0. (Paraboloide hiperbdlico)
a

13.- Para las siguientes representaciones paramétricas, se pide:

i) Determinar abiertos de R? lo més generales posibles donde sean inyectivas.

ii) Eliminar los pardmetros para obtener una ecuacién implicita de la superficie

indicada.

iii) Dar una expresion del vector normal en los puntos regulares en funcién de los

parametros y de la ecuacién implicita.

13.1.- Plano (que pasa por x con vectores generadores a y b):

@(u,v) = (w0 +uar +vby, yo+uaz +vby, 20 +uas +vbs).
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13.2.- Paraboloide eliptico (a,b > 0):

¢(u,v) = (aucos(v), busen(v), u?).

13.3.- Elipsoide (de semiejes a,b,c > 0):
¢(u,v) = (asen(u)cos(v), bsen(u)sen(v), ccos(u)).

13.4.- Superficie de revolucion (generada al girar la grafica de la funcién
z = f(x) alrededor del eje OZ):

¢(u,v) = (ucos(v), usen(v), f(u)).

13.5.- Cllindro eliptico (superficie reglada):

@(u,v) = (acos(v), bsen(v), u).

13.6.- Toro (de radios a,b, 0 <b < a):

p(u,v) = <(a + beos(u)) sen(v), (a + beos(u)) cos(v), bsen(u)) .

14.- Establecer una parametrizacién de cada una de las siguientes curvas o super-

ficies, dadas en términos de su soporte:

14.1.- La curva interseccién del cilindro de ecuacién (z—1)%+ (y—2)% = r2 (r > 0)

con el plano de ecuacién = + z + 1 = 0.

14.2.- El borde del tridngulo de vértices (0,0), (1,1) y (1,0), recorrido en sentido

horario.

14.3.- La curva interseccién de las superficies de ecuaciones respectivas

2?4yt =1 y r+z=1.

14.4.- La parte de la curva intersecciéon de
2+’ +22=a2 y 22+ =ax
contenida en el primer octante, y considerando como origen el punto (a,0,0).

14.5.- La curva interseccién de las superficies
22 —2yz=0 y y+z—V2x—1=0,

entre los puntos (0,0,1) y (0,1,0).
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14.6.- La curva de ecuacion implicita

recorrida en sentido antihorario.

14.7.- La curva que resulta de la interseccién del plano z +y + 2 = 3a/y y la
superficie que limita al cubo [0, a] %[0, a]x[0,a] (a > 0).
14.8.- La superficie dada por 22 =22y,0<z<2,0<y<1,2z>0.

14.9.- La regién del plano = +y + 2z = a interior al cilindro z? + y? = a2

2

14.10.- La porcién de la esfera x? +y? +22 = a? interior al cilindro 2% +9% = ax,

siendo z > 0.

14.11.- El casquete esférico dado por
:c2+y2+22 =2, z>1.

14.12.- La superficie que recorta el cilindro de ecuacién z2 4+ y?> = 2z en la hoja

superior del cono de ecuacién x? + 3% = 2.

14.13.- La superficie del plano z+y+z = 3a/9 interior al cubo [0, a]x[0,a]x[0, a]
(a > 0).

14.14.- La superficie obtenida al girar en torno al eje OZ la curva contenida en el

plano OX Z de ecuacion

z= (2 - 1)(z* —4), z€(-2,2).
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¢4 SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS.

1.- ¢'(t) = 15t* +30t2 + 15 > 0 para todo t, por lo que g es estrictamente

creciente; ademds lim g(t) =oco y lim g¢(t) = —oc.
t— o0 t——o00

2.- 1(0) = (a1 +rcos(f),az + rsen(d)), 6 € [0,2n];
¢2(0) = (a1 + rcos(2m — 0),as + rsen(2m — 0)), 0 € [0,2n].

3.-
(0) = { z(t) = cos(t+1) (2cos(t+1) — 1),
a y(t) = sen(t+1) (2sen(t+1) — 1),
Zg te|[-1,—1+2n];

conserva la orientacién.

: z(s) = cos(s) (2cos(s) — 1),
15 5(8):{0 (5) (2c03(s) ~ 1)

< y(s) = sen(s) (2sen(s) — 1)),
s € [—2m,0];

no conserva la orientacion.

0 05~ 15 2 25—3

4.- Todos los puntos de la curva son
regulares, pero la curva no es simple (las fun-
ciones z(t) e y(t) son periédicas, de periodo
8 7).

Nota: La hipotrocoide es una de las llamadas curvas

cicloidales, que son constructibles con un artilugio o
juguete compuesto por ruedas dentadas denominado
espirdgrafo. Este ejemplo, en particular, se obtiene
colocando el boligrafo en un punto a distancia 1 del

centro de un circulo de radio 16 que rueda dentro de

una circunferencia de radio 20.

5.- Si: 1 =2 0h, con h(t) = e
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6- 2 T
@'(t) = (2 (1),y'(t), (1)) // e /
= (—sen(t), cos(t),cos (t/2)); 1 - ji/’//
S A
I (1)]] = /1 + cos? (t/2); J KA
, X
bty = e \ A
@l e et
ty= —t, = —2 \\\\\\\
" (0] 5 T Ty
'W

7.- Este ejercicio presenta el guién que se debe seguir para representar las curvas

expresadas en coordenadas polares, como las que aparecen en el ejercicio siguiente.

8.- Se indica el dominio de definicion en los casos en que no sea todo R.
8.1.- o =tg(¥/2), 0 €(0,m) 8.2.- o= |tg(0)|

8.3.- o=sen(nb), 0 € (2kn/y 2kr/p +7/p), k€ Z

n=4".
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8.4.- o= QL, 0e(—1,0)U(1,00) 8.5.- o=1—sen(20)

1 ‘;: !
2 - z
o

8.6.- o = sen( (9/2 ) + cos( (9/2 6c(dkm—7/y, 4k +31/9)

1w 8.7- o=2a/g (a>0),0¢c(0,00)

Y

8.8.- p= mv NS [_W/67W/6)U<7T_7T/677T+7T/6]

i
8.9.- 0=1+ cos(f
05

N
_/
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n? 4 12
U= —F", L n=+u-+v,
9.- f es biyectiva entre A y B: 9 2 5 si, y sélo si,
v:n —V v=yu—uv.
2 )

Obviamente f es de clase C*™ en A y su jacobiano es Jf(n,v) = —2nv < 0 para
todo (n,v) € A.

10.- La nueva parametrizacién es 1: E — R3 donde

E=f(D)={(u,0) €R* : u>0, o] <u,u<l/a},

P(u,v) =@o f(u,v) = (Vu+v,vVu—v,vV1-2u).

Puesto que el jacobiano de f es negativo, no se conserva la orientacién.

11.- No es el soporte de una superficie para-
métrica regular. De hecho no lo es ningin sub-
conjunto suyo que contenga al vértice (0,0, 0); es

imposible definir en este punto el plano tangente.

Por ejemplo,

p(0,t) = (% t cos(0), gt sen(@),t) ,

con (0,t) € (0,2m)x(0,00), es una representacion

paramétrica de la hoja superior del cono menos
la semirrecta

{(%z,o,z) 220}

12.- La aplicacion

z? y2 2
So(wvy):(%‘vya?_b?)v (wvy)ERv

es una representacion paramétrica (la grafica de una

funcién) del paraboloide hiperbdlico, denominado pop-

ularmente silla de montar.

Nota: La figura representa una porcién de esta superficie,

correspondiente a la grafica en un entorno del origen.

al bl r — X0
13.1.- Plano: i) D =R2% ii) f(x,y,2) = |az b2 y—1yo|=0;
as b3 zZ— 20
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0 920 - (9000) e (1 L B B

ou "~ Ov 9z’ Oy’ 0z az b3’

13.2.- Paraboloide eliptico (a,b > 0):
i) D={(u,v) eR*:u>0,a<v<a+2r} o
D={(u,v) eR*:u<0,a<v<a+?2nr}

) 22 2

i) fla,y2) = 5+ 55 =2 =0,

N : (O 05 afy (2 2y
iii) 90 < Do = (—2bu” cos(v),—2au”sen(v),abu); (5:1:’53;’82) = (aQ’ 2 1).

13.3.- Elipsoide (de semiejes a,b,c > 0):

i) D={(u,v) eR*:0<u<ma<v<a+2r} o
D={(u,v) eR?: —r<u<0,a<v<a+?2r}

. x z
i) f(z,y,2) = Y P g

iii) g—:j X g—f = (besen®(u) cos(v), acsen®(u)sen(v), abcos(u) sen(u));
(32,90 Oy _ (22 2y 2%)
ox’ Oy’ Oz a2’ b2’ 2/’

13.4.- Superficie de revolucion (generada al girar la grafica de la funcién
z = f(x) alrededor del eje OZ):
i) D= (Dom(f)N(0,00)) x (a,x 4 27) ©
D = (Dom(f) N (-00,0)) X (a,a +27) (a € R).

i) F(z,y,2) = f(Va2+y?) — 2z =0.

iii) g—:j X g—f = (—uf'(u)cos(v), —uf'(u)sen(v), u);

OF OF OFN\ (., /5—> x . Y
<%7@75)_<JC( $2+y2)\/mvf( $2+y2)\/m7_1)~

13.5.- Clilindro eliptico (superficie reglada):
i) D=R x (o, +27m) (o €R).

- .’132 2

ii) f(:z;,y,z):¥+z—2—120.

... Op Op (Of Of of\ 2z 2y
111) %X% = (— bCOS('l)),—CLSQH<'l)),O), <%, a—y, &) = <¥, b—Q,O)
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i) D= (a,a+27m) x (8,8 +27) (o, B € R).

ii)

iii)

se parametriza por:

Los demas segmentos se parametrizan de forma
similar a partir de la ecuacién del plano, im-

poniendo las condiciones x = a, y =0, y = a, gy

13.6.- Toro (de radios a,b, 0 <b < a):

f(xayaz) = (\/$2+y2—a)2—|—22—b220.

dp Op .
30 = b(a+ beos(u)) (cos(u)sen(v), cos(u)cos(v), 1);

(‘9_f of ﬂ) _ (2(vx2+y2—a)fv 2(/22+ 2 —a)y 22)
ox’ oy’ 9z/) V2 + 42 ’ 22 + 42 ’ '
14.1.- ~(t) = (14 rcos(t),2 + rsen(t), -2 — rcos(t)) , ¢ € [0,2n].
(t,1), t € [0,1],
14.2.- v(t) =4 (1,2-1), telL,2],
(3—1t,0), tel23].

14.3.- ~(t) =

14.4.- ~(t) = (%(1 + cos(t)) %sen(t), % V1 — cos(t) ), t e [0,m].
2 1 1

14.5.- ~(t) = (t+§t2, §t2, 1+V2t+ §t2), t€[-v2,0]

Da la orientacién opuesta, recorre la curva desde (0, 1,0) hasta (0,0, 1).

14.6.- ~(t) = (a+ acos(t),bsen(t)), t € [0,2n].
14.7.- La curva es un hexagono.

El segmento contenido en el plano x = 0

+(t) = (o,t%“ 1), 1€ [az.0].

z =0, z = a, respectivamente (ver 14.13).
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) = (u,v,v2uv), (u,v) €D=(0,2)x (0,1).
14.9.- o(u,v) = (u,v,a —u —v), (u,v) € D = {(u,v) : u?+v* < a?}.
0 (1+ pcos(8)) , a2_p sen(f) , 2 - pcos(@)) ,

a

V2

(
(p,0) € (0,1) x (0,27). (ver también 14.4)
14.11.- ¢(p,0) = (pcos(d), psen(9), /2 — p?), (p,0) € (0,1) x (0, 2m).
14.12.- ¢(p,0) = (pcos(d), psen(h), p)
0)

(u,v) € D = {(u,v) € (0,a) x (0,a) : ¢/9 < u+v < 3a/o}

14.14.- (Ver también el ejercicio 13.4)

"
@(p,0) = (pcos(9), psen(d), f(p)) ,
con (p,0) € (0,2) x (0,2n),
siendo en este caso g
flx) = (2° = 1)(2* - 4). ‘
O,,
2l
-2 -2
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TEMA 10 INTEGRAL MULTIPLE DE RIEMANN

La filosofia y la construccién de la integral de Riemann para funciones de varias
variables es exactamente la misma que en el caso unidimensional, de hecho, la cons-
trucciéon que realizaremos de forma general en RP coincide, al particularizarla para
p =1, con la teoria de la integral de Riemann en intervalos compactos de la recta real,
asi que esta teoria, al menos en lo conceptual, no debe suponer un esfuerzo demasiado
grande para el que haya comprendido ese otro caso mas simple.

La consideracién de espacios euclideos de dimension arbitraria no aporta ninguna
dificultad adicional, aunque el lector que asi lo prefiera puede pensar en los casos usuales
de aplicacion practica, que son los que se refieren a integrales dobles y triples, es decir,

para dimensiones p =2 y p = 3.
§1 INTERVALOS EN RP.

Este primer epigrafe se dedica a extender a los espacios euclideos ciertas nociones

ya conocidas para la recta real.

Definicién 1.1.- Llamaremos intervalo (acotado) de RP a todo producto cartesiano

I de intervalos acotados Iy, I2,...,I, de R:
I =1L xIyx---xIp.
Si aj,b; son nimeros reales, a; < b;, 7 =1,2,...,p, el intervalo
[a1,b1] X [ag, b2] X - - - X [ap, by]
se dice cerrado y el intervalo
(a1,b1)x (ag,b2) x---x(ap,bp) ,
se dice abierto.
Observaciones 1.2.-
i) Los intervalos cerrados son subconjuntos compactos de RP.

ii) Los intervalos abiertos son realmente subconjuntos abiertos de RP. Ademas el

interior de un intervalo es el intervalo abierto de iguales extremos.
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Definicion 1.3.- Sea I un intervalo compacto de RP. Se llama particion de I a
toda familia finita P = {I} : k = 1,2,...,n} de intervalos compactos verificando las

dos condiciones siguientes:
. n
1) I = kgl I .
o o
ii) Sik # j, entonces I, NI; = 0.

Los intervalos I, k = 1,2,...,n, se denominan subintervalos de la particion.

Definicion 1.4.- Para cada intervalo compacto I C RP
I = [a1,b1] x[az, ba] x - - X [ap, bp]
se define su medida (p-dimensional) por
m(I) = (b1 — a1)(bz —az)--- (bp —ap),

o
y de igual forma se define la medida del intervalo abierto con los mismos extremos, I,

o
y la de los demas intervalos entre I e I.

Observaciones 1.5.-

i) Los términos longitud, drea y volumen se refieren, como es habitual, a la medida

en los casos p = 1,2, 3, respectivamente.

ii) De forma rigurosa deberfamos denotar por m, a la medida p-dimensional, pero
por no recargar la notacién omitiremos el subindice en la mayoria de los casos, puesto

que vendra dado por el contexto.

iii) Cuando digamos que un conjunto es un intervalo admitiremos la posibilidad de

que el conjunto sea vacio y, en ese caso, se define m(Q) = 0.

Con este convenio se verifican las siguientes propiedades:

Propiedades 1.6.-
i) La interseccién de dos intervalos es un intervalo.
ii) Si I, J son dos intervalos de RP, con I C J, entonces m(I) < m(J).

iii) Si I es un intervalo de R? y J es un intervalo de R?, entonces I x J es un
intervalo de RPY2y my (I xJ) =my(Il)mg(J).

iv) Si P ={Iy : k= 1,2,...,n} es una particién del intervalo compacto I,
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entonces

n

m(I) = m(l).

k=1

Se llama didmetro de la particion P al nimero

|P|| = max{m(lx) : k=1,2,...,n}.

En la definicién 1.4 se ha asignado la misma medida a un intervalo compacto de
RP que a su interior, lo cual es natural si se observa que estos dos intervalos difieren
en subconjuntos de espacios afines de dimensién menor estrictamente que p y se piensa
que, en R la longitud que se deberia asignar a un conjunto unipuntual es 0, en R? un

segmento debe tener area 0, etc. Lo siguiente va destinado a precisar esta observacién.

Definicion 1.7.- Un conjunto E C RP se dice de medida nula si para cada € > 0

existe una familia de intervalos {Ij : k € N} tales que:

i) E C ]El I. ii) Para todo n € N, kzlm(lk) <e.

Propiedades 1.8.-
i) Si £ C R? es de medida nula y A C E, entonces A es de medida nula.

ii) La unién finita de conjuntos de medida nula es un conjunto de medida nula.

Teorema 1.9.- Sea U un abierto de R? y f:U — RP una aplicacién de clase C!.
Si E C U es un conjunto de medida nula, entonces su imagen, f(F), es también un

conjunto de medida nula en RP.

Teorema 1.10.- Sea U un abierto de R™ y f:U — RP, con m < p una aplicacion

de clase C!, entonces f(U) es un conjunto de medida nula en RP.

Observacion 1.11.- El resultado anterior tiene especial relevancia en el desarrollo

de la integral, y en los casos usuales p = 2,3 se interpreta de la siguiente manera:

e El soporte de una curva paramétrica de clase C! en el plano o en el espacio tiene

medida (drea, volumen) nula en R2, R3, respectivamente.

 El soporte de una superficie paramétrica de clase C! en R? tiene medida (volumen)

nula en R3.
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Estos hechos dan sentido a las consideraciones previas a la definicién 1.7.

T~

Un recubrimiento de una curva compacta por un numero finito de intervalos. La suma

de las dreas de estos se puede hacer arbitrariamente pequena aumentando su numero.

§2 INTEGRACION EN INTERVALOS.

Definicion 2.1.- Sea f una funcién real definida y acotada en el intervalo compacto
I de RP. Dada una particion P = {I : k = 1,2,...,n} de I, elegido un punto xj en
cada subintervalo I, k = 1,2,...,n, el conjunto T" = {x1,x2,...,®,} se denomina

conjunto de puntos intermedios asociado a Py el nimero dado por

se llama suma de Riemann de f asocmda aPyal.

Definicion 2.2.- Sea f una funcién real definida y acotada en el intervalo compacto
I de RP. Se dice que f es integrable en el sentido de Riemann, Riemann-integrable o
simplemente integrable en I si existe un ntmero real Z(f) que verifica la siguiente
propiedad:

“Para cada ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que para toda particion P de I con |P|| <dy

para cada conjunto 1" de puntos intermedios asociado a P se tiene que

IZ(f) —o(f,P,T)| <e

En este caso, a Z(f) se le denomina la integral de f en I, que se denota por

/[f 6 /f 6 /[f(:cl,:cg,...,wp)d:cld:cg...d:cp.

Observacion 2.3.- En la practica es habitual indicar la dimensién del espacio
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donde se integra mediante la repeticion del simbolo de la integral, y asi, las notaciones

//[f(:c,y)d:cdy; ///[f(%y,Z)d:cdydz,

son usuales cuando se integra en intervalos de R? y R3, respectivamente.

Propiedades 2.4.- Sean f y g funciones reales definidas e integrables en un

intervalo compacto I de RP.

2.4.1.- Linealidad: Las funciones f+g¢ y k f, k € R, son integrablesen I, y

Juro=[r+ o v [ri=r]1

2.4.2.- Monotonia: Si f(x) <

)<g
/[fﬁ/[g-

2.4.3.- La funcién | f| es integrable en I,y

’/[f’ S/[|f| <sup{|f(z)| : x € I} m(I).

El reciproco no es cierto, es decir, la integrabilidad de |f| no implica la de f.

se tiene que

(x) paracada x € I, entonces

Proposicion 2.5.- Sea f una funcion integrable en un intervalo compacto I de
RP y tal que f(I) C [a,b]. Si g:[a,b] — R es una funcién continua, entonces, la funcién

compuesta g o f es integrable en [.

Corolario 2.6.- Sean f y g funciones integrables en un mismo intervalo compacto
I de RP. Entonces:

i) f?y fg son integrables en I.

ii) Siexiste 0 >0 tal que f(z) > J para cada x € I, entonces, la funcién 1/ es

integrable en I.

Proposicién 2.7.- (Aditividad de la integral respecto del intervalo)

Sean f una funcion real definida y acotada en un intervalo compacto I de R? y
P ={I;:k=1,2,...,n} una particién de I. Entonces, f es integrable en I si, y sélo

si, es integrable en cada subintervalo I, 1 < k < n. Ademsds, si es integrable se verifica

/[fzgjl N
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Las propiedades o criterios de integrabilidad anteriores se deducen directamente de
la definicion, pero todavia no hemos proporcionado ejemplos de funciones integrables,

a lo cual nos dedicamos ahora.

Proposicion 2.8.- Sea f una funcién constante en un intervalo compacto I de RP,

f(x) = c € R para cada « € I. Entonces f es integrable en I y

/[f:/[c:cm(l).

Teorema 2.9.- Toda funcién continua en un intervalo compacto I de RP es inte-

grable en dicho intervalo.

Definicion 2.10.- Sea f una funcién real y acotada en el intervalo compacto I de
RP. Se dice que f es escalonada si existe una particion P = {[ : k =1,2,...,n} de I

o
de modo que f es constante en cada subintervalo abierto [.

Proposicion 2.11.- Si f es una funcién escalonada en el intervalo compacto I,
entonces f es integrable en I. Ademas, si f toma el valor constante ¢ € R en cada
o

intervalo abierto Iy, k = 1,2,...,n, siendo P = {I} : k = 1,2,...,n} particién de I,

/f: chm(lk).
I k=1

entonces

Observacion 2.12.- Con la notacion de la proposicion precedente, una funcion
escalonada f es discontinua a lo sumo en los puntos frontera de cada subintervalo Iy,
puntos que, segin 1.11 y 1.8.ii, conforman un conjunto de medida nula. El teorema

siguiente va dirigido en este sentido y caracteriza las funciones integrables.

Teorema 2.13.- (Criterio de Lebesgue de Riemann-integrabilidad)

Sea f una funciéon real definida y acotada en un intervalo compacto I de RP. Es
condicién necesaria y suficiente para que f sea integrable en el sentido de Riemann en
I que el conjunto de puntos de discontinuidad de f sea de medida nula, es decir, que

exista un subconjunto A C I de medida nula tal que f es continua en I\ A.

Ejemplo: La funcién definida en I = [0,1]x[0,1] C R? por

1 sixz>uy
f(wvy)_{o Si.fESy,

es integrable ya que es continua en todos los puntos de I excepto en los de la diagonal

{(z,y) eR?:0< 2 <1, y=x}, que por ser un segmento es de medida nula en R2.
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Hasta el momento hemos presentado diversos criterios de integrabilidad muy utiles
en la practica pero, excepto en el caso de las funciones escalonadas, no se ha dicho nada
acerca del problema de determinar la integral de una funcién integrable, que si se aborda
a partir de la definicion resulta inviable en la mayoria de los casos. Este problema se
reduce a la integracién en intervalos de R mediante un procedimiento de ‘integracién

iterada’ que exponemos a continuacion.

Notacién: Si x = (z1,22,...,2m) € R™, y = (y1,92,...,Yq) € RY, representare-

mos por (x,y) al elemento de R™"7 dado por
(,y) = (@1, s Ty Y1y -+ -, Yq) -
Definicién 2.14.- Sea I un intervalo de R™"4. Se define la proyeccién de I en

R™ como el intervalo de R™ dado por

Ji={x € R™ : (z,y) € I paraalgin y € R},
y se define la proyeccion de I en R? como el intervalo de R? dado por

Jo={y €R?: (x,y) € I paraalgin x € R™}.
Obviamente I = J; X Js.

Si f es una funcién real definida en I, para cada x € Ji, se define la funcién

fz:J2 — R, llamada seccion de f por x, mediante

f=(y) = f(z,y),

y para cada y € Ja, se define la seccién de f por y, fy:J1 — R, como

fy(@) = f(x,9).

Teorema 2.15.- (Teorema de Fubini)

Sea f una funcién integrable en un intervalo compacto I de RP = R™%4, y supon-
gamos que para todo & € Jp la funcién f, es integrable en Jy, y para todo y € J> la

funcién f, es integrable en J;. Entonces:

i) Las funciones

@(w)ZZIwady=[]2 fley)dy v ¢(y)=/J1 fyde':/J1 f(z,y)dz

son integrables en J; y Ja, respectivamente.
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ii) Se verifica que

[iewiziy = [ c@ia- [ ( [, f(ay)dy) dz
- [, vy [ (/J () de) dy.

Observacion 2.16.- En los casos usuales, cuando se manejan funciones continuas
salvo en puntos que conforman curvas, superficies, etc. de dimensién estrictamente
menor que p, las funciones f; y f, son integrables; en esta situacién una aplicacién

iterada del teorema anterior conduce al siguiente resultado de aspecto méas amigable:

Corolario 2.17.- Sea f una funcién integrable en un intervalo compacto I de RP,

I = a1, b1] x[ag, ba] x---X[ap, by] . Entonces

/[f(a:)dw:/;p(~~(/(j< (jl Flan, o, ) da d$2)~-~)d:cp,

supuesto que todas las integrales en los intervalos [aj, b;] tienen sentido. Lo mismo se

puede decir para cualquier permutacion del orden de las variables.
53 INTEGRACION EN CONJUNTOS MEDIBLES.

En las aplicaciones usuales de la integral de Riemann es necesario considerar a
veces funciones definidas en conjuntos que no son intervalos. Se hace necesario por
tanto, en primer lugar, determinar qué conjuntos son ‘adecuados’ para la integracion,
y en segundo lugar, extender el concepto de integral a este tipo de conjuntos. Este es
el objetivo del presente epigrafe. Respecto al primer punto, los conjuntos a considerar
deben ser aquéllos que se puedan medir, es decir, de los que se pueda determinar su

area, volumen, etc. Esta consideracion se precisa a continuacién.

Definicion 3.1.- Sea F un subconjunto de R?. Se define su funcion caracteristica,
Xg:RP — R, por
1, sixeFE;

*o(@) = {o, sizxdE.

Obviamente la funcién caracteristica de un subconjunto de R? es acotada, asi que

tiene sentido hablar de su integrabilidad en cualquier intervalo I de RP.

Lema 3.2.- Sean E un subconjunto acotado de R? e I, .J dos intervalos compactos

de RP tales que E C [ y F C J. Entonces la funciéon Xg es integrable en [ si, y sélo si,
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es integrable en J, ademas, en caso de ser integrable

Zm@mzﬁm@m.

Este lema garantiza la consistencia de la siguiente definicion:

Definicion 3.3.- Sea E un subconjunto acotado de RP. Se dice que E es medible
en el sentido de Jordan o simplemente medible si su funcién caracteristica es integrable
en cualquier intervalo compacto I con E C I. En este caso se define la medida de F,

denotada m(F), como el nimero real

m(E) = [ Xp(@)do.
donde I es un intervalo compacto con £ C I.

Observaciones 3.4.-

i) Es inmediato comprobar que todo intervalo de R? es medible y que el concepto
de medida que acabamos de definir coincide, para este tipo de conjuntos, con el que se

di6 antes (véase 2.8).

ii) Un conjunto compacto de medida nula es medible en el sentido de Jordan y su
medida es precisamente 0. Cobra ahora sentido el adjetivo dado a estos conjuntos, que
por otra parte sirven para caracterizar la medibilidad, lo que se precisa en el siguiente

teorema.

Recordemos que dado un subconjunto E de RP se define su frontera como el con-

junto de puntos que son adherentes simultdneamente a E' y a su complementario RP \ E:

Fr(E)=F N RP\E.

Teorema 3.5.- (Caracterizacion de los conjuntos medibles)

Sea E un subconjunto acotado de RP. El conjunto E es medible en el sentido de

Jordan si, y sdlo si, su frontera es de medida p-dimensional nula.

Ejemplos: La frontera de un intervalo en R? es la unién de los cuatro segmentos
que forman sus lados, la de un circulo es la circunferencia que lo delimita, la de una
bola en R? es la esfera que la delimita, etc. En los tres casos citados las fronteras son
conjuntos de medida nula (en virtud de 1.11) y por tanto todos estos conjuntos son

medibles.

Abordamos ahora el problema de la integracién.
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Notacion: Dada una funcién real f definida y acotada en un subconjunto E de

RP, se denota por f*:RP — R la funcién definida por

e f(x), size€FE,
f<w)_{o, siz ¢ E.

Lema 3.6.- Sean K un subconjunto compacto y medible de R?, f: K — R una
funcién acotada e I,J dos intervalos compactos de R? tales que K C I y K C J.

Entonces la funcion f* es integrable en [ si, y sélo si, es integrable en J; ademas, en

/[f*(w)dw:[]f*(w)dw.

Esto da sentido a la siguiente definicién:

caso de ser integrable,

Definicion 3.7.- Sean K un subconjunto compacto y medible de R? y f: K — R
una funcion acotada. Se dice que f es integrable en el sentido de Riemann o simplemente
integrable en K si la funcién f* es integrable en cualquier intervalo compacto I que

contenga a K. En este caso se define la integral de f en K como el nimero real

/If*(w)dw,

que se denota por

/Kf 6 /Kf(a:)da: 6 /Kf(:cl,wg,...,:cp)d:cld:cg...d:cp.

En los casos p = 2 y p = 3 se usan también notaciones similares a las introducidas

en la observaciéon 2.3.

Observacion 3.8.- Las propiedades de la integral de Riemann en intervalos se
trasladan a este contexto y asi son igualmente validos los siguientes resultados, cuyos
enunciados omitimos pues consisten, en todos los casos, en sustituir el intervalo I por
el conjunto compacto y medible K: 2.4, 2.5, 2.6, 2.8, 2.9 y 2.13.

A continuacion se presentan otras propiedades relativas a la integracién en conjun-
tos medibles que se deducen de las analogas en intervalos o que son generalizaciones de

aquéllas.

Teorema 3.9.- Sean f y g dos funciones reales definidas y acotadas en un mismo

conjunto compacto y medible K de RP. Se supone que f y g coinciden en todos los
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puntos de K excepto quiza en los de un cerrado de medida nula, es decir, que existe un

subconjunto cerrado y de medida nula N C K tal que
f(x) =g(x) paracadaxz e K\ N.

Entonces, las funciones f y g son simultaneamente integrables o no integrables en K;

ademas, en caso de serlo se verifica que

f(x)dx = g(x)de.
K K

Observacion 3.10.- Una version ya conocida del resultado anterior es la que se
refiere, en el caso p = 1, a conjuntos finitos N. En esta situacion general la conclusién
es la misma: es posible redefinir una funciéon de forma arbitraria, siempre que esto se
haga en un compacto de medida nula, puesto que no se altera su caracter integrable ni

el valor de la integral.

En lo que se refiere a la aditividad de la integral respecto de los conjuntos se tiene

el siguiente resultado:

Proposicion 3.11.- Sean f una funcién real definida y acotada en un subconjunto
compacto y medible K de RP. Se supone que {K; : j = 1,2,...,n} es una familia de
compactos medibles de R? tales que:

D) K= leKj.
ii) Sij # 1, entonces K; N K; es de medida nula.

Entonces, f es integrable en K si, y sélo si, es integrable en cada K, j =1,2,...,n.

Ademas, si es integrable se verifica que
flx)dx = / f(z)dx.
i s

Observacion 3.12.- En la suma que aparece en la férmula anterior las integrales
relativas a las partes comunes a dos subconjuntos, K; N Kj, 7 # [, se consideran dos
veces: una en la integral extendida a K; y otra en la integral extendida a K;. Esto es

licito pues, en virtud de la propiedad que generaliza 2.4.3 (ver 3.8) se tiene que

/Kj N K; f(w) e

Observacion 3.13.- En cuanto a la integracién iterada, para funciones integrables

<sup{|f(z)|:xz e K}m(K; N K;)=0.

f en compactos medibles K el teorema de Fubini se aplica a la funciéon f* en un intervalo
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I que contenga a K, pero en ciertas situaciones es posible dar expresiones mas operativas

en la practica. Veamos algunos ejemplos:
Ejemplos:
1. Sean [a, b] un intervalo de Ry 1, p2 funciones continuas en [a, b] tales que
v1(x) < pa(x) paracada x € [a,b].
El conjunto A de R? definido por
A={(z,y) €R® : z € [a,b], pr(x) <y < pa(z)}

es compacto y medible. Si f es una funcién integrable en A se tiene que

/], fendeay = | b ( [O @(<)> F) dy) i

Un resultado andlogo se tiene intercambiando los papeles de las variables x e y.

Nota: Puede ocurrir que, siendo f integrable en A, la integral f;’pf((;)) f(z,y)dy no

tenga sentido para algin = € [a,b]; no obstante, el resultado es cierto para funciones
del tipo mencionado en 2.16. Lo mismo se puede decir en los siguientes ejemplos y ya

no volveremos a hacer mas comentarios al respecto.

2. Sean A un conjunto compacto y medible de R? y v, 15 funciones continuas en
A tales que Y1 (z,y) < o(z,y) para cada (x,y) € A.

El conjunto E de R? definido por

E = {(;@y,g) cR3 . (:c,y) €A, %(%y) <z< ¢2<wvy)}

es compacto y medible. Si f es una funcién integrable en E se tiene que

J[] v azayas = [] ([ ¢(<)> fo 2 )dedr. (1)
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3. Si el conjunto A considerado en el caso anterior es a su vez del tipo considerado

en el ejemplo 1, es decir,

E = {(SE,y,Z) € RS HIEAES [avb]v 301<':E) <y< S02<':E)7 ¢1<$7y) <z< ¢2<$7y)}7
con @1, e continuas en [a,b] y 11,12 continuas en A, la integral doble que aparece en

(1) se calcula de nuevo iteradamente, resultando

b p2(z) Yo (z,y)
// f(z,y,2)dxdy dz :/ (/ (/ f(z,y,2) dz) dy)d:c.
E a p1(x) Y1(z,y)

Como ejemplo de aplicacién obtendremos la férmula que proporciona el volumen
de una bola de R? en funcién de su radio, aunque este resultado se obtiene también, de
una forma mas simple, aplicando un cambio a coordenadas esféricas, que se expone en

el ultimo epigrafe.

Si B denota la bola centrada en 0 € R? de radio r > 0, este conjunto es del tipo

considerado; en este caso A es el conjunto {(z,y) € R? : 22 + y? < r?}, es decir,

A:{(:c,y)ERQ or<az<r,—Vr2-z2<y<yr2-a?},

y las funciones 11 y 12 vienen dadas en A por

Uiz, y) =—vr2—a? —y* y  ah(ry) =Vt -2 -2

El volumen de B es entonces
7“2—$2—y
m(B):/// 1d:13—// (/ 1dz)d:cdy
7“2—$2—y
r N ) \ri—z2—y?
S )
—r /T2 —x2 —\/r2—z2—y2
r Vr2—g2 r 4
:/ (/ 2\/r2—:c2—y2dy)d:c:/ 7 (r? —2?)dx = §7T7“3

o \Jovir=m .
(la integral respecto de y se calcula ficilmente aplicando, por ejemplo, el cambio de

variable y = v/r2—22 cos(t), t € (0,7)).

4. Si el conjunto compacto y medible E de R3 estd contenido en el intervalo

I =[a1,b1] x[ag, ba] X [as,b3] v f:E — R es integrable se tiene que

U 11 (s Finies)i

la primera igualdad por definicién y la segunda en virtud del teorema de Fubini, supuesto

que todas las integrales dobles tienen sentido. Por otra parte, fijado z € [as, bs], si el
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conjunto E, C [a1, b1] X [az, b2] definido por
E.={(z,y) €eR*: (z,y,2) € E}

es medible, la integral doble de f} en el intervalo [a1,b;1] X [az,bs] es igual a la integral

de f. en E., puesto que fI(z,y) =0si (z,y) € E. vy [fI(z,y) = f.(2,y) si (z,y) € E-.
De aqui se deduce que

///E f:/; (//E f<$vyvz)d$dy)dz.

Este método se conoce con el nombre de integracion por secciones y al aplicarlo a la

funcién constantemente igual a 1 se obtiene el denominado principio de Cavalieri,

mg(E):///El:/C:S(//Ezldwdy)dz: aismg(Ez)dz,

que no es otra cosa que un caso particular del teorema de Fubini.

[lustraremos el procedimiento expuesto con un ejemplo: Si E es la mitad superior
de la bola de centro 0 € R? y de radio r,

E={(z,y,2) eR®: 2% +9y* + 22 <r?, 2 > 0} C [—r, 7] x[-r, 7] x[0,7],
para cada z € [0,1], E, es el disco cerrado centrado en (0,0) y de radio vr? — 22
E. = {(z,y) eR?: 2% + 9% <12 —22};

asi pues, la integral en F de la funcién f(z,y,2) = z es igual a

/// zdrdydz :/ (// zdwdy)dz :/ z(// 1d:cdy)dz
E 0 Ez 0 EZ
= / zma(E,) dz :/ 2 (r? —2%)dz = zr‘l,
0 0 4
ya que el drea de un disco de radio g es 7 0?.
En particular, si el sélido E es homogéneo, su centro de masa viene dado por

w1l 111 )

y, teniendo en cuenta que el volumen de F es 27 7”3/3 (véase el ejemplo anterior),

resulta que el centro de masas de E esta situado a altura 37/g, de hecho es el punto

3
<0,0,§r).
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§4 INTEGRALES IMPROPIAS.

Nos proponemos ahora extender el concepto de integral a una clase mas amplia de
funciones. A diferencia del caso unidimensional, en el que la convergencia de una integral
impropia se define por la convergencia de las integrales en subintervalos compactos, la
ausencia de una relacion de orden en RP, para p > 2, impide considerar de forma natural

para un abierto de RP una familia de compactos tan sencilla como en aquel caso.

Definicion 4.1.- Sea V un conjunto abierto de RP. Se llama sucesion expansiva
de compactos medibles para V a toda familia numerable {K,, : n € N} de subconjuntos

compactos medibles de V' tales que:
i) KiCKyCKyCKsC...C K, 1CK,C...

i) V= U K.

Observacion 4.2.- Dado cualquier conjunto abierto V' de RP siempre existe una

sucesion expansiva de compactos medibles para V.

Ejemplos:
i) Las familias de compactos {K,, : n € N} y {H,, : n € N} dadas por
K, = [—n,n]x[—n,n]x PV x[—n,n|, H, = B(0,n)
son sucesiones expansivas de compactos medibles para V = RP.
ii) La familia {K,, : n € N} definida por
K, = B(0.n)\ B(0,1/y,)

es una sucesién expansiva de compactos medibles para V =RP \ {0}.

Definicion 4.3.- Sea f una funcién real definida en un abierto V' de RP. Se dice
que f es localmente integrable en V si al ser restringida a cada subconjunto compacto

y medible K de V resulta ser acotada e integrable (en el sentido de Riemann) en K.

Definicion 4.4.- Sea f una funcién real definida en un subconjunto abierto V' de
RP. Si f es localmente integrable en V' se dice que tiene sentido la integral impropia de

f en V', que tradicionalmente se denota por

/V f(@) da @)
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o con cualquier otra de las notaciones usadas para la integral de Riemann.

Observacion 4.5.- Es sencillo determinar en cada caso concreto, a partir de la
naturaleza del conjunto V' y la de la funcién f, si la integral considerada es impropia o

de Riemann. Por ejemplo, las integrales

//RQ H;Tzﬂd:cdy y //(O,oo)x(o,l) %dwdy

son impropias por no ser acotado el conjunto de integraciéon o la funcién.

Definicion 4.6.- Sea f una funcién real definida en un subconjunto abierto V' de RP
y localmente integrable en V. Se dice que la integral impropia de f en V' es convergente
si para cada sucesién expansiva de compactos medibles para V', {K,, : n € N}, existe y
es finito el limite
li de . 3
A fe f(z)dz (3)
Lema 4.7.- Con las mismas hipotesis de la definicion precedente. Si la integral
impropia de f en V es convergente, el limite anterior es independiente de la sucesion

expansiva de compactos medibles {K,, : n € N} elegida para V.

Definicion 4.8.- Si la integral impropia de la funcién f en el abierto V de RP
tiene sentido y es convergente se define la integral de f en V como el limite (3) siendo
{K,, : n € N} cualquier sucesién expansiva de compactos medibles para V. Este nimero

real se designa igualmente, abusando de la notacién, por la expresion (2).

La integral de una funcién en el sentido impropio coincide, cuando se manejan
funciones acotadas e integrables en conjuntos acotados y medibles, con la que se definié

anteriormente:

Proposicion 4.9.- Si f es una funcién real definida e integrable en un compacto

o
medible K, entonces la integral impropia de f en K converge y ademas su valor es

/I% f(z)dx = /K f(x)dx .

Observacion 4.10.- La féormula anterior tiene también una lectura muy intere-
sante: la diferencia entre los conjuntos K y I% es la frontera de K, un conjunto de
medida nula. Esa igualdad significa que la integracién en ese conjunto no aporta nada
(ver 3.12). En general, a la hora de integrar una funcién en un conjunto, tanto en el

sentido de Riemann como en el impropio, se pueden ignorar conjuntos compactos de
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medida nula (p.e. curvas en R? superficies en R3). El lector comprenderd por qué a

estos conjuntos se les denomina también conjuntos despreciables.

Las siguientes propiedades son consecuencia de las analogas para la integral de

Riemann y se obtienen pasando al limite.

Propiedades 4.11.- Sean f y g dos funciones reales definidas en un mismo abierto
V de RP. Se supone que las integrales impropias de f y g en V tienen sentido y son

ambas convergentes. Entonces:

4.11.1.- Para todos «, 8 € R la integral impropia de la funcién « f+ 3 g en V tiene

sentido, es convergente, y ademas

/V(af()—l—ﬁg w—a/f dw+ﬁ/

4.11.2.- Si f(x) < g(x) paracadax €V,
/ f(x)dx </ g(x)de.

En lo que respecta a la integracién del valor absoluto de una funcién, es evidente
que, si la integral impropia de la funcién f en un abierto V' de RP tiene sentido, también
lo tiene la integral impropia de |f| en el mismo abierto (ver 2.4 y 3.8), asi que, al igual
que se hace en el caso unidimensional, podriamos hablar de convergencia absoluta de
integrales impropias.

En la integracién en intervalos de la recta (acotados o no, cerrados o no) la conver-
gencia absoluta implica la convergencia de una integral impropia, pero el reciproco no es
cierto en general. Recordemos que el concepto de convergencia en aquel caso se enuncia
tradicionalmente en términos de sucesiones crecientes de subintervalos compactos; sin
embargo, la construccién de la integral impropia realizada ahora (que abarca también
el caso p = 1), considerando todos los posibles subconjuntos medibles y compactos
del abierto V', es mas exigente, resultando que el concepto de convergencia absoluta es

redundante:

Teorema 4.12.- Sea f una funcion real definida en un subconjunto abierto V' de
RP y localmente integrable en V. La integral impropia de f en V es convergente si, y

s6lo si, lo es la integral impropia de |f| en V. En caso de que converjan se tiene que

/Vf<a:) da| < /v |f ()| da .
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Observacion 4.13.- En base al resultado anterior, cuando la integral impropia de
una funciéon f en un abierto V de RP tenga sentido y sea convergente diremos también

que f es integrable en V.

La equivalencia entre la convergencia y la convergencia absoluta de una integral

impropia permite obtener un importante criterio de integrabilidad que es el siguiente:

Teorema 4.14.- (Criterio de comparacion)

Sean f y g dos funciones reales definidas y localmente integrables en un abierto V'
de RP, y tales que
|f(x)] <|g(x)| paracadaxzecV.

Entonces:

i) Sila integral impropia de g en V' converge, también converge la integral impropia
de fenV.

ii) Si la integral impropia de f en V no converge, tampoco converge la integral im-

propia de g en V.

Los resultados anteriores proporcionan ya algunos criterios practicos para el estudio
de la convergencia de integrales impropias que, al ser combinados con los que presen-
tamos a continuacién sobre integracion iterada, permiten resolver una amplia gama de

problemas.

Notacién: Dada una funcién f definida en un abierto V de R? = R™*%4, deno-
taremos por f*, al igual que en §3, a la funcién definida en todo RP que se obtiene al

extender f por 0 en los puntos que no pertenecen a V. Las secciones de la funcién f*
fa:RT—-R, xecR™ y fy R =R, yecR?

se definen de forma andloga a como se hizo en 2.14 para cada punto (z,y) € RP.

Teorema 4.15.- (Criterio de Tonelli-Hobson)

Sea f una funcién real definida en un subconjunto abierto V de RP = R™*4 y

localmente integrable en V. Si alguna de las dos integrales iteradas

/m (/Rq|f;§<y)ldy) de 6 /Rq (/Rm|f;<a;)|da;) dy

existe y es finita (es decir, todas las integrales impropias en R™ y R? tienen sentido

y son convergentes), entonces la integral impropia de f* en RP, es decir, la integral
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impropia de f en V', es convergente.

Aplicando de nuevo el resultado anterior a las integrales en R™ y RY se tiene:

Corolario 4.16.- Sea f una funcién real definida en un subconjunto abierto V' de

R? y localmente integrable en V. Si la integral iterada

/_O;( (/_Z(/_O;|f*(:c1,:c2,...,:cp)|d;c1) d;cQ) ...)dw%

existe y es finita, en el sentido de que todas las integrales en R = (—o0,00) tienen
sentido como integrales impropias convergentes, entonces la integral impropia de f en
V' es convergente. Lo mismo se puede decir para cualquier permutacion del orden de

las variables.

Teorema 4.17.- (Teorema de Fubini para integrales impropias)

Sea f una funcién real definida en un subconjunto abierto V de R? = R™*%4 y tal

que la integral impropia de f en V tiene sentido y es convergente. Entonces

/Vf(w,y)dwdyz/Rpf*(w,y)dwdyz/m( qu*(w,y)dy) da

siempre que las integrales iteradas tengan sentido como integrales impropias absoluta-

mente convergentes en R? y R™. Andlogamente

[ swwizay= [ ([ revaz)a,

cuando la integracion iterada tenga sentido.

Corolario 4.18.- Sea f una funcién real definida en un subconjunto abierto V' de

RP y tal que la integral impropia de f en V tiene sentido y es convergente. Entonces

/Vf(a:)dw :/_O;( (/_Z(/_O;f*(:cl,xg,...,:cp)d:cl) d:cg) ~-~)d:cp,

siempre que todas las integrales iteradas tengan sentido como integrales impropias ab-
solutamente convergentes en R = (—o0,00). Lo mismo se puede decir para cualquier

permutacion del orden de las variables.

Observaciones 4.19.-

i) El teorema de Fubini se puede generalizar relajando sus hipdtesis en el sentido
siguiente: con la misma notacién que en 4.17, puede suceder que para una cantidad

finita de puntos * € R™, o incluso en todo punto & de un compacto K de R™ de
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medida nula, no tenga sentido o, teniéndolo, no sea convergente la integral

_ *
RY
Dando en estos puntos un valor arbitrario a ¢ se sigue verificando que

/Vf(a:,y)dwdy:/Rerq f*(;p,y)dwdy:/Rm o(x)dx.

Lo mismo se puede decir acerca del criterio de Tonelli .

o(x) (z,y)dy .

ii) Para funciones positivas (en general de signo constante) y localmente integrables
en un abierto V de RP se puede reformular el teorema de Fubini incluyendo el caso de
integrales impropias no convergentes, dando al mismo tiempo un reciproco del criterio
de Tonelli: concretamente, si admitimos, como convenio de notacién, que el valor de

una integral impropia no convergente es oo, entonces sigue siendo valida la igualdad

| s@waciy= [ repiviy= [ e@ae=[ ([ r@i)d,

entendiendo que, si ¢(x) = oo para todo  en un abierto no vacio de R™, o si la

integral impropia de ¢ en R™ no converge, tampoco converge la primera.
)

iii) En la préctica, cuando el conjunto abierto V se puede describir de forma
sencilla, el criterio de Tonelli y el teorema de Fubini se aplican directamente a las
funciones |f| y f, respectivamente, y no a |f*| y f*. Dejamos que el lector adapte a esta
situacion los ejemplos expuestos en la observacion 3.13, lo cual se reduce a considerar
intervalos abiertos de la recta real (acotados o no) en lugar de intervalos compactos
y funciones ¢, 1, j = 1,2, continuas en dichos intervalos pero no necesariamente

acotadas. Con el dnimo de clarificar este aspecto desarrollaremos un ejemplo:
Sea V el abierto de R? dado por
V={(z,y,2) eR*:0<2<1,0<y,0<2<1/},

y sea f la funcién definida en V' por

e~YHD) sen(y)
f<$,y,2)— 1+Z$2

Puesto que f es continua en V es integrable en cada subconjunto compacto y medible

de V, de manera que la integral impropia de f en V tiene sentido; probaremos que es
convergente. Para ello haremos uso, en primer lugar, del criterio de comparacion:
e_y(z+1) | Sen(y)| e_y(z+1)
0<|f(z,y,2)| =

< f(@y,2)] 1+ za2 1+ za?

La funcién g es positiva, y por ser continua tiene sentido su integral impropia en V', que

=g(v,y,2), (v,y,2)€V.
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es convergente como veremos aplicando el criterio de Tonelli:

= L) [ ([ ([ et

igualdad que se obtiene observando que: si y < 0 entonces g*(z,y,2z) = 0, después, si
z ¢ (0,1/,) también g*(x,y, z) = 0y la primera integral es nula, y por dltimo si z ¢ (0, 1)
es g5(y,z) = 0 y es nula la integral iterada respecto de (y,z). La primera integral se

calcula facilmente buscando una primitiva de g(z,y, z) respecto de y, y aplicando la

= /(// T e ) @

Para x fijo la integral que aparece es la de una funcion racional de z y descomponiendo

regla de Barrow

en fracciones simples se tiene

= /(// [(1 e TR i?) a +1zx2>}dz)df“

aplicando de nuevo la regla de Barrow tras calcular primitivas de ambos sumandos

(respecto de z) resulta ser

I:Zf(Hggabg1+V@—(T%Fjbg1+@)duzél%%%?dw

La tltima integral es la integral impropia de una funcién positiva (al ir integrando
funciones positivas los resultados deben ser positivos) en un intervalo de R, que es
convergente, como se deduce aplicando los criterios de integrabilidad usuales para este
tipo de integrales; en este caso

' —log(z) , 2 —log(z) ~Llog(1 + (z — 1)) o
/0 dx / dx +[ ,

1—a? 1—a? 5 (x—=1)(x+1)

—0
resulta que —log(z) es integrable en (0,1/9] y

. dog(1+(x—1)) 1
1 = — 1 1+1¢t)~pt).
ST e r 2 s+~
Por tanto, la integral impropia de g en V' es convergente y asi lo es también la de f en

virtud de 4.14, por ser |f| <g.

iv) Para funciones f que no sean de signo constante (esto es, que no coincidan con
|f] 6 —|f|) el reciproco del teorema de Fubini es en general falso, es decir, puede ser
que, para una funciéon f localmente integrable en un abierto V' de RP, existan todas
las integrales iteradas y sean convergentes hacia el mismo valor, y sin embargo no sea

convergente la integral impropia de f en V; como ejemplo considérese la funcién f
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definidaen V = (—1,1)x(=1,1)\ {(0,0)} por
zy) = —29 .
f(z,y) (:CQ +y2)2

Resulta que es nula la integral iterada

(e [ (o] o [ oo

y analogamente se comprueba que la otra integral iterada es nula. Sin embargo la
integral impropia de f en V no es convergente pues no lo es la de | f|, ya que un célculo

elemental muestra que

/ (/_11|f<:c,y>|dy)d:c:/_ll (- 757 o

y por no ser convergente esta tultima integral no puede serlo la de |f| en V segin lo

expuesto en el apartado 4.19.ii).
Por ultimo, mencionaremos que la propiedad de aditividad finita respecto de los
conjuntos se verifica igualmente para integrales impropias, explicitamente:

Proposicion 4.20.- Sea V' un abierto de RP. Se supone que existen Vi, Vs, ..., Vi,

abiertos de R”, disjuntos dos a dos, y un conjunto N de medida nula, tales que
V = (VlUVQU...UVk) UN.

Dada f:V — R localmente integrable, la integral impropia de f en V converge si, y sélo

si, convergen todas las integrales impropias de f en cada V;. Ademds, si convergen,

/Vf:;/vjf'

§5 CAMBIOS DE VARIABLES.

Recordemos que si U,V son dos abiertos de R?, una aplicacién ¢: U — V se dice
que es un difeomorfismo o cambio de variables de clase C*, k > 1, si ¢ es biyectiva

v @, ! son de clase C¥ en U y V, respectivamente. El determinante de la matriz

(5)
975 ) 1<ij<p

se llama determinante jacobiano o, simplemente, jacobiano de ¢, y se denota por Jep.

Jacobiana de ¢

Como consecuencia del teorema de la funcién inversa, una aplicacién ¢: U — V de clase

C! en U es un difeomorfismo si, y sélo si, ¢ es biyectiva y Jp(x) # 0 para todo x € U.
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En lo sucesivo, para abreviar, con la palabra ‘difeomorfismo’ designaremos cualquier

difeomorfismo de clase C! al menos.

Teorema 5.1.- (Teorema del Cambio de Variables)
Sean U,V abiertos de RP y ¢ un difeomorfismo de U en V. Si F C V es un
subconjunto compacto y medible, o si E es abierto, y f es una funcién definida en F

tal que la integral (de Riemann o impropia)

/E F(y) dy

tiene sentido, entonces también tiene sentido la integral (de Riemann o impropia)

o (o) [de ()| de
/so '(B)
Ademas, la primera es convergente si, y solo si, lo es la segunda; en este caso,

/E J(y)dy = /80_1(E) Fle(@)) [dp(x)] de .

Corolario 5.2.- En las mismas condiciones del teorema precedente. Si K C V es

un compacto medible tambien lo es ¢~ 1(K) Cc U y
mir) = [ ray= [ | de@)de.
K ¢ (K)

Observacion 5.3.- El teorema del cambio de variables se ha enunciado de forma
global para integrales de Riemann e impropias. Esto se debe, por una parte, a la
posibilidad que ofrece el resultado 4.9 de sustituir la integral de Riemann de una funcién
g integrable sobre un compacto medible K por la integral impropia (convergente) sobre
I% de (la restriccién de) g; o bien, la de sustituir la integral impropia convergente de
una funcién acotada h sobre un abierto acotado y medible V' por la integral sobre el
compacto medible V de cualquier extensién acotada de h a V. Por otra parte, puede
suceder incluso que mediante un cambio de variables se transforme un conjunto acotado
en otro que no lo es o una funcién integrando acotada en otra que no lo sea (esto
ultimo puede ocurrir si el jacobiano de la transformacién no es acotado). A modo de
ejemplo, estudiese la integral impropia propuesta en el ejercicio 19.5 mediante un cambio

a coordenadas polares (que son descritas en el apartado 5.4.2).

5.4.- Cambios de variables mas comunes

Los resultados que se presentan a continuacion se utilizan, en la mayoria de los

casos, para transformar integrales en determinados conjuntos en integrales en intervalos
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de RP, a las que es facilmente aplicable el teorema de Fubini.

1. Cambios de referencia afin en RP.
Sean b = (b1, ba,...,by) € R,y v; = (ai1,Giz,...,0ai,), 1 < i < p, p vectores
linealmente independientes en RP. La aplicacion g: RP — RP definida por

p
y=g(x)=g(r1,22,...,2p) :b+2wi'vi
i=1

es un difeomorfismo cuyo jacobiano, constante, es Jg(x) = det (a,-j)Kz. i<p

2. Coordenadas polares en R?.
Sea o € R y consideremos los abiertos
Us = (0,00) X (o, + 21) , Vo =R*\ {(tcos(a),tsen(e)) : t > 0}.
La aplicacién g: U, — V,, definida por
(z,y) = g(r,0) = (rcos(f),rsen(d)) ,
es un difeormorfismo; ademsds, |dg(r,6)| = r.

e La coordenada r no es otra cosa que la norma
euclidea del vector (z,y) = g(r,0), asi que este cambio
puede resultar util en el calculo de integrales en circulos,

ya que
g((O,R) X (o, a0 + 27?)) y B(0,R)

difieren en un conjunto de medida nula (un segmento);

o de integrales en sectores circulares, que son imagen de

conjuntos del tipo (0, R) x (5,7). oo ;

Componiendo con traslaciones, esto es, considerando transformaciones del tipo
z = (z,y) = g(r,0) = (a1 + rcos(f), az + rsen(h)) ,
se parametrizan, excepto subconjuntos de medida nula, discos centrados en el punto
a = (a1,a2) € R?; en este caso se tiene que r = || — a| (ver figura).
3. Coordenadas cilindricas en R3.
Sean o € Ry U,, V, los abiertos de R3

Us = (0,00) X (o, + 2m) xR, Vo =R*\ {(tcos(a),tsen(a),2) : z€ R, t>0}.
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La aplicacién g: U, — V,, definida por
(2,y,2) = g(r,0,w) = (rcos(8),r sen(6), w),

es un difeomorfismo; ademas

|dg(r,0,z)| =r.

e Este tipo de cambios transforma los intervalos de la forma (0, R)x(«, a+27)x(a, b)
en cilindros con eje de simetria el eje OZ, cuya base tiene radio R y comprendidos entre
los planos z = a y z = b, salvo una porcién de un plano (que es de medida nula en R?).

El ejemplo presentado es adecuado para aquellos conjuntos que presenten una
simetria respecto al eje OZ pero, por supuesto, una permutacion adecuada de las coor-
denadas permite tratar volimenes de revolucién respecto de los otros ejes, y lo mismo
se puede decir, al componer con traslaciones, cuando la base de estos cilindros estd

desplazada del origen.

4. Coordenadas esféricas en R3.

Cuando un punto = (z,y, z) de R? se determina por su norma r y dos dngulos 6, ¢
respecto a determinados subespacios lineales se obtienen las denominadas parametriza-

ciones esféricas. Presentamos seguidamente dos versiones.
4.1. Sean a € Ry Uy, V, los abiertos de R3
Uas = (0,00)x (e, o+ 27) % (0, ) , Vo =R\ {(tcos(a),tsen(a),z) : z€ R, t>0}.
La aplicacién g: U, — V,, definida por
(z,y,2) = g(r,0,0) = (rcos(0) sen(p),r sen(f) sen (i), r cos(y)),
es un difeomorfismo; ademas

3g(r,0, )| = r*sen(y).

4.2. Sean a € Ry U,, V, los abiertos de R3
Ua = (0, 00)x(cv, a+2m)x(—7/2,7/2) , Vo = R*\{(tcos(a),tsen(a),z) : 2 € R,t > 0}.
La aplicacién g: U, — V,, definida por
(z,y,2) = g(r,0,0) = (rcos(0) cos(p), rsen(d) cos(), r sen(yp)),
es un difeomorfismo; ademas

3g(r,0, )| = r? cos(yp).
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e Este tipo de cambios transforma intervalos del tipo
(0, R)x (a,a +2m)x (8,8 + ), (B=0,-T/2 resp.)
en bolas de radio R (excepto una porcién de plano), y los del tipo
(0, R)x (a,x +2m)x (B,7), O<~y—p<m,
en sectores esféricos.
De nuevo, al componer con traslaciones,
(x,y,2) =g(r,0,p) = (a1 + 7 cos(f) cos(p), az + rsen() cos(p), as + rsen(go)),

se obtienen transformaciones que permiten parametrizar en intervalos bolas centradas

en un punto a = (a1, az,a3) € R® (en este caso r = ||(x,y,2) — (a1, az,a3)||)-
§6 EJERCICIOS.

1.- Sean A =10,1]x[0,1] y f: A — R la funcién definida por

r sixz>y;

ren ={ 7,

y© siz <.

Comprobar que f es integrable en A y calcular su integral.

2.- En los siguientes casos demostrar que la funcién f: A — R es integrableen Ay

calcular su integral.
21.- A= [0771-] X [07 1] ) f(-T, y) = |y - S€H(.§E)| :

2.2.- A=10,1]x[0,1], f(z,y) =y —e 7|.
3.- Calcular / / f(z,y) dx dy en los siguientes casos:
D

3.1 D={(z,)) eR?: 1<y<2,0<a< 5}, flay) =aze /v,
32- D={(z,y)eR?:z+y>2, 22+ (y—1)2 <1}, flz,y) ==z.
3.3.- D={(z,y) eR? : y> 22, 2 >9*}, flz,y) =22 +49%.

34.- D={(z,y) eR? : 0<2<2,0<y<2—a}, flx,y) =[x+
35- D={(z,y) eR?: 2>0,22+(y—1)? <1}, f(z,y)=|z+y—2.

3.6.- D={(z,y) eR? 1z <y? y<z,0<y<2}, f(:c,y):sen<ﬂ).
Yy
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3.7- D={(z,y) e R? : 22 +y*> <a®}, f(z,y) = Va?— 22, siendo a > 0.

3.8.- D={(z,y) €R? : y>0,y> <z <y?}, flz,y) =eT.

4.- Sea D el recinto del primer cuadrante comprendido entre las curvas de ecua-

y=+1-2?, y=+\4—x2.

// rydrdy.
D
5.- Sean a,b ntimeros reales con 0 < a < b y D = [0, 1] x[a, b]. Calcular

Y dxdy.
Il

1£Eb—£Ea
dr = log(b+ 1) —log(a+1).
| e (b +1) ~ log(a + 1)

ciones

Determinar el valor de

Deducir que

dx dy
6.- Sea D = [0,1]x]0, 1]. Calcular // , v deducir que
0,110, 1 D (1+y)(1+2%y)

/1 1 22 +1 2
5 log< )d:c:—.
0 x%—1 2 16

7.- Sea V el subconjunto de R3 dado por

V={(z,y,2) eR® : 2 +y* + 22 < R* 2* +y* + ( — R)* < R?}.

/// 22 dxdydz .
v

8.- Calcular /// f(z,y,2)dxdy dz en los siguientes casos:
V

Calcular

81- V={(z,y,2) eR? :1<2<3,1<y<3,0<2< 7y},
f(.fE,y,Z):Z—ZCy.
8.2~ V={(z,y,2) eR?: 0<2<1,0<y<Vo—a2,0<z<a2?+y?%},

f(x,y,2) = zyv/x? +y2.
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z—x? — gt
z(y
1+ 22

8.3.- V=1[0,1]x[0,1]x[0,1], f(z,y,z2) =

1

84- V={(zy2) eR*: 0<z, 2 <2 +y* <4}, floy2) = —5.

9.- Sea P la pirdmide (tetraedro) limitada por los tres planos coordenados y el

plano de ecuacién z+2y+32=6.

i) Determinar el volumen de P.

ii) Calcular /// rzyzdrdydz.
iii) Calcular /// |z +y—3|dedydz.

10.- Sea V el sdlido limitado por los planos de ecuaciones x +y =2, x +2y =6,

r=0,y=0, 2z=0 y el cilindro de ecuacién y? + 2? = 4. Calcular

JJ[ zawdyas.

11.- Calcular el volumen del subconjunto de R? limitado por el elipsoide de ecuacién

2 2 2
w_+3;_2+z_ =1, dondea,b,c>0.
12.- Calcular el volumen del sélido limitado por el paraboloide eliptico de ecuacion
22 2
—+ = b2 + ~ =1, dondea,b,c>0,

y el plano de ecuacién z = 0.

13.- Sea D= {(z,y) €eR? : y >0, 22 +y?> < 1}. Calcular

// Gl Vi da dy .
D /14 22+ y?

14.- Sea S el recinto plano limitado por la curva (cardioide) parametrizada en

coordenadas polares por o =1+ cos(f).

i) Calcular el drea de S.
ii) Calcular //S(:c +y)dxdy .

15.- Sea S el recinto plano limitado por la curva parametrizada en coordenadas

polares por p = sen(26).
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i) Calcular el drea de S.
ii) Calcular //S:cyd:c dy .

16.- Calcular

//D(ch +y?) dady,

donde D es la porcién del recinto interior a la curva (lemniscata) dada en coordenadas

2

polares por ¢? = a? cos(26), contenido en el semiplano {x > 0}.

17.- Sean a,b niimeros reales, con 0 < a < b, y V el conjunto dado por

V ={(z,y,2) €R3 : a® < 2% +9? + 2% <b?}.

/// dx dy dz
V (22 4 42 +22)3/2

18.- Si V es el conjunto limitado por el plano z = 0 y las superficies de ecuaciones

Calcular

224yl =1,224+y?=4, 2=16— 2> —y?, calcular

rzye*drdydz.
i

Integrales multiples impropias

19.- Estudiar la convergencia de la integral impropia / /D f(z,y)dxdy en los

siguientes casos:

2
X
19.1.- D = (1,00)x(1,00), f(z,y) = T 2ot

19.2.- D=(0,1)x(0,1), f(z,y)=(zy)™™, a>0.
19.3.- D =B(0,1)\ {0}, f(z,y) =log(z* +y?) log (1 — (z* +3?)) .
1
/1= 222 ’
sen (v/22 + y?) .

2 + 92

19.4- D =(0,1)x(0,1), f(z,y) =

19.5.- D= B(0,1)\ {0}, f(x,y)=

20.- Estudiar la convergencia de las siguientes integrales impropias, calculando su

valor cuando proceda:
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20.1.- // drdy 20.2.- // _ dwdy
(0,1)x(0,1) VZ Y B(0,2) ViI_2% 2

20.3.- //(0,1) 0 )\/l_d:cdy //RQ 1+$d;cdy+y2).

21.- Se denota por S al interior del circulo de ecuacién

2+ —2Rz=0 (R>0).

dx dy
=2R(m—2).
//S VAR? — 12 — 2 ( )

22.- Sea D = {(z,y) € R? : x > 1,22 —1 < y < x}. Estudiar el caracter de la

integral impropia
/ / dx dy
D Ty
23.- Estudiar para qué valores de p > 0 es convergente la integral

// dx dy
R2 (pz + 2 +y2)p

Calcular su valor cuando proceda.

Demostrar que

24.- Determinar el valor de la integral impropia
/ / rxe drdy.
[1,00) x[1,00)

25.- Sea U = {(u,v) €ER? : v>0,u>0,0<u<kv}, k>0.
i) Si V = (0,00) % (0, k) probar que la aplicacién ®: U — V dada por

O(u,v) = (w(u,v),y(u,v)) = (uv,u/v)

es un difeomorfismo.

ii) Demostrar que la integral impropia

/ / T cos (%) du dv
U 2 3/2

v <u2 v? 4 u /1)2)

es convergente.
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Indicacion: Acotar el integrando por una funcién positiva de manera que la integral

impropia de esta 1ultima sea convergente.

iii) Calcular el valor de la integral dada en el apartado anterior.

26.-

i) Demostrar que la integral impropia

//RQ e~ (@) gy dy

es convergente y calcular su valor.

ii) Deducir de lo anterior el valor de
/ e da.

27.- Se considera el subconjunto de R3

V={(z,y,2) eR® : 2 + 9>+ 22 > 1}.
i) Estudiar, en funcién del nimero real «, el caracter de la integral impropia
/ / / dx dy dz
V(22 +y2+22)"

ii) Demuéstrese que la integral impropia

(2 +y*+2?)
/// cos(z) e dx dy dz
Vo o4y + 22

es convergente.

28.- Se considera el conjunto
C={(z,y,2) €ER® : 2>0, 22 +y*> < 1}.

Estudiar, en funcién de los pardmetros reales a y 3, el caracter de la integral impropia
(=2 =) oy
1527 rdydz.
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§7 SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS.

1.- —.
12

2.1 2 221 L
d.-m . 2~ — 53

3.1 §(1 l) 3.2-1  33.° 34-2  35.-1
..-4 . ..-6. ..-7 ..-2. et )e™ .

8 4 1
s 3T-gd’. 38-(3-e)

5.- Aplicar el teorema de Fubini para expresar la integral como iterada en los dos

ordenes posibles, teniendo en cuenta que ambos valores coinciden.
6.- Igual que el anterior.

7.- Aplicar el teorema de Fubini fijando en primer lugar la z, para la que la seccién

, . , ) T
es un circulo horizontal de 4rea conocida. El resultado es — R,

480
8.1.- #572\/5. 8.2.- 1314. 8.3.- %(% . 1). 8.4.- 2.
9.- 1) 6; i) %; i) %.
26
10 3.

) . 4
11.- Con un cambio a esféricas adecuadamente escaladas, gﬁabc.
. 1 T
12.- Con un cambio a cilindricas adecuadamente escaladas, §abc.

13.- Con un cambio a polares, %(2 —V2).

3 S
14.- Realizar cambios a polares: i) ;; ii) Zﬁ

2
15.- Realizar cambios a polares: i) %; ii) T

16.- Con el cambio a polares, resulta la integral

w/4 |a]4/cos(26) 4
/ d&/ p3dp = e
—m/4 0
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17.- Pasando a esféricas, 47 log(b/a).
18.- Pasando a cilindricas, 0.

19.1.- Converge. 19.2.- Converge si, y solo si, a < 1. 19.3.- Pasando a
polares, converge.

19.4.- Converge. 19.5.- Converge.

8
20.1.- Converge y vale 5(\/5 —1). 20.2.- Con polares, converge y vale 4.

4
20.3.- Converge y vale 3 20.4.- Converge y vale 72.
21.- Realizar un cambio a polares.

22.- Aplicar el criterio de Tonelli para ver que converge.

T
(b~ DpPe D)

23.- Pasar a polares; converge si, y sélo si, p > 1, y en este caso vale

24.- Vale e~ 1.

u3

v(u?v? +u?/v?)
integral de ésta el cambio de variables en i) para obtener la integral

1 // Ty
- " _drdy,
2 JJ(0,00)x (0.8) (¥ +y2)3/2

iii) Aplicar el teorema de Fubini: sen(k/2).

25.- ii) Acotar el integrando por la funcién 5720 Y aplicar a la

que vale k/2.

26.- i) Pasando a polares, vale 7. ii) Aplicando el teorema de Fubini, /7.

27.- Aplicar cambios a esféricas: i) Converge si, y sélo si, o > 3/2; ii) acotar el

integrando por
6_($2+y2+z2)

Va2 Fy? 22

28.- Cambiando a cilindricas, converge si, y s6lo si, « > —1y > 1.
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CAMPOS ESCALARES
TEMA 11 Y VECTORIALES

En términos abstractos un campo vectorial definido en un abierto U de R™ no es
otra cosa que una aplicacion de U en R™. La teoria que exponemos aqui va dirigida a
proporcionar un formalismo mas adecuado a los modelos de la Fisica y de la Técnica, asi
como la interpretacién en este contexto particular de los conceptos que se definen rela-
cionados con la derivacion, cuando esas aplicaciones representan magnitudes escalares

o vectoriales.

Aunque algunas definiciones y propiedades se enuncian en espacios R" de dimension
arbitraria, el lector que lo prefiera puede pensar en los casos de aplicacién habitual, es
decir, R? y R3.

§1 CAMPOS. OPERADORES DIFERENCIALES.

Definicion 1.1.- Sea U un conjunto abierto de R™.
i) Un campo escalar de clase C* en U es una funcién f:U — R de clase C*.

ii) Un campo vectorial de clase C¥ en U es una aplicacion F:U — R™, m > 1, de

clase CF.

El indice k recorre el conjunto de los nimeros enteros positivos, entendiéndose que

las aplicaciones de clase C° son las continuas.

Ejemplos:
1) Son campos escalares la ‘temperatura’ o la ‘celeridad’.

2) Son campos vectoriales la ‘velocidad’ o cualquier campo de fuerzas (gravitatorio,

eléctrico, magnético, etc.).
Notacién: Sea U un abierto de R”. Al conjunto de las aplicaciones f de clase C*
definidas en U con valores en R?, f:U — RP, lo denotaremos por C¥(U, RP).

No es dificil comprobar que estos espacios, dotados de la suma habitual de funciones
y el producto de nimeros reales por funciones, son espacios vectoriales. La palabra

“operador” se utiliza para designar las aplicaciones lineales entre este tipo de espacios
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vectoriales, en distincién con el caso de los espacios euclideos. Cuando la imagen de
un campo por un operador se define en términos de las derivadas parciales de sus

componentes, se dice que el operador es diferencial.

Ejemplo: La aplicacién que a cada funcién f de clase C' en un abierto U de R"

le asigna la funcién continua 9f/g,, es un operador diferencial definido en C* (U, R).

A continuacién se presentan los operadores usuales que se manejan en la Fisica y

sus propiedades basicas.

Gradiente de un campo escalar

Definicién 1.2.- Sea f un campo escalar de clase C! en un abierto U de R™. Se

denomina gradiente de f al campo vectorial definido por

Vf(z) = (g—i(a;), (%@),..., %(m)) , zel.

Propiedades 1.3.- Sean f, g campos escalares de clase C! en un abierto U de R"”

y ¢ un namero real. Se verifica:
i) V(f+9)=Vf+Vyg.
ii) V(cf)=cVf.
iii) V(fg)=/fVg+gV/f.
iv) Sig(x)#0,xecU, V(f/g) = (gVf— ng)/gZ
Observacién 1.4.- De las propiedades i) y ii) se deduce que el gradiente es un

operador definido en el espacio de los campos escalares de clase C! en un abierto U que

toma valores en el espacio de los campos vectoriales continuos en U,
f € CHUR) — Vf € CU,R"™).
Formalmente escribiremos

v:<8 8. 8).

Ox1’ Oxs’ 7 Oxy

Definicion 1.5.- Sea U un abierto de R® y F:U — R™ un campo vectorial con-

tinuo. Se dice que F es conservativo si existe un campo escalar f de clase C! en U tal
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que

Vf(x) =F(x) paracadaxzecU.

En este caso, se dice que el campo f es una funcion potencial de F'.

Observaciones 1.6.-

i) En ciertos modelos fisicos, si Vf = F, se dice que — f es una funcién potencial
de F'. Esto no debe causar ningiin trastorno o confusién, es simplemente otro convenio

de notacion.

ii) Veremos més adelante, al estudiar el concepto de integral curvilinea, que el

adjetivo ‘conservativo’ tiene un significado fisico preciso.

Observacién 1.7.- Si F es el gradiente de un campo escalar f de clase C? en un
abierto U de R", entonces se sigue del lema de Schwarz que
OF; ( 0% f ( 0% f OF; (@)
x) = x) = x) = x
aZCj aZCj a.sz 8:c,8:c] a.sz ’

Sin embargo, el reciproco no es necesariamente cierto, a no ser que se impongan condi-

1<4,5<n, z=zcU.

ciones adicionales sobre la geometria de U.

Definicion 1.8.- Sea U un subconjunto abierto de R™.

i) Se dice que U es estrellado respecto de un punto a € U si para cualquier elemento

x de U el segmento de extremos a y x, dado por
{tx+(1—t)a : te[0,1]},

estd contenido en U. Se dice que U es estrellado si lo es respecto de alguno de sus

puntos.

ii) Se dice que U es convero si para cada par de elementos x,y de U el segmento

de extremos x e y, dado por
{te+(1—-t)y : t€]0,1]},
esta contenido en U.

Obviamente un abierto convexo es estrellado respecto de cualquiera de sus puntos.

Proposicién 1.9.- (Lema de Poincaré)

Sea F un campo vectorial de clase C' definido en un abierto estrellado U de R™.
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Entonces F' es el gradiente de un campo escalar en U si, y sélo si,
OF; OF;

zeU, i,j=12,...,n. (1)

Observaciones 1.10.-

i) La demostracién tedrica de la existencia de potenciales requiere de la nocién de
integral curvilinea que veremos mas adelante, aunque la resolucion practica se reduce
en la mayoria de los casos a un calculo elemental de primitivas. Se puede mostrar que
dos potenciales de un mismo campo conservativo (en general, en un abierto conexo)

difieren en una constante.

ii) Aunque el resultado anterior sigue siendo vélido para una familia mas amplia de

abiertos, los denominados simplemente conexos, no se verifica para abiertos arbitrarios.

Rotacional de un campo vectorial

Definicién 1.11.- Sea F = (F, Fy, F3) un campo vectorial de clase C' en un
abierto U de R3. Se define el rotacional de F como el campo vectorial

0F3 _0F oF, _ OF oF; oF,

rot F(z) = <a—y<“’) (@), S (@) - S (@), 5o (@) - a—y(m)), zeU.

Observaciones 1.12.-
i) En la terminologia anglosajona se denota rot F' = curl F.

ii) El siguiente determinante simbdlico es 1til para recordar la férmula que define

el rotacional:

i J k

o o0 0
F=|— — —

rot or Oy 0z
F, F, F3

Por esta razén el rotacional del campo F' también se representa por V x F'.

Propiedades 1.13.- Sean F = (F, F5, F3), G = (G1,G2,G3) dos campos vecto-

riales y f un campo escalar, todos ellos de clase C' en un abierto U de R3.
i) rot(F + G) =rot F +rotG.
ii) Sice R, rot(cF)=crotF.

iii) rot(f F) = frot F + VfxF'.
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Observacion 1.14.- De lo anterior se deduce que rot es un operador diferencial
de CF(U,R?) en CF-Y(U,R?).

Proposicién 1.15.- Sea f un campo escalar de clase C? en un abierto U de R3,
entonces

rot(Vf)=0.

Definicién 1.16.- Se dice que un campo F = (Fy, F», F3) de clase C! en un abierto

U de R? es irrotacional si su rotacional es idénticamente nulo en U, es decir,

rot F(x) =0 paracadax € U.

Un campo conservativo de clase C! es, en virtud de la proposicién anterior, irrota-

cional. El reciproco viene dado por el lema de Poincaré, que en este caso se escribe:

Proposicién 1.17.- Sea F = (Fy, Fy, F3) un campo vectorial de clase C! definido

en un abierto estrellado U de R3. Entonces F es conservativo si, y sélo si, es irrotacional.

Divergencia de un campo vectorial

Definicién 1.18.- Sea F = (Fy, Fy, ..., F,) un campo vectorial de clase C! en un

abierto U de R™. Se define la divergencia de F' como el campo escalar

"\ OF; . OF OF; OF,

vF(x) =S 2 () = L ora .
div F(x) O () e (x 52s (x)+--+ . (), xeU

j:
Formalmente,
o 0 0
Ox1 Oxy’ ' Ozp,

razén por la cual también se denota divF = V- F.

divF=V-F = ( ) (P, Py B,

Propiedades 1.19.- Sean F,G:U — R" dos campos vectoriales y f un campo

escalar, todos ellos de clase C! en el abierto U de R™.
i) div(F + G) =divF + divG.
ii) Sice R, div(cF)=cdivF.
iii) div(f F)=fdivF +Vf-F.

Observacion 1.20.- De lo anterior se deduce que div es un operador diferencial
de CF(U,R™) en CF-Y(U,R).
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Proposicién 1.21.- Si F = (Fy, I, F3) es un campo vectorial de clase C? en un

abierto U de R3, entonces

div(rot F') = 0.

Definicién 1.22.- Se dice que un campo F' = (F}, Fy, F3) de clase C! en un abierto

U de R3? es solenoidal o incompresible si su divergencia es idénticamente nula en U,
divF(x) =0 paracadax € U.

Segtn 1.21 el rotacional de un campo vectorial es solenoidal. Reciprocamente:

Proposicién 1.23.- Sea F = (Fy, Fy, F3) un campo vectorial de clase C! definido
en un abierto estrellado U de R3. Entonces F es el rotacional de un campo vectorial G

si, y sélo si, F' es solenoidal.

Observaciones 1.24.-

i) Si F = (Fy, F», F3), G = (G1,G2,G3) son campos vectoriales en un abierto de
R3 tales que ot G = F (G al menos de clase C!) se dice que G es un potencial vectorial

de F'. Notese la analogia que existe entre los resultados 1.17 y 1.23.

ii) Al igual que sucede con los potenciales escalares, la bisqueda de potenciales
vectoriales en el caso de que el abierto U sea conexo se reduce al calculo de primitivas.
Si el campo F = (F, F, F3) es de clase C! y solenoidal en el intervalo U de R3, la

ecuacién rot G = F es el sistema de ecuaciones en derivadas parciales

 0Gs 0G4
— - —==F
oy 0z !
0G1  0G3s
— — —— =F
0z Ox 2
0Gy  0G;
— - —— =F
\ Oz oy 3

Gracias al resultado 1.15, podemos suponer, por ejemplo, que G3 = 0; entonces, es posi-

ble dar unas primeras expresiones para G1 y G2 a partir de las dos primeras ecuaciones:

—%EFl —_— GQZ—/Fle+CQ($7y)7
z
%EFQ —_— GlZ/F2d2+Cl($7y)7
z

siendo C y Cs las correspondientes constantes (respecto de z) de integraciéon. Podemos

suponer a continuacion, por la misma razén que antes, que C's = 0, con lo que ya
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hemos determinado G3 y G5. Para concluir, basta determinar C; a partir de la tercera
ecuacion.
Asi se ha encontrado un potencial vectorial de F'; los demés se obtienen sumando

a éste gradientes.
§2 EJERCICIOS.

1.- Se consideran los campos definidos en R3 por
F(z,y,z) = (2w22,1,y32w), G(z,y,2z) = (:cQ,yQ,zQ) ,
v fla,y.2) =2y,
Calcular:

a) Vf b) Vx F ) (V-F)G d) F-(Vf) ) FxVF.

2.- Demostrar que el campo vectorial
F(z,y,2) =(y—z,z—z,x —y)
es solenoidal y hallar un campo vectorial G tal que F' = rot(G).

Estudiar la misma cuestién para el campo H(x,y, z) = (yz, zz, xy).

3.- Hallar el valor de las constantes a, b, c, tales que el campo
F(z,y,z) = (x+2y+az,br—3y—zdz+cy+2z2)

verifica rot F' = 0. Demostrar que para estos valores F' es el gradiente de un campo

escalar que se determinara.

4.- Se consideran los campos
F(z,y,z) = (yz cos(zy), xz cos(zy), sen(xy)) ,
G(z,y,2) = (yz + 2y®, 22 + 2%y, 2 + zy) ,
H(z,y,2) = (2zyz + 2% —2y% + 1, 2% — dzy, 2%y + 222 — 2).

Demostrar que F', G y H son conservativos y calcular su funcién potencial.

5.- Encontrar un campo vectorial F' tal que:

div(F)=2z+y—1 y rot(F) = (0,0,1).
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§¢3 SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS.

1.- a) (2zy,2°,0);  b) Bay’z4wz —y°2,0); ) (22° +ay®) (22,9, 2%);

d) 42%yz? + 2% e) (—23y32, 222yt 2, 20322 — 2zy).

72 2 y?

2.- Para F, G(z,y,z) = (0, o T, 5 ez + 5 yz);
1

para H7 G(SE, Y, Z) - (07 55323}7 %(yQ - ':EQ))

3.-a=4,b=2, c=—1. Una funcién potencial es

1 3
flz,y,2) = 5:62 + 22y + dxz — §y2 —yz 4 22

4.- Potenciales de F';, G y H son, respectivamente,

1 1
zsen(xy), xyz + 5:623;2 + 522, 22yz + x2% — 2ay® + x — 2z.

1
5.- Una solucién (hay infinitas) es F(x,y,2) = (22,2 + §y2, —2).
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TEMA 12 INTEGRALES CURVILINEAS

La materia que se trata en este tema estd estrechamente relacionada con conceptos
fisicos tales como el de trabajo y otros similares en los que interviene la nocién de
transporte, que se formaliza definiendo la integral de un campo (por ejemplo, de fuerzas)

a lo largo de una curva (la trayectoria recorrida por una particula).
§1 INTEGRACION DE CAMPOS ESCALARES.

Comenzaremos introduciendo el concepto de curva regular a trozos.

Definicién 1.1.- Sean I = [a,b] un intervalo compacto de R e (I,7) una curva
paramétrica continua. Se dice que la curva es de clase C* a trozos si existe una particién

del intervalo I,

P={a=&& <& <.oo <&me1 <&n =0},

tal que ~ es de clase C* en cada intervalo [¢;_1,&;], 7 = 1,2,...,m (recordemos que
ser de clase C* en un intervalo cerrado exige la existencia de las derivadas laterales

correspondientes en los extremos del mismo).

Es sencillo comprobar que si una curva paramétrica es de clase C! a trozos, también

lo es cualquier otra curva paramétrica equivalente a ella.

Aunque el concepto de longitud de una curva se puede introducir de forma mas

general, se presenta aqui una definicién valida para curvas suficientemente regulares.

Definicién 1.2.- Sea (I,7) una curva paramétrica de clase C! a trozos, parame-
trizada en el intervalo compacto I = [a,b] y con valores en R™. Supongamos que
Y1,Y2s - - -, Yn SON SUS componentes, v = (1,72, .. .,7Vn) . Entonces, se define la longitud

de la curva (I,v) como

b
long(v) = [ I (0)dt = / VI E2 £ 2507 (02 dt.
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Observaciones 1.3.-

i) La integral que aparece arriba se debe entender como la suma

m é']- ,
> [ ol
j=1 Ei—1

cuando la aplicacién v no sea de clase C! en todo el intervalo [a, b], sino en cada uno de

los subintervalos [£;_1,&;] asociados a la particién P.

ii) Como consecuencia del teorema del cambio de variable, la longitud de curvas
paramétricas equivalentes es la misma. En consecuencia, tiene sentido asignar dicha
cantidad al conjunto soporte, siempre que se suponga parametrizado de forma simple y

regular. El mismo argumento se utiliza para demostrar el siguiente lema.

Lema 1.4.- Sean U un abierto de R", f un campo escalar continuo definidoen U, y
a, b, ¢, d], ) curvas paramétricas equivalentes de clase C! a trozos y con soporte
Y)Yy P

contenido en U. Entonces

b d
[ @) n@ld = [ 5(e) 196l ds.

Definicion 1.5.- Sean U un abierto de R™, f un campo escalar continuo definido
en U y ([a,b],~) una curva paramétrica de clase C! a trozos con soporte contenido en U.

Se define la integral del campo f a lo largo de la curva ~ por

b
| 1) v o .
y se representa por

/ fdr o simplemente / f-
gl gl

Observacion 1.6.- El lema previo permite considerar el valor que acabamos de
definir como asociado al soporte I' de la curva paramétrica, siempre que se suponga que

su parametrizacion es regular y simple. Asi, es usual denotar dicho valor por

[ tar

Observacion 1.7.- Los siguientes ejemplos pueden ilustrar el significado y utilidad

que tiene la integral curvilinea:

Supongamos que el soporte I' C R? de una curva ([a, b], ) representa un alambre de

material no homogéneo, y que para cada t € [a, b] el nimero o(t) = Q('y(t)) representa la
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densidad de masa en el punto «(t) € I', es decir, g es la funcién de densidad. Entonces

/ngrz/abg(w(t% (1) V' (t)2 )2+ 2/ ()2 dt

no es otra cosa que la masa total presente en el alambre.

Si se piensa en el caso de una curva cuyo soporte I' es la base de una valla tal que
en cada punto v(t) = (z(t),y(t)) tiene altura h(t) = h(z(t),y(t)), la integral

/hdr—/ ) V' (t) t)2 dt

es precisamente el area de la valla.

Propiedades 1.8.- Sean U un abierto de R™, f, g campos escalares continuos en

Uy (la,b],v) una curva paramétrica de clase C! a trozos con soporte I' contenido en U.
Se verifican:

i) /F(f—kg)dr:/rfdr—k/rgdr.

ii) SiceR, /(cf)dr:c/fdr.
r r
iii) ’/fdr’ < / |fldr < sup{|f(z)|:x €T} long(I').
r r
§2 INTEGRACION DE CAMPOS VECTORIALES.

A diferencia del estudio realizado anteriormente en lo que sigue serd necesario con-
siderar curvas paramétricas orientadas. Recordemos que, dadas dos curvas paramétricas
equivalentes (I,7) y (J,¢), ambas corresponden a una misma orientacion si, y sélo si,

el difeomorfismo 6 que permite escribir v = ¢ o § es tal que

0'(t) >0 paracadatel.

Definicion 2.1.- Sean U un abierto de R™, F' un campo vectorial continuo en U,
y I' C U (el soporte de) una curva orientada parametrizada por la curva paramétrica
([a, b],~) de clase C! a trozos y compatible con la orientacién de I'. Se define la integral
del campo F' a lo largo de «y (o de I') por

b b
/ F(~y(t)) -~'(t)dt =/ <F1 (v(1) Y1(t) + Fa (v (1) v (t) 4 - .. + Fu(~(t)) %(t)) dt,

a
y se representa por

/F~dr 0 /F~dr 0 /Fld:c1+F2d:c2+...+Fnd:cn.
il r ol
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Si la curva es cerrada, la integral anterior se denomina también circulacion del

campo F' a lo largo de ~.

Observacion 2.2.- Una vez mas el teorema del cambio de variable para las inte-
grales de Riemann garantiza la coherencia de la definicién, es decir, la integral definida
es independiente de la parametrizacion regular y simple que represente a la curva con

la orientacién prefijada.

Proposicién 2.3.- Sean (I,7), (J,¢) dos parametrizaciones equivalentes de una
curva [ que definen orientaciones opuestas en dicha curva. Entonces, si F' es un campo

vectorial continuo en un abierto que contiene al soporte de la curva,
/F~dr:—/F~dr.
¥ ¢

Observaciones 2.4.-

i) En la practica, cuando una curva viene dada de forma paramétrica, si la parame-
trizacién v no define la orientaciéon deseada no es necesario determinar una nueva
parametrizacién congruente con la orientacién, basta calcular la integral del campo

segun la expresion dada en 2.1 y cambiar el resultado de signo.

ii) Cuando se manejan campos de fuerzas la integral a lo largo de una curva se
denomina trabajo del campo a lo largo de la curva: Si F' es un campo de fuerzas (gra-
vitatorio, eléctrico, etc.) definido en un abierto U de R® y I' es una curva orientada
parametrizada por v:[a,b] — U, la integral de F' a lo largo de I' representa el trabajo
necesario para desplazar una particula de masa, carga, etc. unidad desde el punto
xo = v(a) hasta el punto &, = v(b) siguiendo la trayectoria I". Este trabajo puede ser
positivo o negativo dependiendo de que el movimiento se realice en contra o a favor del
campo de fuerzas y, por supuesto, cambia de signo cuando se recorre la curva en sentido

contrario, es decir, cuando se considera la orientacién opuesta.

Propiedades 2.5.- Sean U un abierto de R", F',G dos campos vectoriales con-

tinuos en U y una curva orientada I' en U y de clase C' a trozos. Se verifica:

i) /(F+G)~dr:/F~dr+/G~dr.
r r r
ii) SicER,/(cF)~dr:c/F~dr.
r r
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i) )/Fp.dr) < sup{||F(2)|| : € T} long(T).

Proposicién 2.6.- (Regla de Barrow)
Sean f un campo escalar de clase C! definido en un abierto U de R™ y ~: [a,b] — U

una parametrizacién de una curva orientada de clase C! a trozos. Entonces

/ Vf-dr = f(v(®) - (7)) .

Corolario 2.7.- Sean ~;:[a,b] — U y ~2:[c,d] — U parametrizaciones de dos

curvas de clase C! a trozos, con v;(a) = ¥2(c) y 71(b) = v2(d), entonces

/Vf~dr:/ Vf-dr.
71 Y2

Corolario 2.8.- Si v:[a,b] — U es una parametrizacién de una curva orientada y

cerrada (y(a) = (b)) y de clase C! a trozos, entonces

/Vf~dr:0.
-

Observacion 2.9.- Cuando se consideran campos vectoriales que proceden de gra-
dientes, F' = V f, los tres resultados anteriores dan significado al adjetivo ‘conservativos’
que se les ha dado. De forma coloquial, para campos de fuerzas de este tipo, el trabajo
necesario para desplazar una particula desde una posiciéon xg hasta otra x; no depende
de la trayectoria seguida: la energia potencial esta bien definida y depende tinicamente

de la posicién.
53 FORMULA DE RIEMANN-GREEN.

Cuando un subconjunto U de R? es tal que su frontera, Fr(U), puede ser parametri-
zada localmente como una curva, el conjunto Fr(U) se denomina también borde de U y
se denota por QU. Las siguientes definiciones describen con mas precisién este tipo de

conjuntos, que son los que se contemplan en la teoria que trata este apartado.

Definicién 3.1.- Un subconjunto D de R? se dice que es un abierto de Jordan si
es abierto, acotado y su frontera es una union finita de soportes de curvas paramétricas
cerradas, simples y de clase C! a trozos.

En el caso de que 0D sea el soporte de una sola curva del tipo anterior se dice que

D es un dominio de Jordan.
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Sobre una curva se pueden establecer dos orientaciones, ahora bien, cuando la curva
es parte del borde de un conjunto es posible definir una orientacién ‘natural’ relativa al

conjunto, a ello va destinado el siguiente lema.

Lema 3.2.- Sean D C R? un abierto de Jordan y x¢ un punto frontera de D que
es regular para la curva correspondiente de 0D. Sean m1 y ny = —nj los dos vectores
unitarios ortogonales a la recta tangente a 9D en el punto xy. Entonces uno sélo de

estos dos vectores, que denotaremos por n., verifica la siguiente propiedad:

“Existe un ntmero real € > 0 tal que para cada A € (0,¢) se tiene que

o+ An. ¢ D”.

Definicion 3.3.- En las condiciones del lema anterior, al vector n. que verifica
dicha propiedad lo denominaremos normal exterior a D en el punto xg.

La orientacion natural o inducida en 0D por D es la que corresponde en los puntos
regulares de 0D al vector tangente unitario t que forma un angulo de amplitud g con

la normal exterior n., esto es:

—_

m . 0 -1
(ne,t):§ o bien t:(l O)ne.
Ejemplos:
i) La orientacién inducida en una circunferencia por el circulo que delimita es la

que corresponde a parametrizaciones que la recorren en sentido antihorario (contrario

al de las agujas del reloj). Lo mismo ocurre, en general, para los dominios de Jordan.

t
Ne Ne
—

ii) Si se considera la corona circular

C={(z,y) eR? : 1 <2?+y? <4},

la orientacién inducida en 'y = {(z,y) € R? : 2% + y? = 4} corresponde al sentido
antihorario, pero en I'y = {(z,y) € R? : 2% + y? = 1} la orientacién inducida por C es

la que corresponde al sentido contrario (el de las agujas del reloj).
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Definicién 3.4.- Sea D un abierto de Jordan de R? tal que su borde 9D se escribe
oD=TyuUl';U...uly,,,

siendo cada I'; una curva cerrada simple y de clase C! a trozos en la que se considera
la orientacién inducida por D. Si F' = (P,(Q) es un campo vectorial continuo en un

abierto que contiene a D, se define la circulacion de F' en el borde de D como

i/ de—dey:i/ F -dr,
j=1"1; j=17T;

que se denota por

/ Pdx+ Qdy 0 F -dr.
oD oD

Teorema 3.5.- (Formula de Riemann-Green)

Sea D un abierto de Jordan de R2. Si F = (P,Q) es un campo vectorial de clase

C' definido en un abierto U de R2? que contiene a D = D U 0D, entonces

P
F~dr:/ de+Qdy:// <%—a—)dwdy,
oD oD p\oz Oy

considerandose en 9D la orientaciéon inducida por D.

Corolario 3.6.- En las condiciones del teorema anterior, si ademas el campo F' =
(P,Q) es tal que
Q) oP
% (.CC ) y) - @
entonces el area de D resulta ser

m(D) = 8DF~dr:/aDde+Qdy.

(x,y) =1 paracada (z,y) € D,

§4 EJERCICIOS.

Longitud de curvas. Integracion de campos escalares.

1.- Calcular la longitud de las curvas dadas por:

x = acos?(t);
1.1.- {y:asen?)(t). t € [0,2n].
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1.4.- p=mb, 0¢€la,b],a>0,m>0.
1.5.- p=e? 6€]0,2n].
1.6.- y?> =4x — 2, entre los puntos (0,0) y (1,/3).

1.7.- 22 =2py, entre los puntos (0,0) y (2p,2p), siendo p > 0.

2.- Calcular la integral del campo escalar f(z,y) = = + % a lo largo de la curva

parametrizada por

(z(t),y(t)) = (3cos®(t),3sen®(t)), te€ [0,7].

Integracion de campos vectoriales a lo largo de curvas.

3.- Calcular la integral del campo F' a lo largo de la curva plana I' correspondiente

en los siguientes casos:
3.1.- F(z,y) = (y—=x,y); I esel segmento de extremos (0,0) y (1,2).
3.2.- F(z,y) = (ze¥,2%y); T se parametriza por ~(t) = (¢,3), t € [0,2].
3.3.- F(z,y) = (ze¥,2%y); T se parametriza por ~(t) = (3¢,¢?), t € [0,1].

3.4.- F(x,y) = (:c2 —2xy,y? — 2:cy); I' es la grafica de y = 22, recorrida
~1,

desde el punto (—1,1) hasta (1,1).

3.5.- F(z,y) = (:ch, :cyQ); I" es la circunferencia de ecuacién x? + y? = 4.
3.6.- F(z,y) = (2> + 3% 2* —y?); T esla curva de ecuaciéon y =1 —[1 — z,

recorrida desde el punto (0,0) hasta (2,0).

3.7- F(x,y) = (yxy,z*y?); T es el borde del tridgngulo de vértices (0,0), (1,1)
y (1,0), recorrido en sentido horario.

3.8.- F(z,y) = 2z(z+vy),2y(z+y)); I esla curva definida en polares por
p(f) =6,0<6 <7/

4.- Calcular la integral del campo F(x,y, z) a lo largo de la curva I" correspondiente

en los siguientes casos:

x = acos(t);
4.1.- F(z,y,z) = (0,0,2/(,2 2\ ); I'esla curva =asen(t); te|0,2m|.
(x° + y°) Y
z =1

Departamento de Andlisis Matemaéatico y Didéactica de la Matemética.



XII. INTEGRALES CURVILINEAS 239

4.2.- F(z,y,z) = (z,z,y); T esla curva interseccién de las superficies

P2yt =1 y r+z=1.

5.- Hallar todas las circunferencias del plano R? tales que la circulacién del campo

F(z,y) = (yQ, .902) a lo largo de dichas circunferencias sea nula.

Integracion de gradientes.

6.- Sea I' la curva en R? dada por y = 22, x € [-1,1]. Se considera el campo

F(z,y) = ("Y(1 + zy),z%e™) ,

1
/F~dr:e+—.
r e

7.- Calcular la circulacién del campo F'(z,y) = (:cQ, y2) a lo largo de la curva I' de

probar que

ecuacion implicita
2 2
x Y x
2t 2,=0
a b a

recorrida en sentido positivo.

8.- Probar que, si I' es una elipse, la circulacién del campo
F(z,y) = (ycos(x +y) —zysen(x + y),xcos(z +y) — xysen(x + y))

a lo largo de I' es nula.

9.- Calcular la integral del campo

a lo largo de la curva parametrizada por
v(t) = (sen®(t) + 1,2sen(t) cos(t))

entre los puntos (1,0) y (2,0).

Aplicaciones de la Férmula de Green.

10.- Hallar el area de las regiones limitadas por las curvas siguientes:

2(t) = acos3(t); :
10.1.- {y(t) — asen®(t), t € [0,27] (astroide).
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10.2.- p(f) = a(1+ cos(h)), 6 € [0, 27] (cardioide).
10.3- = + 2 = 1, (a,b>0) (elipse).

11.- Calcular la circulacién del campo F' a lo largo de la curva I' en los siguientes
casos:

11.1.- F(x,y) = (3x+y,2x —1); T esla circunferencia de ecuacién z? +y? = 4.

11.2.- F(z,y) = (e"cos(y),esen(y)); I es el borde del cuadrado de vértices
(0,0), (1,0), (1,1) y (0,1), recorrido en sentido horario.

11.3.- F(z,y) = 3z +y,2y —x); T eslaelipse 422 +1y% =4.

12.- Transformandola en una integral curvilinea, calcular la integral doble

//D(:c2 —y?)dzdy,

siendo D = {(x,y) e R? : 2 > 0,y > 0,2% + y* < r?}, con r > 0.

//D(w4 +y')dedy,

donde D = { (z,y) € R?: 22+ v 2 <1 }.

13.- Calcular

§5 SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS.

2 2
1.1-6a. 1.2 8. 13- Y2 TPy,
a

1.4.- %(ArgSh(b) — ArgSh(a) +bv/1+ b2 —ay/1 + a2). 1.5.- \/§<1 . e—%).

2
1.6- o 1.7 £(ArgSh(2) +2V5).
18
2.- —,
5
5 9¢ 3 14
d.- —. .2.- 2¢3. 3 = —— Ae- ——, 3.5.- 0.
3.1.- 3 e 3.3.- o~ 3 3 =
36- 2 sr- M 38 7T2+2 8
0.~ 3 ol o= 30 O 2 s .
272 T
4.1.- 22 4.2.-

2 NGh
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5.- La circulacion es nula si, y sélo si, la circunferencia tiene su centro en la bisectriz

del primer y tercer cuadrantes.
6.- Se tiene que F'(z,y) = V(xe®).
7.- Como I' es cerrada y F' conservativo, la integral es nula.
8.- Se tiene que F(x,y) = V(:cy cos(x + y))
9.- Teniendo en cuenta que F(z,y) = V(—y/x) en {(z,y) € R? : z > 0}, se deduce

que la integral es nula.

a7

3
10.1.- 10.2.- 247 10.3.- wab.

11.1.- 47. 11.2.- —2(e — 1)(1 — cos(1)). 11.3.- —4r.
12.- 0.

13.- %ab(a4 + bh).
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TEMA 13 INTEGRACION EN SUPERFICIES

La materia que se trata en este tema, al igual que la relativa a integrales curvilineas,
es el marco abstracto en el que se sitiian numerosos conceptos de la Fisica, relacionados
con modelos de diversa naturaleza, y donde el concepto de superficie aparece de forma
natural al describir un conjunto de puntos del espacio (por ejemplo, una esfera metélica
cargada eléctricamente), y también por idealizacién de otros conceptos (tal puede ser
el caso de la medicion del caudal de un rio, es decir, del agua que fluye a través de una

secci6én de su cauce por unidad de tiempo).

61 AREA DE UNA SUPERFICIE.

En adelante, al igual que se hizo en el caso de las curvas, se identificara con fre-
cuencia una superficie paramétrica simple y regular con su soporte, teniendo en cuenta

que dos parametrizaciones de este tipo de un mismo conjunto son siempre equivalentes.

Recordemos que si (D1, 1) ¥ (D2, 2) son parametrizaciones equivalentes de clase

C! y regulares de un mismo soporte S C R3, y si 8: D; — D, es el difeomorfismo tal

que
¥1 (uv v) = 302<9(u7 v)) = 302<S<u7 v)7t<u7 v)) ) (uv v) € Dy,
entonces
<%x%)(u,v) = 90(u,v) <%x%)(0(u,v)). (1)

Asi, el teorema del cambio de variable garantiza la consistencia de la siguiente definicién.

Definicién 1.1.- Sea (D, ) una parametrizacién de clase C' y regular de una

superficie S en R? . Se define el drea de S por

Al

i) La integral anterior tiene perfecto sentido como integral impropia ya que el

dudv.

Observaciones 1.2.-

integrando es una funcién continua y positiva; en el caso de que esta integral no sea

convergente se asignard al area el valor +oc.

ii) La definicién anterior es vélida inicamente para superficies elementales (dadas

por una sola parametrizacién), pero puede ser generalizada a entes més generales.
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§2 INTEGRACION DE CAMPOS VECTORIALES.

Recordemos que sobre una superficie regular en R3 es posible dar dos orientaciones
que corresponden, dada una parametrizacién (D, ¢) de S, a considerar el campo de

vectores normales unitarios

<8_go X 8—“0)(u,v)

_ _ ou ov
n =n(u,v) = <a—¢xa—¢)<u ;
ou =~ Ov ’

o su opuesto —n(u,v). Estos vectores unitarios son independientes de la parametriza-
cion, asi que se puede hablar sin ambigiiedad de los vectores normales unitarios, n(x)

y —n(x), en cada punto x del soporte de la superficie.

Definicién 2.1.- Sean S (el soporte de) una superficie regular y orientada en R3,
parametrizada por (D, ¢) (coherentemente con su orientacion), y F' = (Fy, Fy, F3) un
campo vectorial definido y continuo en un abierto U de R? que contiene a S. Se define

la integral de F' en S o el flujo de F' a través de S por

//D F(p(u,v) <g—j X %—f) (u,v) du dv,

en el caso de que esta integral sea convergente, y se representa por

/SF~nda 6) /SFldyAdz+F2dzAd:c+F3d:cAdy.

Observacion 2.2.- La integral que aparece en la definicion anterior tiene sentido
como integral impropia ya que el integrando es continuo. Ademds, a la vista de (1)
y por el teorema del cambio de variables, su caracter es independiente respecto de
parametrizaciones equivalentes, y en el caso de que converja su valor no cambia si se

respeta la orientaciéon. Ahora bien, se tiene la siguiente

Proposicién 2.3.- Sea S una superficie regular en R? y denotemos por ST y S~
a las dos superficies orientadas asociadas a S. Si F' es un campo vectorial definido y

continuo en un abierto U de R? que contiene a S, entonces

F~nda:—/ F-ndo.
S~ St

Propiedades 2.4.- Sean S una superficie regular orientada en R3 y F,G dos

campos vectoriales continuos en un abierto U de R? que contiene a S. Se verifica:

i) /(F+G)~nda:/F~nda+/G~nda.
S S S
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ii) SiceR, / (cF)~nda:c/ F-ndo.
s s
i) )/Sp.nda) < sup{|[F(@)|| : = € S*} A(S).
§3 SUPERFICIES CON BORDE. TEOREMA DE STOKES.

Consideremos una superficie regular M en R3, representada por la parametrizacion
(V,) (donde V es un abierto conexo de R?), y dotada de la orientacién dada en ella
por esta parametrizacion.

Si D es un abierto conexo y de Jordan en R% con D = DU D C V, la restriccién
de ¢ a D, que seguiremos denotando igual por comodidad, proporciona una nueva
superficie S representada paramétricamente por (D, ) y contenida en M; ademas, la
orientacion fijada en M se traslada a S de forma inmediata (el vector normal unitario

considerado es el mismo). Si el borde de D se escribe
oD=T1UlU...UT,,,
siendo cada I'; una curva cerrada, simple y de clase C! a trozos, su imagen
¢(0D) = p(I'1)UpI2)U...Up(n),

es la unién de m curvas del mismo tipo en R?, concretamente, si v; : [a;,b;] — V es
una parametrizacion de I';, j = 1,2, ..., m, que da la orientacién inducida en I'; por D,

entonces ¢ o ~; : [a;,b;] — R3 proporciona una parametrizacién de ¢(T';).

S /

<

Definicion 3.1.- En las condiciones anteriores se dice que S es una superficie
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orientada (elemental) con borde. El conjunto ¢(0D) se denomina borde de S y se
denota por 0S. Por tltimo, la orientaciéon dada en cada una de las curvas ¢(I';) por

([a;,bj], ¢ 0~;) se denomina orientacion inducida en el borde por la orientacién de S.

Observacion 3.2.- El concepto de borde tiene un significado similar al dado para
abiertos de Jordan en el plano: el borde de S es lo que separa a S U 05 de su comple-
mentario en M, esto es, su frontera en la superficie M.

La orientacién inducida por S en su borde corresponde a la familiar regla del saca-
corchos, es decir, sobre los puntos de 9S (que son puntos regulares de M) el producto
vectorial de la “normal exterior” con el vector tangente asociado a esta orientacién es
un vector en la misma direccién y sentido que el vector normal unitario a M en estos

puntos para la orientacién original.

Observacion 3.3.- Aunque la definiciéon anterior se ha dado en términos de una
parametrizacion fija, el borde de una superficie es un concepto geométrico que no de-

pende de parametrizaciones de dicha superficie. Por ejemplo, si el hemisferio
S={(z,y,2) eR®: 2 + > + 22 =1, 2> 0}

se parametriza por la aplicacion

(:c,y)»—>(:c,y,\/1—:c2—y2), (x,y) € D=B(0,1),

esta parametrizacién no puede ser extendida de forma diferenciable a un abierto més
grande que D; sin embargo, S es una superficie con borde cuyo borde 9S es el ecuador,

es decir, la circunferencia
C={(z,y,2) eR®: 2> +¢y* =1, 2 =0}

(imaginese que S es el cuenco de una copa, su borde es lo que estd en contacto con la

mesa al colocarla boca abajo).

Teorema 3.4.- (Teorema de Stokes para superficies elementales).

Sea S una superficie elemental con borde. Si F es un campo vectorial de clase C*

definido en un abierto U de R? que contiene a S U 95, entonces

/rotF~nda:/ F-dr,
S oS

cuando en 0§ se considera la orientacion inducida por la de S.
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Observaciones 3.5.-

i) En la igualdad anterior, que se conoce con el nombre de férmula de Stokes o
del rotacional, el término de la derecha se entiende como la suma de las circulaciones a
lo largo de cada una de las curvas que componen el borde de S, y que se calculan como
integrales de Riemann ordinarias (usando cualquier parametrizacion equivalente de ellas,
no necesariamente ¢ o «y; ), por ser el campo F' continuo y dichas curvas compactas.

El término de la izquierda, si se calcula segin la parametrizacién (D, ¢) mediante
la cual hemos definido la superficie con borde, resulta ser una integral de Riemann de
una funcién continua en el compacto medible D C R2, por tanto, la integral impropia
relativa a cualquier otra parametrizacién equivalente de S ha de ser convergente y con

el mismo valor, en virtud del teorema del cambio de variables.

ii) Cuando se considera una superficie contenida en el plano {z = 0} dada por
p(x,y) = (z,9,0), (x,y) € D, y un campo plano F = (P,Q,0), la férmula de Stokes

no es otra cosa que la formula de Green.

La siguiente definicion permite generalizar la férmula de Stokes a otros objetos mas

complicados.

Definicion 3.6.- Sean S; y S3 dos superficies elementales, regulares y con borde,
dadas, segin 3.1, por las parametrizaciones (D1, 1) y (D2, ¢2), respectivamente, y con

soportes disjuntos, es decir, tales que
p1(D1) Nep2(D2) = 0.

Supongamos ademés que 051 N Sz es unién finita (posiblemente vacia) de curvas de

clase C! a trozos y que el conjunto

C =051 U059 \ (851 N 852)

es unién finita de curvas de clase C' a trozos. En estas condiciones, se dice que
S =¢1(D1) Upz(D2) \ C

es la superficie suma de las superficies S1 y S2, 0 que es la cadena compuesta por las
superficies S7 y Se, y se la denota por S = 51+ 52 6 S = 51 W .Se. También se dice que
C es el borde de S, denotado por C' = 95S.

De forma similar se define recurrentemente la suma o cadena de k superficies ele-

mentales con borde S; WSy W ... W .S,

Definicion 3.7.- Sea S = S; W Sy W--- W .S, la superficie suma de k superficies
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elementales con borde, considerando en cada una de ellas una de las dos orientaciones
posibles. Si para cada par de indices 1 <i,j < k, con i # j y tales que 95; N 9S; # O,
se tiene que las orientaciones inducidas en 9S; N 9S; por S; y S; son opuestas una de
la otra, se dice que S es orientable, y la orientacién resultante en 95, el borde de la

cadena S, se denomina orientacion inducida por S.

Para ilustrar el significado de las dos definiciones anteriores desarrollaremos un par

de ejemplos.

Ejemplos 3.8.-
3.8.1.- Denotemos por S; y S2 a los dos hemisferios de la esfera unidad
S ={(x,y,2) eR®: 2% + 9% + 22 =1},

dados por S1 = SN {(z,y,2) €R3>:2 >0} y S2=8SNn{(z,y,2) € R®: 2 < 0}.
Resulta que S1NS2 =0 y 051 = 052 (ver 3.3), asi que

951U 0S5\ (051 N0Ss) = 0,

resultando que S; W .Sy =S5. Si S; y 52 se orientan segtin los vectores normales nq y
N, respectivamente, dados ambos por

n(x) =n(z,y,z2) = (z,y,2), xeS 6 xeSy,
la orientacién que induce S7 en su borde, I'1, es la que corresponde a recorrer la circun-
ferencia {(z,y,2) € R? : 22 +y? =1, 2 = 0} en sentido antihorario, y la que induce S,

en el suyo, I'9, es la opuesta (véase la grafica siguiente).

Hemos obtenido asi S como suma de superficies elementales que resulta ser una cadena
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orientable sin borde; a este tipo de cadenas se las denomina cerradas y, de una manera

puramente coloquial, podemos decir que son frontera de abiertos de R3.

3.8.2.- Consideremos las superficies S; y S2 dadas por
Sy ={(z,y,2) eER*: 2?2 +¢y* =1, 0< 2 < 1},
So ={(z,y,2) ER3: 2% +9y* <1, 2 =0}
(una porcién de cilindro y un disco abierto en el plano {z = 0}). Resulta evidente que
S1 NSy = O; el borde de S; es la unién de dos circunferencias I'y y 'y, de radio 1
y situadas en los planos {z = 0} y {z = 1}, respectivamente, y el borde de Sy es

Lo ={(z,y,2) € R3: 2% +y? =1, 2= 0}. Entonces
051 U 0S5y \ (851 N 852) =I.

La suma S = S + S2 es una cadena de superficies cuyo aspecto es el de un vaso;
si Sy se orienta segin el vector normal ni(z,y,z) = (x,y,0) y Sy segin el vector
normal nq(x,y,z) = (0,0, —1), entonces, la orientacién que induce S; en I'y es la que
corresponde a recorrer esta circunferencia en sentido antihorario, y la que induce S3 es
la opuesta, resultando que S es orientable, y que la orientacién inducida en su borde

0S =T'7 es la que se obtiene al recorrer esta circunferencia en sentido horario.

Definicion 3.9.- Sean S = 57+ S+ - - - + Sk una cadena orientable de superficies
y F un campo vectorial definido en un abierto U de R? que contiene a S. Se define la

integral de F en S o el flujo de F' a través de S por

k
F-ndo= / F-n.do,
/S ; s,

donde paracada j = 1,2,...,k, n; es el vector normal unitario asociado a la orientacién

correspondiente en cada S;.

Teorema 3.10.- (Teorema de Stokes).

Sean S una cadena orientable de superficies y F un campo vectorial de clase C!

definido en un abierto U de R3 que contiene a S. Entonces
/ rot F-ndo = / F-dr,
S oS
cuando en 0S, el borde de S, se considera la orientacion inducida por S.

Corolario 3.11.- En las condiciones del teorema anterior, si S es una superficie

cerrada (es decir, 9S = )), entonces

/ rot F-ndo=0.
S
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§4 ABIERTOS CON FRONTERA REGULAR A TROZOS.
TEOREMA DE LA DIVERGENCIA.

Definicién 4.1.- Sea V un subconjunto abierto de R3. Se dice que su frontera es
reqular a trozos si el conjunto Fr(V') es el soporte de una cadena orientable de superficies.

En estas condiciones Fr(V') se denomina también borde de V' y se denota por dV'.

Sobre la frontera de un abierto V' del tipo anterior se puede establecer una ori-

entacién de forma natural relativa al conjunto V', en base al siguiente resultado.

Lema 4.2.- Sean V un abierto de R3 con frontera regular a trozos y o un punto
de la frontera de V que es regular para la superficie a la que pertenece. Sean m; y
ny = —ny los dos vectores unitarios normales a OV en el punto xg. Entonces, uno sélo

de estos dos vectores, que denotaremos por n., verifica la siguiente propiedad:
“Existe un ntmero real € > 0 tal que para cada A € (0,¢) se tiene que
xo+An. ¢ V.

Definicion 4.3.- En las condiciones del lema anterior, al vector n. que verifica
dicha propiedad se le denomina normal exterior a V en el punto xg. La orientacion
natural o inducida en OV por V es la que corresponde a este vector normal en cada uno

de los puntos regulares.

Observacion 4.4.- No es dificil probar que, en esta situaciéon, la cadena de super-
ficies OV es orientable y sin borde (los bordes de las superfices que constituyen dicha

cadena se orientan en sentidos opuestos respecto de superficies adyacentes).

Teorema 4.5.- (Teorema de la divergencia o de Gauss-Ostrogradsky)

Sean V un abierto acotado de R? con frontera regular a trozos y F un campo

vectorial de clase C! definido en un abierto U de R3 que contiene a V, entonces

/// div F' d:cdydz:/ F-ndo,
V ov

cuando en QV se considera la orientacién dada por la normal exterior.

5 EJERCICIOS.

Area de una superficie.

1.- Hallar el area de las siguientes superficies:

1.1.- Una esfera de radio r.
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1.2.- La imagen de ¢ (u,v) = (ucos(v),usen(v),u?), u € (0,4), v € (0,2m).
1.3.- La superficie dada por 22 =2zy,0<2<2,0<y<1,2z>0.

1.4.- El toro de radios a y b (0 < b < a).
Indicacion: La aplicacién
p(u,v) = <(a + beos(u)) cos(v), (a + beos(u)) sen(v), bsen(u)) . u,v e (0,2m),
parametriza el toro excepto dos circunferencias.

1.5.- La regién del plano =+ y + z = a interior al cilindro 22 + y? = a?.

2.- Sea f:]a,b] — R una funcién positiva y de clase C1. Se considera la superficie
de revolucion generada al girar la grafica de la funcion f alrededor del eje OX. Probar

que el area de esta superficie viene dada por

b
27T/ f@) VIt f (@2 de.

Flujo de un campo a través de una superficie.

3.- Calcular el flujo del campo F(z,y,2) = (z,y,—2z) a través de la porcién
del cilindro 22 + y? = 1 comprendido entre los planos z = 1 y z = 2, dotado de la

orientacién dada por la normal n(x,y, z) = (z,y,0).

4.- Sea S={(u+tv,u®+v2u—v)eR*: -1 <u<1,-1<wv<1}. Calcular el
flujo de F(z,y,z) = (0,0,2) a través de S cuando en ésta se considera la orientacién
dada por la normal que tiene la segunda componente positiva.

5.- Se considera el casquete esférico S dado por

:c2+y2+22 =2, z>1,
con la orientacién de la normal exterior a la esfera. Calcular

1,0,1)- ndo.
[S< )

6.- Sea S la semiesfera x? +y? + 22 =1, z > 0. Calcular

z,y,0)- ndo,
[ (@0.0)

donde n es el vector normal exterior a la esfera, parametrizando de dos formas diferentes.
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7.- Sea S el tridngulo de vértices (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1), y sea n la normal a S

cuya tercera componente es negativa. Calcular

x,Y, %) ndo.
J(n2)

8.- Sea S la superficie de revolucion generada al girar la grafica de la funcién
f:(a,b) — R (f positiva y de clase C!) alrededor del eje OX. Sea F(x,y,2) = (z,v, 2)

y n la normal exterior. Expresar como una integral doble

/ F-ndo.
S

Aplicaciones de los teoremas de Stokes y de la Divergencia.

9.- Comprobar la férmula de Stokes para el campo F(z,y, z) = (2,0,0) y la curva

parametrizada por la aplicacién
v(t) = (cos(t), sen(t), cos(t)sen(t)), te [0,2n],
observada como borde de la superficie dada por
z=xy; x*+y><1.
10.- Calcular, mediante dos procedimientos distintos, la circulacion del campo
F(z,y,2z) = (y,z,z) alolargo del borde de la superficie dada por

z:l—:cQ—yQ, z > —3.

11.- Calcular la circulacién del campo F(z,y,z) = (—yS,wS, —23) a lo largo de

la curva interseccién del cilindro 22 +y? =1 yel plano =z +y+ 2z = 1.

12.- Calcular la circulacién del campo F(z,y,2) = (y + 2,2+ x,x +y) alo largo
de la curva I' dada por

oty =2y y=2

13.- Se considera la integral de superficie

I:/S(:c(zQ—yQ),y(:cQ—zQ),z(yQ—:cQ))~nda,

donde n es el vector unitario normal a S, que es una superficie orientada limitada por

una curva cerrada I'. Transformar I en una integral curvilinea.

i) Calcular I cuando S es la semiesfera 22 + 4% + (2 — R)> = R%, 2 > R (R > 0).
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ii) Utilizando el teorema de la divergencia, calcular I en la semiesfera inferior.

14.- Se consideran el campo vectorial F'(z,y,z) = (:cQ, r — 2xy, O), y la superficie
rectangular S que resulta de la interseccién del plano 2y + 2z — 6 = 0 y el cubo
[0, 4] x[0,4] x[0,4].

i) Calcular / F-ndo, donde n es el vector normal a S cuya tercera coordenada
S

es positiva.

ii) Demostrar que el campo F' es solenoidal y encontrar un campo vectorial G tal
que F =rot(G).

iii) Si I es el borde de la superficie S, dotada de la orientacién que induce la normal

n, calcular /F G- dr.

15.- Sea S la esfera de centro 0 y radio r > 0, orientada segin la normal exterior.

i) Calcular /S(z,w,y)~nda.
ii) Calcular /S(:c2,0,0)~nda.

16.- Sea S la superficie cerrada formada por el plano z = 0, los cuatro planos
verticales que cortan en este plano el cuadrado inscrito en la circunferencia unidad de
lados paralelos a los ejes, y el casquete superior de la esfera unidad. Hallar la integral

del campo F'(z,y,z) = (y, —:c,zQ) extendida a S.

17.- Calcular el flujo de los siguientes campos a través de las superficies que se

indican, directamente y utilizando el teorema de la divergencia:
17.1.- F(z,y,z) = (2%,y% 2%) a través de la frontera del cubo unidad.

17.2.- F(z,y,2) = (xz,y2,1) a través de la superficie dada por
:c2+y2+22 =25, z<3.
17.3.- F(z,y,2z) = (v 2,y 2,0) a través de la superficie que limita al sélido

{(z,y,2) €ER® 1 2? + 92 + 22 <4, 2% +4* > 1}.
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§6 SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS.

1.1.- 472, 1.2.- %(\/653 ~1). 13-4, 1.4 4r%ab.  1.5.- \3ra?.

2.- Una parametrizacién de la superficie es ¢: (a, b) x (0,27) dada por

p(x,0) = (z, f(x) cos(0), f(x) sen(0)).

- 27 4 - Bem 6 X w2
3.~ 2m 3 T 3 2

8.- Con la parametrizacion dada en el problema 2, resulta

B //(a,b)x(o,zﬂ) <$f(:c)f’ (z) = <f<$))2) dx d.

9.- 0. 10.- —4m. 11.- Aplicando el teorema de Stokes, ——
12.- Aplicando el teorema de Stokes, 0.

13.-/Fnda:/rothda:/Gdr, donde, por ejemplo,
s s r

L 3

1
G(z,y,2) = (2%yz — 32 ,xy’z — §$23,0).

i) 0; ii) Aplicando el teorema de la divergencia para el calculo del flujo a través

de la esfera completa, se deduce que también esta integral es nula.
1
14.- i) —96; ii) G(z,y,2) = (0,0, 2%y — 5:62); iii) Usar el teorema de Stokes.
15.- Por el teorema de la divergencia, ambas integrales son nulas.

16.- Con el teorema de la divergencia, —

17.1.- 3. 17.2.- —144m. 17.3.- 0.
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