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Capitulo 1

Complementos de calculo integral

A pesar de que la integral de Riemann (en sentido propio o generalizado) permite resolver la mayoria
de los problemas que plantea la Fisica Matemdtica, cuando se abordan situaciones tedricas més delicadas,
las limitaciones que emanan de la propia construccién de esta integral constituyen un obstaculo. Estas
deficiencias son solventadas por la teoria de la integral de Lebesgue, que permite establecer de una forma
simple y elegante todos los resultados que son objeto de este capitulo, considerando una clase mas amplia
de funciones.

No se pretende aqui desarrollar con rigor la teoria de Lebesgue, lo que involucraria una excesiva carga
tedrica, sino los recursos que de ella emanan, traducidos al contexto de la integral de Riemann.

Comenzamos presentando de forma somera los rudimentos de la integracion en el sentido de Lebesgue
(Gnicamente para que el lector esté informado de su existencia). A continuacién se trata la teoria de
integrales dependientes de pardmetros y algunas de sus aplicaciones, como el estudio de las funciones
eulerianas. Finalmente se trata el problema de la convolucién y algunas consecuencias interesantes.

1.1. Introduccion. Ampliaciéon del concepto de integral

A modo de motivacién examinemos un par de ejemplos muy sencillos, pero que ilustrardn muy bien
los problemas a que nos enfrentamos, relacionados con el paso al limite en la integracién.
Ejemplos 1.1.

1) Consideremos para cada n € N la funcién f,, definida en el intervalo [0,1] por
1 siz=k/or,k=0,1,...,10™;
o) = { /10
0 en otro caso.

Puesto que cada f, es nula salvo para una cantidad finita de puntos, estas funciones resultan ser
integrables en el sentido de Riemann, con integral nula.

Es fécil comprobar también que f,(z) < f,11(z) para cada = € [0,1] y cada n € N; ndtese que

fn(x) = 1 si, y sélo si, el ndmero z tiene una expresién decimal con n digitos o menos en su parte

fraccionaria. Puesto que la sucesién es creciente, para cada x € [0, 1] existe f(z) = lim f,(x); esta
n—oo

funcién toma el valor 1 en los ntimeros decimales (los que tienen una expresién decimal finita) y 0
en el resto. La funcién limite f resulta no ser integrable (todas las sumas inferiores de Darboux son
0 y todas las superiores son 1).

11) Sea ahora para cada natural n > 2 la funcién continua g,: [0, 1] — R definida a trozos por

1 1 1
(o) ane ]
n-\x on S1% o’ n

gn(e) = 4n2(i *x) size Pvi} ;
2n n’ 2n
0 en el resto.

La continuidad de estas funciones garantiza su integrabilidad, ademéas todas ellas tienen integral
1

igual a 1 (el drea de un tridngulo de base — y altura g, (1/,) = 2n).
n

Obviamente g, (0) = 0 para cada n > 2 y, puesto que para cada z € (0, 1] existe un m € N tal que
3/om < x, se tiene que g(z) = lim g,(x) = 0 para cada x € [0,1]. En este caso la funcién limite es
n—oo

integrable, pero

1 1 1
/ lim gn(x)daz:/ 0dr=0#1= lim gn(z) dz.
0 0

n—oo n—00 0
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El estudio de condiciones apropiadas para que, a diferencia de lo que ocurre con el ejemplo 1.1.11, se
verifique la igualdad entre el limite de las integrales y la integral del limite, asi como de sus aplicaciones,
es el objetivo de la siguiente seccién.

En cuanto a lo que sucede en el ejemplo 1.1.1, resulta que la clase de funciones integrables Riemann
no es “completa” en cierto sentido que no especificaremos con detalle, pero que quedard de manifiesto
en lo que se expone a continuacién.

Recordemos que una funcién acotada en un intervalo I (en general, de R?) se dice escalonada si existe
una particién {I : 1 < k < m} de I tal que f es constante en el interior de cada subintervalo I}. Si uno
piensa en cémo se definen las sumas de Darboux es facil intuir el significado del siguiente teorema.

Teorema 1.2 (Caracterizacién de funciones integrables Riemann). Una funcién f, definida y acotada
en un intervalo compacto I de RP, es integrable en el sentido de Riemann si, y sélo si, existe una sucesién
de funciones escalonadas {s,}52; que converge uniformemente hacia f en I. En este caso

/f(a:) der = lim [ s,(z)dx.
I n—oo I

Otra caracterizacién de la integrabilidad, aunque en este caso no proporciona una idea del valor de
la integral, es la siguiente:

Teorema 1.3 (Criterio de Lebesgue de Riemann-integrabilidad). Sea f una funcién definida y acotada
en un intervalo compacto I de RP. Es condicién necesaria y suficiente para que f sea integrable en el
sentido de Riemann en I que el conjunto de puntos de discontinuidad de f sea de medida nula.

En anadidura a lo anterior, recordemos también que, a efectos de integracién, podemos ignorar lo
que sucede en subconjuntos compactos de medida nula (para compactos se dice también de contenido
de Jordan nulo). Tipicamente se manejan en la préactica funciones que son continuas salvo en curvas,
superficies, etc. La idea de Lebesgue consiste en extender esta propiedad a conjuntos de medida nula ar-
bitraria (no necesariamente cerrados). A continuacién describimos someramente el método de integracién
de Lebesgue.

En primer lugar se tratan las funciones de manera general (acotadas o no) definidas en todo RP,
extendiendo por 0 su valor a los puntos fuera de su dominio. Esto ya supone una ventaja al no tener que
distinguir entre la integracion propia o impropia. Para significar el desprecio de los conjuntos de medida
nula se utiliza la locucién “casi siempre”.

Notacién: Se dice que una propiedad, enunciada para los puntos de un subconjunto A de RP se verifica
cast siempre en A, abreviado “c.s.”, si los puntos que no la verifican conforman un conjunto de medida
nula.

Son locuciones sinénimas casi sequro, casi por doquier, en casi todo punto. La abreviatura “a.e.”
(de almost everywhere) es la traduccién al inglés, mientras que “p.p.t.” (de presque par tout) es el
correspondiente en francés.

Definicién 1.4. Sea f una funcion real definida en RP. Se dice que f es medible si existe una sucesién
{80152, de funciones escalonadas en R? (cada una de ellas nula fuera de un cierto compacto) que converge
puntualmente hacia f en casi todo punto de RP.

Observacién 1.5. Resulta que las funciones que se manejan habitualmente en la Ciencia y la Técnica:
continuas, continuas a trozos, etc., son todas medibles. De hecho hay que recurrir a construcciones un

tanto “extravagantes” para dar ejemplos de funciones no medibles.

Lema 1.6. Si f es una funcién medible y no negativa en RP, entonces existe una sucesién creciente
{8n}52; de funciones escalonadas no negativas que converge hacia f casi siempre. Esto es,

0<si(x) <so(x) <...<s,(x) — f(x) para casitodo x € RP.

Observacién 1.7. Para una funcién escalonada s, escrita segin una particién {I; : 1 < j < n} como

s(x) = Z a;jXr,(x)
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(es decir, s(x) = a; en el interior de I;), la integral se define exactamente igual que en el sentido de

Riemann: .
/8 = a;my(L),
j=1

donde m, es la medida p-dimensional de los intervalos. Por supuesto, las propiedades de monotonia
y linealidad (ndtese que la suma de dos escalonadas es escalonada) se siguen verificando para estas
integrales, lo que nos permite definir la integral de una funcién arbitraria.

Definicién 1.8 (Integral de Lebesgue: caso de funciones positivas). Sea f una funcién medible y no
negativa, y {s,}52; una sucesién de funciones escalonadas no negativas que crece hacia f en casi todo
punto (que existe en virtud del lema 1.6). Se define la integral (en el sentido de Lebesgue) de f como el

limite
lim sn:sup{/sn:neN},
n—oo

. .2 oo . , . P
que existe por ser la sucesién { f S"}n—l creciente de niimeros reales no negativos. Este limite puede ser
finito o infinito (pero es independiente de la eleccién de la sucesién {s,}52 ) v se denota por

f=lm [ s,.
n—oo

Si el limite es finito se dice que f es integrable.

Para integrar funciones de signo arbitrario basta recurrir a la descomposicion
f=ft—f; donde f* =max{f,0} y [~ =max{—f,0}.
Estas funciones no negativas f* y f~ también permiten escribir |f| = f+ + f~.

Definicién 1.9 (Integral de Lebesgue: caso de funciones reales). Se dice que una funcién f medible en
R? es integrable si lo son f* y f~. En este caso la integral (en el sentido de Lebesgue) de f es el ntimero

real /f:/ﬁ_/f_'

Definicién 1.10 (Integral de Lebesgue: caso de funciones complejas). Se dice que una funcién f compleja
y medible en R? es integrable si lo son Re(f) e Im(f). En este caso la integral (en el sentido de Lebesgue)

de f es el nimero complejo
/f:/Re(f)Jri/Im(f).

1) De las definiciones anteriores se deducen facilmente las propiedades generales de la integral: linea-
lidad, monotonia, aditividad respecto a subconjutos, etc. Ademads resulta evidente que una funcién
medible es integrable si, y sélo si, lo es su valor absoluto y sigue siendo vélido el criterio de compa-
racién.

Observaciones 1.11.

1) Sicomparamos el teorema 1.2 y las definiciones 1.8, 1.9 y 1.10, queda de manifiesto que la integral de
Lebesgue es realmente una generalizacién de la integral de Riemann (la condicién de convergencia
uniforme se relaja por la mera convergencia puntual c.s.). Esta generalizacién es estricta, es decir,
existen funciones integrables en el sentido de Lebesgue que no lo son en el de Riemann. La funcién
f del ejemplo 1.1.1 ilustra esta situacién: mientras que f no es integrable Riemann (no es continua
en ningin punto), en cambio es igual c.s. a la funcién idénticamente nula, y resulta que funciones
iguales c.s. tienen el mismo caracter respecto a la integrabilidad de Lebesgue.

1) Los recursos de cdlculo en la integral de Riemann, como la integracién iterada, cambio de variables,
etc., son igualmente validos para la integral de Lebesgue; de hecho, los teoremas de Fubini y de
Tonelli adquieren en este contexto una apariencia mas simple pues basta que las condiciones se
verifiquen c.s. y no es necesario tratar integrales superiores o inferiores.

1v) Por tltimo, mencionemos que en la propia construccién de la integral de Lebesgue estd el germen de
los teoremas de convergencia bajo el signo integral, que son objeto de la siguiente seccién, aunque
como mencionadbamos en la introduccién, traducidos al contexto de la integral de Riemann.
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1.2. Integrales paramétricas

Esta seccion se dedica al establecimiento de los resultados fundamentales relativos a las denominadas
integrales dependientes de pardmetros o integrales paramétricas, que se definen como la integral de una
cierta funcién de varias variables respecto de un grupo de ellas, jugando las otras variables el papel de
parametros. Como veremos, la regularidad de la funcién integrando, junto con ciertas condiciones de
acotacién, garantizan la regularidad de la funcién integral.

En lo que sigue se consideraran subconjuntos E de R? compactos y medibles o abiertos, en los que
tenga sentido la integral de las funciones correspondientes, bien en el sentido de Riemann, bien en el
sentido impropio.

Teorema 1.12 (de la convergencia mondtona). Sean F un subconjunto de R? y {f,}>° ; una sucesién
de funciones no negativas e integrables en E. Se supone que:

.z 4. oo , . .
1) Para cada y € E la sucesién numérica { fn(y)} es mondtona creciente, es decir,

n=1
0Sf1§f2§§fn§fn+l§
11) Para cada y € E es finito el limite f(y) = lim f,(y) (que existe por la monotonia de la sucesién),
n—oo
y tiene sentido la integral en E de la funcién limite f.

Entonces

[ fway = lin [ f.w)ay.
E E

Teorema 1.13 (de la convergencia dominada). Sean E un subconjunto de R? y {f,}52; una sucesién
de funciones integrables en E. Se supone que:
1) Para cada y € F existe el limite lim f,(y) = f(y) € R, y tiene sentido la integral en F de la
funcién limite f. o
11) Existe una funcién g integrable en F tal que

|fa()] < g(y) para todo y € E'y todo n € N.

Entonces f es integrable en E, se verifica que lfm [, |f(y) — fa(y)| dy = 0, y en consecuencia,

/ fy)dy = lim | fuly)dy.
E E

n—oo

Observacién 1.14. Como siempre, lo que suceda en conjuntos de medida nula es irrelevante, y los
dos teoremas anteriores se pueden reformular relajando las hipdtesis, permitiendo que las condiciones
impuestas a {f,}52; no se verifiquen en un subconjunto de E de medida nula.

A partir de los teoremas precedentes se deducen los siguientes resultados sobre continuidad y deri-
vabilidad de integrales paramétricas.

Teorema 1.15 (de continuidad bajo el signo integral). Sean A un subconjunto de R, E un subconjunto
de R?, y F(x,y) una funcién real definida en A x E C R™*P. Sea xy un punto de A, y supongamos que:

1) Para cada « € A la funcién Fy, definida por Fp(y) = F(x,y), es integrable en E.
11) Para cada y € E la funcién F, definida por Fy(x) = F(x,y), es continua en x.

1) Existen un entorno V' de xg y una funcién integrable g : E — R tales que

|F(x,y)| < g(y) paratodox € VNAytodoye€ E.
Entonces la funcién f, definida de A en R por
fe) = [ Fa.y)dy.
E
es continua en xg.

El teorema anterior, de cardcter local, admite una versién global si la acotaciéon expresada en la
tercera de las hipotesis es valida para todo @ € A. En concreto:
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Corolario 1.16. Sean A un subconjunto de R™, E un subconjunto de RP, y F(x,y) una funcién real
definida en A x E C R™P, Supongamos que:

1) Para cada @ € A la funcién Fy, definida por F(y) = F(x,y), es integrable en E.
11) Para cada y € F la funcién F, definida por Fy(a) = F(x,y), es continua en A.

1) Existe una funcién integrable g : E — R tal que

|F(xz,y)| < g(y) para todo x € Ay todo y € E.

Entonces la funcién f, definida de A en R por f(x f 5 F(x,y) dy, es continua en A.

Teorema 1.17 (de derivacién bajo el signo integral). Sean A un abierto de R™, E un subconjunto de
RP, v F una funcién real definida en A x E C R™"P. Supongamos que:

1) Para cada « € A la funcién Fy, definida por F(y) = F(«x,y), es integrable en E.
11) Para cada y € E la funcién Fy, definida por Fy(x) = F(«x,y), admite derivada parcial continua

respecto de z; en A.

F
11) La funcién y — ——(x, y) es localmente integrable en F y existe una funcién g; integrable en E tal

6.13]‘
que
OF
|D;Fy(x)| = ‘a—(x,y)‘ <gjly) paratodox € Aytodoy€FE.
Ly
Entonces la funcién f, definidaen A por f(z) = [, F i F(z,y) dy, admite derivada parcial continua respecto

de z; en A, y se tiene que

D,f(x = 5. / (z,y)dy = /8 (z,y) dy, rzeA.

Corolario 1.18. Si en el teorema anterior las condiciones ii) y iii) se verifican para cada indice j =

1,2,...,m, entonces f es de clase €' en A y se tiene que
af oF
d i =1,2,...,m.
o= [ Sy, j=12.m

Observacion 1.19. El teorema de derivacion puede ser aplicado a las derivadas sucesivas cuando la
funcién F(x,y) es suficientemente regular y asi, por ejemplo, si se verifican las condiciones pertinentes,

5k1+k2+...+kmf okrtket.tkm
x) = x,y)dy
dxtroak | oxkr ) g 0z oxk2 | ok (.9)

1.2.1. Integrales eulerianas

Las denominadas funciones eulerianas Gamma (I') y Beta (B) estdn definidas por integrales para-
métricas, y al igual que las trigonométricas, de Bessel, integrales elipticas, etc., son trascendentes (no
algebraicas), pero estdn perfectamente tabuladas, y resultan de gran utilidad en el estudio de numerosos
problemas.

Definicién 1.20 (Funcién Gamma). Para cada t € (0,00) se define

() = / e a1 da.
0

Propiedades 1.21.

1) I'(t) esta definida y es positiva para todo ¢ > 0.
) es de clase C* en (0,00) y ademds, para cadan € N, T (t) = fooo e Tz~ (log(z))" du.
)=(t—1)I'(t — 1) para todo ¢t > 1.

I'(t

r(t
) I'(1) =1, T'(n) = (n— 1), n > 2 (ver figura 1.1).

v) I(

1)
111)
)

ljg) =7,y I‘(n—i— %) = 2(22:2:' vr, neN.
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vi) lim I'(t) = 400y , 11'21 I'(t) = +o0; més an,
— T 00

t—0+
rit+1
lim e+l =1. (Férmula de Stirling)
t—+oo e—tt\ /It
De esta relacién se deduce que
r ! 1-3---2m—-1 1
o Lty et 18 @) 21
m—oo maI'(m) m—oco  m!mpP m—oo  2-4-.-2m VT

1 -1 m—
vit) Férmula de Gauss: m™" T'(n) F(n + E) F(n + mT) = @2m) ™ V2 /m T(mn).

1
Como caso particular, para m = 2 se obtiene que I'(n) F(n + 7> VT '(2n).

2) = 92n-1
24
6
2
1 ,,,,,,
1 2 3 4 5

Figura 1.1: La funcién T interpola al factorial.

Definicién 1.22 (Funcién Beta). Para cada (u,v) € (0,00) X (0,00) se define
1
B(u,v) = / 21— x)' L da.
0
Propiedades 1.23.
1) B(u,v) estd bien definida para todo (u,v) € (0,00) x (0, 00).

11) La funcién B es de clase € en (0,00) X (0,00), y para todos n, m € N se tiene que

DB )= [ (loaa)" (1081~ )" (1~ )

Bunggm (L) = ; og(x og x)) x T z.
1) B(u,v) = B(v,u) para todo (u,v) € (0,00) x (0, 00).

: _ P T(v)
1v) Para cada (u,v) € (0,00) x (0,00) se tiene que B(u,v) = Tato)
V) Férmula de los complementos: Para cada 6 € (0,1) se verifica que B(6,1 — ) = ﬁ , es decir,
™
™
r'o)yra—ae) = .
(6)1(1—6) sen(0m)

1
v1) Formula de duplicacion: B(m,m) = Fom=1 B(m,1/9).
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La tabla 1.1 muestra los valores de la funcién Gamma en el intervalo (0, 1], comenzando en el punto
0,005 y con incrementos sucesivos de 5 milésimas. La entrada de cada fila y columna representa I'(z),
siendo x el nimero que resulta de sumar los valores de las respectivas etiquetas.

Para valores de « mayores que 1 basta recordar que I'(xz 4+ 1) = 2 T'(z). Por ejemplo, aplicando esta
férmula el nimero de veces necesario y utilizando finalmente la tabla 1.1, se tiene que

[(3,495) = 2,495.T(2,495) = 2,495 - 1,495 - T'(1,495) = 2,495 - 1,495 - 0,495 - I'(0,495)
= 2,495 1,495 - 0,495 - T'(0,475 + 0,020) = 2,495 - 1,495 - 0,495 - 1,790051752 = 3,305084204
+ 0,005 + 0,010 + 0,015 + 0,020 + 0,025
0 109,4277071  99,43258512  66,10408592  49,44221016  39,44695853
0,025 32,78499835  28,02775887  24,46095502  21,68776204  19,47008531
0,05 17,65641030  16,14572749  14,86810742  13,77360061  12,82557759
0,075 11,09656638  11,26555914  10,61621654  10,03563919  9,513507705
0,1 9,041468360  8,612686400  8,221515782  7,863251547  7,533941601
0,125 7,230241921  6,949303967  6,688686183  6,446283836  6,220272874
0,15 6,000064656 5811269166  5,625664921 5451174180  5,286842414
0,175 5131821191  4,985353834  4,846763353  4,715442226  4,590843712
0,2 4472474442 4,359888062  4,252679767  4,150481580  4,052958254
0,225 3,950803723  3,870737989  3,785504410  3,703867315  3,625609909
0,25 3550532417 3478450453  3,400193565  3,342603942  3,278535271
0,275 3,216851702  3,157426936  3,100143401  3,044891507  2,991568989
0,3 2,940080293  2,800336054  2,842252586  2,795751447  2,750759036
0,325 2,707206223  2,665028015  2,624163256  2,584554344  2,546146977
0,35 2,508880025 2472734812 2437635922  2,403550020  2,370436185
0,375 2,338255656  2,306971699  2,276549466  2,246955885  2,218159544
0,4 2,190130588  2,162840628  2,136262649  2,110370928  2,085140960
0,425 2,060540386  2,036573928  2,013193326  1,990387280  1,968136401
0,45 1,046422154  1,925226818  1,004533440  1,884325791  1,864588332
0,475 1,845306176  1,826465056  1,808051280  1,790051752  1,772453851
0,5 1,755245494  1,738415068  1,721951417  1,705843814  1,690081949
0,525 1,674655902  1,659556128  1,644773442  1,630208996  1,616124269
0,55 1,602241050  1,588641427  1,575317767  1,562262713  1,549469163
0,575 1,536930265  1,524639404  1,512590193  1,500776462  1,489192249
0,6 1477831792 1,466689522 1455760053  1,445038175  1,434518848
0,625 1,424197195  1,414068493  1,404128172  1,394371805  1,384795102
0,65 1,375393909  1,366164199  1,357102068  1,348203731  1,339465518
0,675 1,330883868  1,322455328  1,314176545  1,306044266  1,298055333
0,7 1,290206678  1,282495323  1,274918376  1,267473025  1,260156538
0,725 1,252066262  1,245809615  1,238054088  1,232127242  1,225416702
0,75 1,218820162  1,212335374  1,205960154  1,199692374  1,193529963
0,775 1,187470905  1,181513239  1,175655051  1,160804481  1,164229714
0,8 1,158658083  1,153180566  1,147792785  1,142494004  1,137282628
0,825 1,132157103  1,127115911  1,122157575  1,117280653  1,112483737
0,85 1,107765455  1,103124467  1,098559467  1,094069179  1,089652357
0,875 1,085307787  1,081034282  1,076830683  1,072695858  1,068628702
0,9 1,064628136  1,060693106  1,056822580  1,053015553  1,049271042
0,925 1,045588084  1,041965740  1,038403093  1,034899245  1,031453317
0,95 1,028064453  1,024731813  1,021454577  1,018231942  1,015063124
0,975 1,011947356  1,008883886  1,005871980  1,002910919 1

Tabla 1.1: Valores de la funcién I en el intervalo (0, 1].
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Las propiedades de las dos funciones eulerianas permiten expresar una amplia gama de integrales
en funcién de ellas realizando simples cambios de variable. En la tabla 1.2 se relacionan una serie de
integrales que mediante cambios de variable se expresan en términos de las funciones eulerianas. Se indica
la integral, su solucién y el cambio de variable realizado, asi como los valores de los pardmetros para los
que la correspondiente integral impropia tiene sentido y es convergente.

Integral Cambio de variable
{Pardmetros admisibles}

o P 1 1
I / e aldr = @D F(q+ ) ar? =y
0 pa' p

{p.a>0,qg>-1}

a pFqr+1 1
II / xp(ar—xr)qu:a B(p+ 7q—|—1) " =a"y
0 r r
{p.qa>-1,a,7 >0}
b
111 /(a:—a)p(b—x)qdarz(b—a)p+q+1B(p—|—l,q—|—1) r=a+(b—-a)y
{p.q> -1}
T P e A R PRAT _alb—c)+ela—bly
o |z—cpror? et —cptt (b= +(a—bly
{p7q> —1,C¢ [a7b}}
o0 a (aTtl—Q) 1 1
v / - qdm:b atl B(a+ ’q_oz—l- ) L:y
0 (axp—i—b) pa 7 p p axP +b
{a,b,p>0,a>—1,q>(a+1)/p}
/2
VI /0 sen? () cos?(0) df = %B(]%l7 %) sen?(f) =y
{p,a> -1}
p+1 g+1
/2 cosP(0) sen?(0) df B( 9 ' 9 ) 9 ay
VII T FES RS sen”(0) = (DI
O (acos?(f)+bsen?(f)) 2 2a 2 b 2 Yy

{p,q> fl,a,b>0}

Tabla 1.2: Integrales reducibles a las eulerianas.

1.3. Transformadas integrales

En el estudio de numerosos problemas de las Ciencias y la Técnica, aparecen transformaciones del
siguiente tipo: a cada funcién f de un cierto espacio se le asigna una nueva funciéon 7 f mediante la
expresion

Tf(x) = /A K(z.y) f(y) dy.

donde K es una funcién, denominada nicleo integral, y las variables @ y y recorren ciertos subconjuntos
en los espacios euclideos apropiados. Estas aplicaciones f — T'f reciben el nombre de transformadas
integrales, y ejemplos de ellas son las transformaciones de Fourier, Laplace, Mellin, Hilbert, etc. Re-
cordaremos la definicién y propiedades fundamentales de la primera, poniendo de relieve el papel que
juegan los teoremas relativos a integrales paramétricas para deducir algunas de dichas propiedades.
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1.3.1. Transformacién de Fourier

Definicién 1.24. Para cada funcién f:R™ — C integrable se define su transformada de Fourier, deno-
tada por f o F(f), como la funcién f: R™ — C dada por

~ ~

flw) = f@hw,...wn):/n 1w ) da

= / e w1z twazet . twnzn) fz1,29,...,2p)derdey . . . da,, .

Propiedades 1.25. Sean f y ¢ funciones complejas e integrables en R™. El teorema del cambio de
variables para integrales multiples junto con las demds propiedades elementales de la integral, permiten
demostrar las siguientes propiedades:

1) La transformada de Fourier de f es una funcién acotada; concretamente,
}f(w)’ §/ |f(x)| d para cada w € R".
R’n,

11) La transformacién de Fourier es lineal, es decir, si a,b € C entonces
Slaf+bg)=aF(f)+035(9)-

SiAeR, A> 0,y g(x) = f(z/)) para cada x € R", entonces g(w) = A" Fx w).

Si g(x) = f(—x) para cada @ € R™, entonces j(w) = f(—w).

Si g(x) = f(x) para cada & € R", entonces §(w) = m

)
)
)

VvI) Sizg € R" y g(x) = f(x — xp) para cada € R™, entonces g(w) = A(w) etwTo
) N
)
)

Siwg €R"y g(x) = f(x)e'“*® para cada = € R", entonces g(w) = f(w — wp) .
La funcién fes continua en R™.
Se supone que f es diferenciable en I R"™ y que D; f es una funcién integrable y se anula en el infinito
(”mlﬁ'r_lr}DO D;f(x) =0). Entonces D; f(w) = iw; Fw), es decir,
/ e tw® ﬁ(ar:) de = iwj/ e T f(x)de.
n Oz n

(Obsérvese que, en las condiciones del enunciado, lim D;f(z1,22,...,2,) =0 para cualesquiera

I

Li,. oy Lj—1,Lj41, ..., Ly prefijados.)

Como consecuencia del teorema 1.17 se deduce el siguiente.

Teorema 1.26. Si f y la funcién ¢ € R" — ||z|| f(x) € C son integrables en R™, entonces f es
diferenciable en R" y para cada j = 1,2,...,n se tiene que D, f(w) = F(—ix; f(x)), es decir,

of
Of

o / —1x; e~ Hwit1twazat Fwnan) flx1, o, ..., x,) dardes ... dy,.
j n

Puesto que el siguiente capitulo se dedica en exclusiva a la transformacién de Laplace, nos limitamos
ahora a presentar la definicién y una consecuencia inmediata del teorema 1.17.

Definicién 1.27. Se dice que f admite transformada de Laplace en el semiplano {z € C: Re(z) > o}
si para cada z con Re(z) > o es absolutamente convergente la integral

Sf(z):/ f(t)e *dt.
0
La funcién £f asi definida es la denominada transformada de Laplace de f.

Teorema 1.28. En las condiciones de la definicién anterior, la funcién £f es holomorfa en su dominio,
y para cada n € N y cada z se tiene que

(£f) ™ (z) = /Om(—t)” f(t) et dt.
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1.4. Convolucién de funciones. Aproximaciones de la identidad

1.4.1. Producto de convolucién

Aunque consideremos las funciones a tratar definidas en todo el espacio (prolongéndolas por 0 fuera
de su dominio original), convendré a menudo establecer qué puntos aportan realmente algo a la integral;
esto sugiere el concepto de soporte de una funcién.

Definicién 1.29. Si g es una funciéon compleja definida en R™, se dice que un abierto V de R™ es de
anulacion casi siempre de g si el conjunto {x € V : g(x) # 0} es de medida nula.

5i O4 es la unién de todos los abiertos de anulacién c.s. de g, se llamaré soporte de g y se denotard por
sop(g) , al complementario en R™ de ©,.

Observaciones 1.30.

1) Si g es continua en todo R™, este soporte que acabamos de definir coincide con el soporte cldsico,
es decir, sop(g) = {x € R": g(x) # 0}.

11) Con vistas a la integracién, la razén de definir este concepto es clara si uno piensa en funciones como
Xg (la que vale 1 en los racionales y 0 en los irracionales); para esta funcién {x € R: Xg(z) # 0} =R,
pero Xg es igual c.s. a la funcién idénticamente nula, luego su soporte es el conjunto vacio y por
tanto su integral (en el sentido de Lebesgue) en cualquier subconjunto es 0.

Definicién 1.31. Sean f,g:R™ — C funciones medibles y & € R"™. Se define el producto de convolucion,
o simplemente la convolucion, de fy g en el punto @, denotado por (f * g)(x), como

(fxg)x)= [ [f(y)g(x—y)dy

Rn
supuesta la existencia de dicha integral.

Proposicién 1.32. Sean f, g, h funciones complejas y medibles en R™.

1) La convolucién es conmutativa, esto es, si existe (f * g)(x), también existe (g x f)(x); ademds
(f*9)(@) = (g% (=)

11) La convolucién es distributiva respecto de la suma, es decir, si existen (f*g)(x) y (f*h)(x), también
existe (f * (g + h))(x); ademds

(f*(g+n)(@) = (f*g)(x) + (f * h)(x).

Notacion: Si A, B son subconjuntos de R", y ¢y € R™ se denotan

—A={-x:x e A}, xo—A={xg—x:x € A}; A+B={x+y:xzc A,yec B}.

Proposicién 1.33. Sean f,g funciones medibles en R™.

1) Siexiste (f*g)(x) y A= (& —sop(f))Nsop(g), entonces
(F+9)@) = [ 1o =v)ow)dy.

11) Si f* g estd definida en todo R™

sop(f *g) C sop(f)+sop(g) -

Hasta ahora no hemos dado condiciones para la existencia de la convolucién de dos funciones. Lo que
sigue va orientado en este sentido.

Teorema 1.34. Si f es integrable en R™ y g es medible y acotada en R"™, entonces f * g estd definida
en todo R™ y es uniformemente continua y acotada; concretamente

I(f *g)(x)| < sup{lg(y)|:y € R”}/}Rn If], para cada x € R™.
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Notacién: Por %,(R™) se denota al conjunto de funciones f continuas en R™ y que se anulan en el
infinito, es decir, tales que lim f(x) = 0. Estas funciones son uniformemente continuas y acotadas en

l|||—o0
todo R”.

Proposicién 1.35. Si f es integrable en R™ y g € 65(R™), entonces f * g € Go(R™).

Teorema 1.36. Sean f, g funciones integrables en R™. Entonces:
1) fx*g estd definida para casi todo & € R™.

11) f g (definida como se quiera en los puntos donde eventualmente no exista) es integrable en R™.

1) Se verifica la igualdad fxg= / f / g.
R’n n n

1v) Se verifica / \f*g|§/ | f] lgl-
n n Rn

Corolario 1.37. Si f, g, h son integrables en R™, entonces

(f*g)xh=fx(g*h) casisiempre en R".

Proposicién 1.38. Sean f una funcién localmente integrable en R™ y g una funcién continua en R™.
Se supone que al menos una de ellas tiene soporte compacto. Entonces f * g estd definida en todo R™.

1.4.2. Aproximaciones de la identidad. Regularizacién de funciones

El estudio que abordamos ahora tiene especial interés en el problema de aproximacién de funciones
medibles por funciones regulares, ademas las técnicas de calculo que aqui se presentan juegan un papel
fundamental en la teoria de distribuciones que veremos mas adelante.

Definicién 1.39. Se llama aprozimacion de la identidad en R™ a toda sucesién {0y }72 ; de funciones
medibles en R™ verificando:

1) Ox(x) > 0 para todo ¢ € R"

11) Para cada k € N el conjunto sop(fy) estd contenido en una bola By, cuyo radio tiende a 0 cuando k
tiende a co; en particular, ka m( sop(@k)) =0.
—00

1) Para todo k € N se tiene que / 0, = 0, = 1.
n sop(0y)

Es facil construir aproximaciones de la identidad (basta elegir funciones escalonadas construidas
adecuadamente); pero lo que es mds interesante es la posibilidad de elegir estas funciones de clase ¢'°.
A ello van dedicados los dos resultados siguientes.

Lema 1.40. Se considera la funcién v definida en R por
Yw2-1) |
e si|x| <1,
v(a) = .
0 si |z > 1.

Esta funcién es no negativa y de clase € y, puesto que se anula fuera de [—1, 1], es integrable en R;
sea a = wa > 0. Se define ¢: R — R por ¢ = ¥/, v para n € N se define §: R — R por

O(z1, 22, ..., xn) = p(z1) p(22) - - o(T0) .

Entonces la funcién 6 es no negativa, de clase ¥ e integrable en R™ con integral igual a 1.

Corolario 1.41. Se considera la funcién 6 definida en el lema anterior. Para cada k € N se define
Orp(x) = k" 0(kx), x e R™
Entonces la sucesion {0;}7° ; es una aproximacién de la identidad en R™ compuesta por funciones de

clase €°°.

Observaciones 1.42. Veamos algunos comentarios relacionados con la prueba de las afirmaciones que
se hacen en los dos resultados precedentes, asi como de otros aspectos interesantes.
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D

1)

I11)

v)

La comprobacién de la regularidad de ¥(z) se reduce, en tltima instancia, a comprobar que todas
las derivadas laterales de 1) en los puntos —1 y 1 existen y son iguales a 0. Por ejemplo, 9’(17) es

eMa*-1) =0, y

obviamente nula, igual que ¢’(z) para & > 1, mientras que %'(17) = lim 1
r—1— T —
—2z
por otra parte para —1 < x < 1 se tiene que lim ¢'(z) = lim W eMa?=1) — 0, por lo que
rx—1— z—1- (T —

~Yn

e

1" es continua en z¢g = 1. El hecho de que, para todo a € R, sea hh'm+ e
=0

recurrentemente, la existencia de todas las derivadas sucesivas en 1 y —1 de la funcién .

= 0 permite demostrar,

Puesto que v es continua en R, nula fuera de [—1,1] y positiva en (—1,1), es obvio que a =
Jp (x)dx = f_ll Y(x)dz > 0. La funcién ¢ = ¥/, producto de una constante positiva por 1,
serd igualmente de clase €, no negativa, se anulard fuera de [—1,1], y su integral valdra 1.

Que 6 es no negativa es evidente y la comprobacién de su regularidad es una mera cuestién de
calculo. Respecto a la integrabilidad, estd garantizada por ser € continua en R™ y nula fuera del
compacto C' = [—1,1] x [-1,1] X --- x [—1,1]. Ademds, del teorema de Fubini se sigue que

Wﬂ@dwzlﬁ@Mw:/d¢@QMq/1ﬂmﬁmyn/dﬂmﬁwn:L

-1 -1 -1
En cuanto a las funciones 6, notemos primero que

0x(0) = k" 0(0) = k" 0(0) ¢(0) - - - p(0) = k" (0)" — o0.

k—oo

Luego, observemos que si alguna de las coordenadas xz; del punto © = (x1,x2,...,2,) verifica que
k|xz;] > 1 entonces ¢(kx;) = 0y, en consecuencia 0y(x) = k" ¢(kx1) p(kx2)---p(kxz,) =0. En
otras palabras, 0 se anula fuera del compacto

Cr = [V, Vi) < [= Yk Vi) x - x [~k k]

Entonces, si & # 0 existe un ko € N tal que ||@||o > 1/§ para todo k > ko, por lo que 0 (x) = 0 si
k > ko y, en consecuencia, kh’m Or(x) = 0 (ver figura 1.2). Resumiendo:
—00

0 siz#0,

1MﬂM@:{ sie 7 (1.1)
k—oo oo sixz=0.

D-

TN

1

2 -1 0 1 2
O, 1<k<5 0,

Figura 1.2: Algunas funciones 6 en R y R?.

Finalmente, notemos que del teorema del cambio de variables, aplicado al isomorfismo lineal

1 1
T = (21,22, n) = QWL Y2, Yn) = 7 (Y1020 0n) = 2 Y,

cuyo jacobiano es en todo punto 1/gn y que transforma C en Cy, se sigue que

/n Hk(:c)d:c:/Ck Gk(m)dm:/Ck k”@(km)dm:/ O(y)dy =1. (1.2)

c
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Teorema 1.43. Sea {0;}%2, una aproximacién de la identidad en R™. Si f es una funcién localmente
integrable en R™ y continua en 0 entonces

lim Or(x) f(x)dx = f(0).

k—oo Jrn

Observacion 1.44. En las condiciones del teorema anterior, se tiene que

@) f@)dw — £0) = | 0u(@) (f(@) - £(0)) da.

R sop(01)

Si f es continua en 0, puesto que sop(fx) es un entorno de este punto de didmetro tan pequeno como
se quiera, tomando k suficientemente grande podemos hacer | fl®)—f (0)| < ¢ siendo € > 0 cualquier
cantidad previamente fijada; la conclusién del teorema es inmediata de la desigualdad

| /SOW (@) (@) — (0)) o] < [ a@li@ -0 [ o).

sop(0x) sop(Ox)

Nota: La delta de Dirac en 0, que es el operador lineal definido por f+—— do(f) = f(0), se define en
muchos textos de Fisica, para representar la idea de impulso instantdneo y relajando el rigor matemdtico
a partir de las relaciones (1.1) y (1.2), como la “funcidn” §o que tiene integral 1, que vale 0 en todos
los puntos menos en 0, donde toma el valor co; esto es absurdo pues, con la misma relajacion del rigor,
podriamos establecer que

1= (50(33)dac:/ 200(x)dxe =2 [ do(x)dx=2.
R n R
Lo que se ha obtenido muestra que la delta de Dirac, que es una de las llamadas distribuciones o funciones
generalizadas, aunque no puede ser asociada a ninguna funcion, puede ser “aproximada” por funciones
en el sentido ordinario. El establecimiento riguroso de esta aproximacion se establecerd mds tarde, pero

sirva de adelanto que a toda funcidn localmente integrable g se le asocia una distribucion Ty que actia
sobre cierta clase de funciones f de la forma Ty(f) = [zn 9(x) f(2) dx .

Teorema 1.45. Sea {6;}72, una aproximacioén de la identidad en R™ por funciones de clase €°.

1) Si f es localmente integrable en R™, entonces para k € N estd bien definida la funcién

i) = (F+00)@) = [ (y) 00w ~) dy

y es de clase €>° en R".

11) Siademds f es continua en R™ la sucesién { fi }72 ; converge hacia f. De hecho, si K es un compacto
de R™, la sucesion { fr};2, converge uniformemente hacia f en K.

Observaciones 1.46.

1) Que fi estd bien definida es consecuencia de la proposicién 1.38. La regularidad de fi se decuce del
teorema 1.17 que garantiza que fj es derivable con continuidad y que

b 00
@)= [ @G-y, =12

Para las derivadas de orden dos se razona igual a partir de las expresiones anteriores, teniendo en
cuenta que las parciales segundas de 65 son acotadas y, en general, se prueba por recurrencia la
existencia y continuidad de las derivadas parciales de fj de cualquier orden.

11) En cuanto a la aproximacién de f por las fi, en primer lugar se tiene que
fr(@) = A ) br(x —y)dy = A f(e—2)0u(z)dz.

Luego, fijado € R"™, la funcién g definida en R™ por g(z) = f(x — z) es continua. Entonces,
aplicando el resultado 1.43 a la funcién g se deduce que

lim [ f(@—2)0k(2)dz = lim [ 6,(2)g(z)dz = g(0) = f(=),

Iim xT) =
k—»oofk( ) k—oo Jpn k—oo Jpn

es decir, la sucesién {f;}32, converge puntualmente hacia f en R™.
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1) Como vemos, el producto de convolucion, aparte de ser de uso habitual en diversas disciplinas tales
como la Teorfa de la Senal, proporciona una herramienta teérica muy importante en el estudio de las
ecuaciones funcionales. En el ultimo teorema se ha establecido que toda funcién continua es limite
uniforme en los compactos de funciones de clase € °°; pero todavia se puede mejorar el teorema 1.45
en el sentido de que también es posible aproximar la derivadas.

Lema 1.47. Sean f, g funciones de clase ¢! en R" tales que sop(f) o sop(g) es acotado (i.e. compacto).

Entonces f * g es de clase €' en R” y para cada indice i = 1,2,...,n se tiene que
Nivg) OF . 00

Teorema 1.48. Sean f una funcién de clase €™ en R" y {05}, una aproximacién de la identidad en
R™ por funciones de clase €°°. Entonces f* 0} es de clase €™ en R™ para todo k > 1; ademds, para cada

familia de enteros no negativos ji,j2,...,Jn con ji1 +js+ ...+ j, = a < m la sucesion de funciones
O%(f * 6) o0 . : o f
{ . . - } converge uniformemente en los compactos de R™ hacia , . —
Ordt Ox? - - Oxly ) k=1 Ory Ox? - -

Observacién 1.49. A la vista de los resultados anteriores ess ficil comprender porqué se llama también
sucesion reqularizante a cualquier aproximacion de la identidad por funciones de clase € >°.

Ejercicios

1.1 Calcular los siguientes limites:

1 1 n
1 n
D tm [ n) i [ ST 0, w) tim [ (1-2) e
n—oo Jg 14 n?z n—oo fo 1+ n2z? n—oo Jq n
n n oo 2 —n?z?
v) lim (1 + E) e ¥ dx V) lim % dx .
n—oo o n n—oo [y 1 +x

1.2 Sean E un compacto medible o un abierto de R™ y f: E — R una funcién no negativa e integrable
en F. Si a > 1 calcular

lim | nlog (1+ (F@)f)") do.

n—oo

1.3 Demostrar que si || <1yt > 0 para cada n € N se tiene que

n

2
k—(k+1)t
xve )
y deducir que si |z| < 1 entonces
° sen(t gt
| eyt
0o € —z 14+n

1.4 Probar que

1.5 Para cada t € R se considera
f(t) = / e cos(2tx)da.
0

1) Probar que f estd bien definida y es derivable en R, con derivada f'(t) = —2t f(¢).

11) Demostrar que la siguiente integral impropia es convergente y calcular su valor:

// T @) s (2t Va2 +y?)dzdy.
(0,00) % (0,00)

22 + y?
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1.6 Demostrar que la funcién definida por

N )
0 Yy

es derivable en (0, 00), calcular su derivada y obtener una expresién explicita de f.

1.7 Calcular el valor de la integral

[ arctg(zy)
Jw) = /0 ya+y?)

1.8 Calcular, para x € R, el valor de

h(a:):/ 71_‘30;’(”) eV dy.
0 Y

1.9 Estudiando la derivabilidad de la funcién

“log(l+zt)
fla) = [ B az0,

deducir el valor de

L og(1
/Mdt.
0

14+¢2

1.10 Sea ¢ > 0. A partir de la funcion
(o) xy
= _— d
1) /0 2 + 2 v
obtener que

/W log(a) |, wlo(e) /°° log(a)v/z
0 0

7T
o 50 x = (2log(c) + ).

2 + 2 2V/2¢

1.11 Se considera el intervalo I = (0,7) x (0,7) x (0, 7). Probar que la integral impropia

/ / / drdydz
1 1 — cos(z) cos(y) cos(z)
es convergente y calcular su valor.

Indicacion: Realizar primero, en cada variable, el cambio tipico para las fracciones racionales trigo-
nométricas t = tg (7/2).

1.12 Sean p,q,r, m nimeros reales positivos, y B la bola abierta de R? centrada en 0 y de radio 1.
Estudiar para qué valores de esos parametros la siguiente integral impropia es convergente y calcular su

valor cuando proceda:
P |yld
J/ R
(22492 +22)"

1.13 Demostrar el teorema 1.26.

1.14 Sean f,g funciones integrables en R, probar que

§(f*g)=5(f)T(9).

1.15 Sean I = [a,b] y J = [¢,d] dos intervalos compactos de la recta y f = X, g = X sus respectivas
funciones caracteristicas. Calcular f * g.

1.16 Sea f una funcién continua en R y F' una primitiva suya. Si g = X es la funcién caracteristica de
un intervalo I = [a,b], calcular f * g en funcién de F.
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1.17 Considérese la funcién definida en R por

1

— si0<|z] <1

f@) =4 V|
0 en el resto.

Comprobar que f es integrable en R pero f * f no estd definida en todo punto.
1.18 Para cada A > 0 sea f) la funcién definida en R por

A(@) = e X(g,00) (), es decir: fa(z) =0si x<0; fi(z)=e "si 2>0.
Calcular fy * fy.

1.19 Probar que la convoluciéon de dos gaussianas es una gaussiana. Concretamente, si

f(l') = 1 7(967#1)2/2012 = 1 67(17u2)2/2‘722

——ee T) =
o1V 2 Y 9(x) ooV 2T

entonces

1 (—)?
U*m@g:;7§€< Whe*  donde U:vgiﬁg'y = g+

1.20 (Funciones meseta)

1) Construccidn mediante convoluciones:
Sean a < b ntiimeros reales. Mediante la convolucién de los elementos de una sucesion regularizante
con la funcién caracteristica del intervalo [a — 8, b+ d], & > 0, comprobar que paro todo r > 0 existe
una funcién f de clase € en R tal que

1. 0 < f(z) < 1 para todo z € R.
2. f(z) =1six € [a,b].
3. f(x)=0sixé¢[a—rb+r].
A tales funciones f se les denomina funciones meseta.

11) Construccion explicita:
La funcién g(x) = e’l/rx(o’oo)(m), esto es,
IRV )
_Je 7 six >0
“w_{o siz <0,
es de clase € en R. Sean ¢ < a < b < d nimeros reales (vease, [a,b] C (c,d)).
g(d — =)
g(x —b) +g(d — )
para x > d y vale 1 para x < b.
gz —c)
g(x —c)+g(a—x)
para x < ¢y vale 1 para x > a.
3. La funcién f(z) = hy(z)h,(z) es de clase € en R, 0 < f(z) < 1 para todo z € R, f(z) = 0 si
x ¢ le,dly f(x) =1six € [a,b].

1. La funcién h,(z) = es de clase ¥°° en R, toma valores entre 0 y 1, se anula

es de clase €° en R, toma valores entre 0 y 1, se anula

2. La funcién h(x) =

m) Aprozimacidn de funciones integrables por funciones € °°:

n
Sea s = »_ a;X;; una funcién escalonada en R. Aproximando las funciones caracteristicas Xz, por

C.S. J:1

funciones meseta, probar que para todo € > 0 existe g de clase ¥°° y soporte compacto con

/ |s(z) — g(z)| do < e.
R

Deducir lo mismo para una funcién integrable en R.



Capitulo 2

Transformada de Laplace

Como ya se ha comentado anteriormente, una de las aplicaciones mds relevantes de la teoria de
integrales dependientes de pardmetros es el estudio de transformadas integrales, como las de Fourier y
Laplace. En este capitulo nos centraremos en la segunda de ellas.

Su consideracién se origina en los intentos realizados por matematicos del siglo XIX de algebrizar
el problema analitico de la resolucién de ecuaciones diferenciales. En concreto, O. Heaviside disené un
método simbdlico para la resoluciéon de ecuaciones diferenciales lineales de orden m con coeficientes
constantes que, aunque exento de fundamentacién rigurosa, proporcionaba en muchos casos resultados
correctos. La transformacién de Laplace permite dar una interpretacion matematicamente valida de este
método, y se ha mostrado ademds eficaz en el estudio de ciertas ecuaciones en derivadas parciales o
ecuaciones integrales.

Ademas de su utilizacién en diversas ramas de las Matemaéticas, como la teoria asintética o la teoria
analitica de numeros, sus aplicaciones son numerosas en otros muchos contextos de la Ciencia y la
Técnica, como, por ejemplo, la teoria de circuitos, la de control lineal, o en el tratamiento de senales
continuas.

2.1. Transformada de Laplace

En el estudio de la transformacién de Laplace consideraremos exclusivamente funciones f: [0,00) — C
tales que para todo b > 0, f es integrable en (0, b), es decir, la integral

b
/ ()] de
0

es convergente. Se dird que una funcién sujeta a esta condicién es localmente integrable en [0, 00), y el
espacio vectorial complejo formado por tales funciones se denotard por £}, .(R.). Conviene observar que
esta condicién es algo méds restrictiva que la de la integrabilidad local de f en (0, 00), pero es necesaria
para garantizar el buen comportamiento en 0 de la integral que vamos a definir posteriormente. Ahora
bien, en la practica totalidad de las aplicaciones sucede que las funciones a tratar no son sélo localmente
integrables en [0, 00), sino que gozan de cierta regularidad ‘a trozos’, nocién que precisamos seguidamente.

Definicién 2.1. Se dice que f:[0,00) — C es continua a trozos si existe una sucesién {t,}°,, con

to=0<t; <ty <...y limt, =+o0, de modo que f es continua en cada intervalo (tg,tx+1),
n—oo
k=0,1,...
En general, para un natural n > 1, diremos que una funcién f es de clase €™ a trozos en [0, c0) si
existe una sucesion {t, 152, con tg =0 < t1 < to < ... y lim ¢, = +oo, de modo que f admite n
n—oo

derivadas continuas en cada intervalo (tg,tx+1), Kk =0,1,...

Observaciones 2.2.

1) En algunos textos la definicién de continuidad a trozos pide también que f admita limites laterales
finitos en cada tx, con k = 0,1,2,... (lo que garantiza la integrabilidad de f en cada (tx,tx+1)).
Preferimos no incluir esta exigencia en nuestra definicién, de modo que, por ejemplo, la funcién

1
ft) = 7 t > 0 (el valor f(0) se puede definir arbitrariamente) sea considerada continua a trozos

en [0, 00); dicha funcién, aunque no es acotada, es integrable en cada intervalo (0, b).

11) Hacemos notar que, en lo concerniente al estudio de la transformada de Laplace, cuando se propor-
cione f(z) mediante una férmula explicita, se entenderd tacitamente que dicha expresién estd sélo
definida para x > 0 (salvo, posiblemente, en un conjunto de valores de # de medida nula), mientras
que para x < 0 bien no estard definida, bien se admitird que es idénticamente nula.

17



2.1. Transformada de Laplace 18

Definicién 2.3. Se dice que f € L{ (R.) admite transformada de Laplace si existe un nimero complejo
z tal que la integral

/ f(t)ye *tdt (2.1)
0
converge absolutamente. En ese caso, el conjunto
A= {0 eR: / f(t)e 7" dt converge absolutamente }
0

es no vacio, y se tienen dos posibilidades:
1. A no estd acotado inferiormente. Se define o,(f) = —oc0.
2. A esté acotado inferiormente. Se define o,(f) = inf A € R.
El valor o,(f) se denomina abscisa de convergencia absoluta de la transformada de Laplace de f.
No es dificil proporcionar ejemplos de funciones que no admiten transformada de Laplace (como pide
el ejercicio 2.1).

La siguiente proposicion informa acerca del conjunto del plano complejo donde la integral de Laplace
(2.1) de una funcién dada converge absolutamente.

Proposicién 2.4. Sila funcién f admite transformada de Laplace y o,(f) es su abscisa de convergencia
absoluta, se tiene que:

1) La integral (2.1) converge absolutamente para cada z € C con Re(z) > o4(f).
11) La integral (2.1) no converge absolutamente para cada z € C con Re(z) < o,(f).

1) Nada puede asegurarse a priori acerca de la convergencia absoluta de (2.1) si Re(z) = o4(f).

Este resultado justifica la siguiente definicién.

Definicién 2.5. Sea f una funcién que admite transformada de Laplace, y o,(f) su abscisa de con-
vergencia absoluta. Se llama dominio de convergencia absoluta de la transformada de Laplace de f al
conjunto

Da(f) ={z € C: Re(z) > 0a(f)}

(si 04(f) = —o0, se entiende que D,(f) = C).
Se define la funcion transformada de Laplace de f, denotada por £f, como

£F(2) = /OOo FBe=tdt,  2c Do(f).

Observacién 2.6. Aunque es posible hablar de la convergencia ordinaria (es decir, no necesariamente
absoluta) de la transformada de Laplace, los resultados son mucho mds complicados de obtener en ese
caso. Por otra parte, en la mayoria de las situaciones précticas el semiplano de convergencia coincide con
el de convergencia absoluta, de modo que nos limitaremos a exponer la teoria en el caso més sencillo.

A continuacién introducimos una clase de funciones con transformada de Laplace y que engloba a la
inmensa mayoria de las funciones que aparecen en las aplicaciones.

Definicién 2.7. Se dice que una funcién f : [0,00) — C es de orden exponencial si existen constantes
M >0,aeRyb>0 tales que

|f(t)] < Me**  para todo t > b. (2.2)

Proposicién 2.8. Si f € £} _(R.) es de orden exponencial, entonces f admite transformada de Laplace.

En concreto, si se verifica (2.2) se tiene que o,(f) < a.

La prueba de las siguientes afirmaciones se basa en las propiedades elementales de la integral y en el
teorema del cambio de variable. Cabe insistir en que, en la mayoria de las aplicaciones, la existencia de
la transformada de Laplace en el semiplano Re(z) > « para una funcién viene garantizada por el orden
exponencial de la misma, dado por cotas del tipo (2.2).
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Propiedades 2.9. Sean f y g funciones que admiten transformada de Laplace. Se tiene que:

1) Linealidad: Sean a,5 € C\ {0} (si alguno o los dos son nulos, las afirmaciones que siguen se
modifican trivialmente). Entonces a f + 3¢ admite transformada de Laplace, oq(a f + Bg) <

sup{oa(f), 7a(9)} (v se da la igualdad si oa(f) # 0a(9), ¥ B
Llaf+PBg)(z) =alf(z)+BLg(z)  si Re(z)>sup{oa(f) oa(g)}-
11) Escalado: Si b >0 y h(t) = f(bt) para cada ¢ > 0, entonces h admite transformada de Laplace,
Ua(h):bga(f) y )
Lh(z) = 52]“(%) si Re(z) > boa(f).

1) Traslacién: Si ¢ty > 0 y se define

h@y:{f@_“ﬂ sit > to,

0 si0<t<ty,
entonces h admite transformada de Laplace, o,(h) = 0,(f) v
Lh(z) = e *0Lf(2) si Re(z) > a.(f).

1v) Modulacién: Si zg € Cy se define h(t) = e* ! f(t) para cada t > 0, entonces h admite transformada
de Laplace, o,(h) = 0o(f) + Re(z0) v

Lh(z) = £f(z — 20) si Re(z) > o4 (f) + Re(zo).
El siguiente resultado relaciona el comportamiento asintdtico de una funcién y el de su transformada.

Proposicién 2.10 (Valor final de la transformada de Laplace). Sea f una funcién que admite transfor-
mada de Laplace definida en {z € C:Re(z) > a}. Entonces:
1) Se verifica que lim £f(x) =0.
r——+o0
z€R
1) Si ademds existe y es finito ll'm+ f(t), que denotamos por f(01), entonces se verifica que
t—0

lim z £f(z) = f(0).
r——+00
z€R
Es sencillo adaptar el teorema de derivacién de integrales paramétricas estudiado en el primer capitulo
al contexto de las funciones holomorfas en abiertos del plano complejo. Dicho resultado se aplica en el
estudio de la holomorfia de la transformada de Laplace en su dominio de convergencia absoluta, como
recoge el siguiente resultado.

Proposicién 2.11 (Derivadas de la transformada de Laplace). Sea f una funcién que admite trans-
formada de Laplace. Entonces, la funcién £f es holomorfa en D,(f). Ademas, si para cada n natural se
define g, () = (—¢)" f(t), t > 0, entonces 04(gn) = 04(f), y para cada z € D, (f) se tiene que

oo

(e) ™) = / (=)™ F(t) e~ dt = £(g2)(2).

0

Mientras el resultado anterior expresa la derivada de una transformada como una nueva transformada,
el que se expone a continuacién da una férmula para la transformada de una derivada.

Proposicién 2.12 (Transformada de Laplace de las derivadas). Supongamos que f es de clase €™ en

[0,00), y que para todo j € {0,1,...,n} la funcién fU) admite transformada de Laplace y existe a € R
tal que o, (f(j)) < a. Entonces, para cada z tal que Re(z) > « se tiene que
S(fM)(2) = 2" £f(2) = 2"71F(0) = 2" 72f(0) — ... = 2f "2 (0) — F7V(0). (2.3)

Observacién 2.13. Las hipdtesis de este resultado se pueden relajar: en lugar de pedir que f sea de
clase €™ en [0, 00), basta exigir que sea de clase €™ a trozos en [0, 00), que admita junto con sus derivadas
hasta orden n transformada de Laplace, y que existan ademaés los limites

lim f®@)eC, k=0,1,....,n—1,
Jm f2 () n

que denotamos por f*)(0F). Entonces, la férmula (2.3) se escribe

L(f™)(2) = 2" Lf(2) — 2" 7HF(0F) — 2" 2F(0F) — .. — 2f( 7D (0T) — FnD(07).
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Proseguimos con las reglas operacionales, anadiendo los resultados relativos a la integracién y a
la convolucién de funciones. De acuerdo con el convenio introducido inicialmente de que las funciones
consideradas, si estdn definidas en todo R, se entenderdan como idénticamente nulas en (—oo,0), resulta
que para dos de estas funciones f y g se tendrén las siguientes igualdades (ver definicién 1.31):

/toof(x)dx=/0tf(:c)dx7 f*g(t)=/O:Of(t—x)g(:v)dx:/Otf(t—x)g(:c)drc, 1> 0

Esto hace coherentes los siguientes resultados con los que se presentarin, en el mismo sentido, en la
Seccion 2.3.

Proposicién 2.14 (Transformada de Laplace del integrador). Sea f € L{ _(R;) y que admite trans-

formada de Laplace, y supongamos que « > 0 pertenece a D,(f). Entonces, la funcién g:[0,00) — C
definida por

t
9(t) = / f(a)dx,  t>0,

0

admite transformada de Laplace, 0,(9) < a'y

1
Lg(z) = ;£f(z), para cada z con Re(z) > a.

Proposicién 2.15 (Transformada de Laplace de la convolucién). Sean f y ¢ funciones que admiten
transformada de Laplace. Se supone que al menos una de ellas es localmente acotada (i.e., acotada en
cada intervalo compacto [0,b]). Entonces f g estd definida para todo t > 0 y se verifica:

1) La funcién f % g es continua en [0, 00).
11) La funcién f * g admite transformada de Laplace y o, (f * g) < sup{o.(f),0a(g)}-
111) Para cada z € C con Re(z) > o,(f * g) se tiene que

L(fx9)(z) = £f(2) - L9(2).
Terminamos esta seccién indicando como se corresponden la transformada de Laplace y la de Fourier.

Proposicién 2.16 (Relacién entre las transformadas de Laplace y de Fourier). Sea f:R — C una
funcién tal que f(t) = 0 para cada t < 0, y de modo que f = fljp,oc) admite transformada de Laplace,
con o,(f) < 0. Entonces, la funcién f admite transformada de Fourier, y para cada ntmero real w se
tiene que

~ ~

§(f)(w) = f(w) = £f (i w).

2.2. Formulas de inversion de la transformada de Laplace

Dedicamos este apartado a suministrar resultados, denominados de inversién, que permitan llegar a
la determinacion de una funciéon f a partir del conocimiento de su transformada de Laplace F. Conviene
mencionar que, dada una funcién F', la solucién a este problema, si existe, nunca sera unica. Los resulta-
dos 2.10 y 2.11 muestran que no toda funcién F' puede ser una transformada de Laplace. Por otro lado,
se puede alterar el valor de f en, por ejemplo, un conjunto finito de puntos sin que esto afecte al valor
de su transformada; la unicidad debe entenderse en el sentido que muestra el siguiente lema.

Lema 2.17. Sean f,g € L] (Ry). Si £f(2) = £g(z) para cada z € D,(f) N Dy(g), entonces f y g
son iguales casi siempre.

Definicién 2.18. Se dice que una funcién compleja F', holomorfa en un semiplano {z € C:Re(z) > a},
admite transformada inversa de Laplace si existe una funcién f € L] (Ry) que admite transformada
Laplace, con o,(f) < o'y £f(z) = F(z) para todo z con Re(z) > a.

En esta situacién, se escribe f = £71F.

El problema de no unicidad mencionado anteriormente se suprime pidiendo la continuidad en [0, c0)
de la antitransformada, como muestra el siguiente teorema (basado en el hecho de que dos funciones
iguales c.s. y continuas, necesariamente son iguales).
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Teorema 2.19 (de Lerch). Sean f y g funciones continuas en [0,00) que admiten transformada de
Laplace. Si existe un nimero real a > sup{o,(f),04.(g)} de modo que para todo z € C con Re(z) > «
se tiene que £f(z) = £g(z), entonces f(t) = g(t) para todo ¢t > 0.

A continuacién presentamos varios resultados que permiten dar expresiones para las transformadas
inversas de Laplace de funciones sujetas a determinadas condiciones.

Teorema 2.20 (Férmula de inversién compleja). Sea F' una funcién holomorfa en C salvo en un conjunto
finito P constituido por singularidades, todas ellas polos de F. Sea o € R tal que F' es holomorfa en el
semiplano {z € C:Re(z) > a}, y supongamos que existen M > 0, R > 0 y p > 0 tales que para cada

z € C con |z| > R se tiene que
M

F < —.
FE) < o
Entonces, la funcién f:[0,00) — C dada por
f(t) = Z Res(e'*F(z), a)
a€P
verifica las siguientes propiedades:

1) f escontinua en [0,00) y de orden exponencial, con lo que admite transformada de Laplace. Ademds,
oo(f) < a.
11) Para cada ntmero real o > oy cada ¢ > 0 se tiene que
1 o+i00
t) = — e F(2)dz. 24
=55 [ eFE (24

111) Para cada nimero complejo z con Re(z) > a se tiene que F(z) = £f(2).

1v) Si F tiene un polo en la recta vertical de ecuacién Re(z) = «, entonces o,(f) = a.

Observaciones 2.21.

1) La integral que aparece en (2.4) se extiende a la recta vertical de ecuacién Re(z) = o. Si se para-
metriza dicha recta en la forma y(7) = o + i1, con 7 € R, la expresién de la integral serfa

1 o+i00 . 1 o) Hotir)
i) e*F(z)dz = ) e F(o+iT)dr.
. : . . o P(z)
11) El teorema anterior se puede aplicar a cualquier cociente de polinomios F'(z) = ) con tal de que
z

el grado de @ sea mayor que el de P, siendo los polos de F' los ceros de Q). En el caso de que éstos
sean todos simples, el teorema anterior toma la siguiente forma.

Proposicién 2.22 (Férmula de Heaviside). Sean P y @ polinomios tales que el grado de @) es mayor
que el de P, y de modo que @ tiene todos sus ceros simples. Entonces, la funcién f dada por

P
fo= > et £10) t>0,
{a€eC:Q(a)=0}
. P(z2) . )
es la tranformada inversa de Laplace de F'(z) = —— que es continua en [0, 00). Ademds,

Q(2)
0a(f) =sup{Re(a): a es cero de Q}.

Observacién 2.23. En la préctica, la férmula (2.4) no es efectiva para el cdlculo de la transformada
inversa de Laplace. Sin embargo, como se adivina a la vista de la formula de Heaviside, el calculo directo
es posible para las fracciones racionales del tipo F(z) = P (2)/Q( z), con grado de @ mayor que el de
P, atin cuando los ceros de ) no sean simples. Recordemos que todo polinomio Q(z) con coeficientes
complejos se puede descomponer de forma tnica como un producto

Q) =C(z—r)™(z—ra)™ ... (2 — 7)™,

donde C' es una constante (el coeficiente del monomio de mayor grado), r1,...,r; son las raices de Q, y
maq, ..., m; son sus multiplicidades respectivas.



2.2. Férmulas de inversion de la transformada de Laplace 22

Es posible entonces descomponer la fraccién en fracciones simples de la forma

b1 b1,2 b1,m,
F = : : et
(2) (z—11) + (z—1rp)? (z—rp)m
br,1 br2 br,m,
T : : O 2.5
(z—71k)  (z—1p)? (z — 7)™ (2.5)

donde los a; y los b; ; son nimeros complejos.

En virtud de la linealidad es suficiente determinar la transformada inversa de las fracciones simples,
para lo que se tendra en cuenta que para m € Ny a € C,

S—l(( 1 ):( 1 gm—1at

z—a)™ m—1)!

(véase el ejercicio 2.4).

Cuando los polinomios P y @ tengan coeficientes reales, lo que ocurre con frecuencia en las aplica-
ciones, se pueden simplificar algo estos calculos procediendo a una descomposicién de @) en factores del
tipo (2 —a)", con a € Ry n € N, o del tipo (22 + pz + q)™, con p,q € R, m € Ny donde 2 + pz + ¢ no
tiene raices reales. La descomposicién de F' es entonces suma de expresiones como

b1 b2 bé
+ +.oo
(z—a)  (2—a)? (z —a)t

junto con otras del tipo
Clz+d1 CQZ+d2 Cm2+dm
24+pz+q  (22+pz+q)? A (2 +pz+qm
donde las constantes b, c;,d; han de ser calculadas por el método de los coeficientes indeterminados.

Una vez hecha la descomposicion, queda pendiente el calculo de la transformada inversa de las fracciones
del segundo tipo. Para esto, se hace uso de las férmulas

1 c
£ ((z+b)2+02

(que también se obtendran en el ejercicio 2.4) y las que se deducen de ellas aplicando la Proposicién 2.11.

b
) = e " sen(ct), gt ((Z’le))ﬁ) =e P cos(ct), bceC (2.6)

Ejemplos 2.24. Resolveremos por este procedimiento dos casos concretos.

1
1) Sea F(z) = P Puesto que el denominador se anula para los valores 0,—1 y —3, es
sencillo obtener la descomposicién
1 1 1
F(z)=—+ -

3z 6(z+3) 2(z+1)
con lo que su transformada inversa es

1 1 1
f(t) = g + 66_3t — §€_t7 t Z 0

1) Sea F(z) = con o > 0. Los ceros del denominador son ahora +ic con multiplicidad 2.

z
(22 + a2)2’
Aunque se puede proceder como en el ejemplo previo, es més rapido observar que, de acuerdo con
la primera férmula en (2.6),

gt (#> = é sen(at);

22 + 042
entonces, segun la Proposicién 2.11,
z 1 1 ! 1 1
e N Y Lo et ),
(22 4 a2)? 2(22+a2) 9 ( )asen(a) (2)
y la transformada inversa pedida es

flt)= i sen(at), t>0.
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2.3. Transformada bilateral de Laplace

La transformada de Laplace que acabamos de exponer es adecuada para el estudio de ciertos fenéme-
nos de evolucién, en los que se trata de conocer el devenir de un sistema partiendo del conocimiento de
su estado en un momento inicial, y del conocimiento de una ecuacién que describe su comportamiento
futuro. De ah{ la consideracién de funciones definidas en (0, 00), es decir, desde un momento en adelante
(en teoria de la senal se habla de ‘senales causales’). Sin embargo, en ocasiones interesa considerar
sistemas que no empiezan a evolucionar partiendo de un instante inicial, sino que poseen un pasado
ilimitado que es relevante en el problema a describir. Por lo tanto, sera 1til disenar una transformada
bilateral de Laplace que actiie sobre funciones definidas en todo R.

Consideraremos ahora exclusivamente funciones localmente integrables en R. Al espacio vectorial de

estas funciones lo denotaremos por £i (R).

Definicién 2.25. Se dice que f € L. _(R) admite transformada bilateral de Laplace si existen dos

loc
ntmeros complejos z y w, con Re(z) > Re(w), tales que las integrales

/ f(t)ye *tdt y / ft)e “tat (2.7)
convergen absolutamente. En ese caso, el conjunto

A= {O’ eR: / f(t)e 7" dt converge absolutamente}

es no vacio, su extremo inferior, denotado por o, (f) € [—00,00), se denomina abscisa de convergencia

absoluta inferior de la transformada bilateral de Laplace de f, y su extremo superior, denotado por

ol (f) € (—o00,00], se denomina abscisa de convergencia absoluta superior de la transformada bilateral

de Laplace de f.

En cuanto al conjunto del plano complejo donde la integral bilateral de Laplace (2.7) de una funcién
converge absolutamente, se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 2.26. Sila funcién f admite transformada bilateral de Laplace y o, (f) y o (f) son sus
abscisas de convergencia absoluta, se tiene que:

1) La integral (2.7) converge absolutamente para cada z € C con o, (f) < Re(z) < o (f).
11) La integral (2.7) no converge absolutamente para cada z € C con Re(z) < o, (f) o Re(z) > o (f).
111) Nada puede asegurarse a priori acerca de la convergencia absoluta de (2.1) si Re(z) = o, (f) o
Re(z) = o5 (f).
Este resultado justifica la siguiente definicién.
Definicién 2.27. Sea f una funcién que admite transformada bilateral de Laplace, y sean o, (f)y o (f)

sus abscisas de convergencia absoluta. Se llama dominio de convergencia absoluta de la transformada
bilateral de Laplace de f al conjunto

Dg(f) = {2 €C: o, (f) <Re(z) <o/ (f) }.

Se define la funcién transformada bilateral de Laplace de f, denotada por £;f, como
i) = [ st ze Dl

Como se puede adivinar, el cdlculo de una transformada bilateral se puede realizar mediante el cdlculo
de dos transformadas de Laplace. En concreto, si f es una funcién compleja definida en R, consideremos
la funcién f dada por

f)=f(=t), teR
Es sencillo probar el siguiente resultado.

Proposicién 2.28. La funcién f admite £, si, y sdlo si, las funciones f y f (o, para ser més precisos,
sus restricciones al eje real positivo) admiten £ y ademds o, (f) < —o4(f). Si este es el caso, se verifica

que o (f) = 0a(f), 0F (f) = —0a(f), y para cada z € D%(f) se tiene que
£f(2) = £1(2) + £f(-2).
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De acuerdo con este resultado, la clase de funciones con orden exponencial tanto en —oo como en oo
admitiran £.

Proposiciéon 2.29. Sea f:R — C tal que existen constantes M >0, K >0, a € R, 3 € R, a >0y
b < 0 tales que

|f(t)] < Me*t para todo t > a, If(t)] < KeP! para todo t < b.
Sia < 3, entonces f admite transformada bilateral de Laplace, y se verifica que o, (f) < a < 8 < ol (f).

Para no abundar en detalles, mencionaremos en este momento que, teniendo en cuenta la proposi-
cién 2.28, las propiedades de linealidad, traslacién, modulacién, escalado, y de holomorfia de la £ (junto
con la expresién de sus derivadas) permiten obtener propiedades similares, con las modificaciones opor-
tunas, en el contexto de la £;. Incluiremos a continuacién los resultados relativos a la £, de las derivadas,
del integrador y de la convolucién, en los que si se observan diferencias con el caso anterior.

Proposicién 2.30 (£, de las derivadas). Sea n un natural, y sea f:R — C una funcién de clase €™ a
trozos en R. Supongamos que para todo j € {0,1,...,n} la funcién fU) admite transformada bilateral
de Laplace y existen o, 8 € R con o < 3 y tales que o (f(j)) <a<pB<ofr (f(j)). Entonces, para cada
z tal que o < Re(z) < (3 se tiene que

Lo(f™)(2) = 2" Lo f(2).

Proposicién 2.31 (£, del integrador). Sea f € L] (R) y que admite transformada bilateral de Laplace,

loc
y supongamos que a > 0 pertenece a D(f). Entonces, la funcién g: R — C definida por

g(t)z/_ f(s)ds, tER,

admite £y, 0, (9) < a'y

Lpg(z) = %Ebf(z), para cada z con Re(z) > a.

Proposicién 2.32 (£, de la convolucién). Sean f y g funciones definidas en R tales que f es acotada, g
es integrable en R, y ambas admiten £, definidas en sus respectivos dominios de convergencia absoluta,
con DP(f)N DY(g) # @. Entonces, se verifica:

1) La funcién f * g admite transformada bilateral de Laplace y
o, (f+g) < supfoy (f) 00 (9)} o5 (f+g) = nf{o ()00 (9)}-
11) Para cada z € C con o, (f * g) < Re(z) < o (f x g) se tiene que
Lu(f *9)(2) = Lo f(2) - Log(2).

2.4. Aplicaciones de la transformada de Laplace

2.4.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias y sistemas de E.D.O.

La transformada de Laplace se aplica con éxito a la solucién de problemas de valores iniciales (tam-
bién llamados problemas de Cauchy) para ecuaciones diferenciales ordinarias lineales y con coeficientes
constantes. Su uso, puramente algoritmico, permite transformar dichos problemas en otros de natura-
leza algebraica, facilmente resolubles, y la transformada inversa de Laplace proporciona la solucién del
problema original.

Sea n un natural, y supongamos dadas constantes complejas ag, a1, ...,an_1y bo,b1,...,bn_1. Dada
una funcién compleja g continua a trozos en [0,00), nuestro objetivo es determinar la solucién f del
problema de Cauchy

FO) + a1 fOV@) 4 Faf (1) Faof(H) = g(t), >0, (2.8)
fE0) =by, k=0,1,...,n— 1. (2.9)
Se entenderd por solucién de este problema una funcién f de clase €™ a trozos en [0,00) tal que la

igualdad (2.8) se verifique en todos los puntos donde ambos miembros son continuos, y se satisfagan
ademas las condiciones iniciales (2.9) en el sentido de que

{ (k) (4) = — _
tLH(I)le (t) = by, k=0,1,...,n—1.
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Los teoremas clasicos de existencia de soluciones para este tipo de problemas aseguran que existe una
Unica solucién f. Mas atin, si g es de orden exponencial, la férmula de variacion de las constantes
permite probar que f también lo es, de modo que tiene sentido tomar transformadas de Laplace en
ambos miembros de la ecuacién (2.8). Pongamos £f = F, £9 = G. De acuerdo con la observacién 2.13
y con las condiciones (2.9), se verificard que

2" F(z) — boz"t — b1z 2 — . — by oz — by

+ay,_1 (2"71 F(z)— boz" "2 —by" - — bn_g) + .-

+a1(2 F(z) — bo) + ag F(z) = G(z),
ecuacion algebraica en la que es sencillo despejar el valor de F'. Como ya se ha indicado, resta calcular f
como la transformada inversa de Laplace de G, para lo que se dispone de los resultados de la seccién 2.2.

Un procedimiento similar se puede aplicar a los problemas de valores iniciales para los sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de primer orden, no homogéneas y con coeficientes constantes.
Su expresion general es de la forma

x'(t) = Az(t) + b(t), t >0, (2.10)

z(07) = =z, (2.11)
donde x(t) = (a:l(t),:rg t),...,xy (t))tr es la funcién vectorial incégnita, A es una matriz constante de
dimensién n x n, b(t) = (b1(t), b2(?), ... ,bn(t))tr es el término no homogéneo y g = (4,23, ...,28)"
es el vector de valores iniciales (la notacién (v1,...,v,)" indica que los vectores se consideran columna;
la transposicién es necesaria para que el producto matricial que aparece en (2.10) tenga sentido). Bajo
las condiciones habituales, la aplicacién de la transformada de Laplace a la ecuacién (2.10) es vilida, y
si ponemos £x = ¥ y £b = ¢ (componente a componente) y se utiliza (2.11), se deduce que

2p(z) —xo = AYP(2) + p(z),  esdecir, (2] — A)p(z) = p(z) + o,
donde I es la matriz identidad de orden n. Puesto que la matriz zI — A es invertible para z € C con
parte real suficientemente grande, en el semiplano Re(z) > « adecuado se puede despejar

P(2) = (2] = A) 7} (e(2) + mo),

y de nuevo resta realizar el calculo de la transformada inversa de Laplace de esta expresién para obtener
la solucién del problema de valores iniciales propuesto.

Ejemplos 2.33.
1) Resolvamos el problema de Cauchy
y'(t) —yt)=2t, t=0,
y(0) =0, y'(0) = 2.
Si ponemos Y (z) = £y(z) y aplicamos la transformada de Laplace en la ecuacién, la Proposicién 2.12

conduce a

22V (2) —y(0)z — y'(0) = Y (2) = 2 es decir, (22 = 1)Y(z) = 5 2,

de donde

Y(z)=— con lo que y(t) = —2t, t>0.

?7
11) Consideremos el sistema lineal dado, para ¢t > 0, por
2'(t) + y(t) = 2 cos(2t),
y'(t) + z(t) = sen(2t),

con condiciones iniciales z(0) = —1, y(0) = 0. Con la notacién utilizada en la descripcién general
de estos sistemas, en este caso seria

= (5 0) o= (). w0=() == ()

Si ponemos £x = 1, £b = ¢ (componente a componente) y aplicamos la transformada de Laplace,
se deduce, como vimos anteriormente, que

2z
v = G- e +an) = (5 1) | PR
E
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donde se ha utilizado (ver (2.6)) que
_c
22 4 2’

£(sen(ct))(z) = zQiJchQ’ ceC.

£(cos(ct))(z) =

Finalmente, se obtiene que
2 z

214 2 _1
\IJ(Z): Z—‘r4lz 1
z2 -1

de donde, aplicando la antitransformada de Laplace (ver el ejercicio 2.4), se deduce que

r() =27 (5 2+ ) = sen(@) ~Ch(n), gt =& (221_ ) = sh(r).

2.4.2. Teoria de sistemas lineales

De modo general, en Teorfa de la Senal se denomina sistema a toda transformacién que recibe una
senial (llamada de entrada o input) y devuelve otra (de salida o output). Si las senales de entrada y
salida son continuas (mds precisamente, en tiempo continuo; no confundir con el concepto matematico
de continuidad), es decir, estdn definidas para todo valor real, el sistema se llama en tiempo continuo o,
simplemente, continuo.

De entre las senales continuas destacamos las causales, que son aquellas nulas para valores negativos
de la variable t.

Un sistema L se denomina lineal si para cada par de senales f, g y escalares «, 3 se tiene que

Llaf+Bg)=aL(f)+6L(g).

Un sistema L se denomina invariante en el tiempo si verifica que L(f(t —to)) = L(f)(t — to) para
cada senal continua f y cada ty € R, es decir, si verifica que a un desfase en la senal de entrada responde
con el mismo desfase en la de salida.

Un sistema L se denomina estable si la respuesta a cada senal acotada es también acotada.

Un sistema L se denomina causal si para cada par de senales f y g tales que f(t) = g(¢t) para t < tq,
se tiene que L(f)(t) = L(g)(t) para ¢ < to.

El siguiente teorema caracteriza en términos més sencillos los sistemas lineales e invariantes en el
tiempo que son causales.

Teorema 2.34. Un sistema lineal e invariante en el tiempo es causal si, y sélo si, la respuesta a cada
senal causal es también causal.

Es usual referirse a los sistemas continuos lineales e invariantes en el tiempo como sistemas LTC (del
inglés “linear time-invariant continuous”).

En numerosas situaciones, los sistemas vienen descritos mediante ecuaciones diferenciales, y nos
restringimos aqui al caso en que dichas ecuaciones son lineales y con coeficientes constantes.

Definicién 2.35. Se dice que un sistema L estd definido por una ecuacién diferencial si existen naturales
m,n, con n > m, y constantes complejas ag, a1,...,a, y b1,..., by, tales que para cada senal de entrada
u, siendo y(t) = L(u)(t), se verifica que para cada t > 0,

any™ () + a1y V() 4 - -+ ary/ () + aoy(t)
= b ™ () + by u™ Y (#) 4 -+ by (8) 4 boul(t). (2.12)

Observacién 2.36. En general, para una senal de entrada fija u la ecuacién (2.12) puede admitir
multiples soluciones. Pero si se fijan n valores (iniciales) de la sefial de salida, entonces la solucién es
Gnica. Aun asi, el sistema puede no ser lineal a menos que se elijan adecuadamente las condiciones
iniciales. En concreto, una condicién suficiente para que el sistema definido por (2.12) sea lineal es la de
reposo inicial, consistente en imponer que

y(0) =y'(0) =... =y~ D(0) =0.
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Supongamos que el sistema anterior es un sistema LTC y causal bajo la condicién de reposo inicial, y
que tiene sentido aplicar la transformada de Laplace a los dos miembros de la ecuacién. De acuerdo con
las propiedades de £ se deduce que las funciones Y, U, transformadas respectivas de y y u, satisfacen

(anz" +an—12""+ a1z +ao)Y(2) = (bnz™ + bpo12™ -+ b1z + bo)U(2),
y resulta que

bn2™ 4 by 12 4+ 4 b b
m? FOmo1P B E R0 g (2.13)
2" 4+ ap_ 12" 4+ -+ a1z 4+ ag

La funcién T recibe el nombre de funcion de transferencia del sistema, y su transformada inversa de
Laplace, que llamamos h, es la respuesta al impulso (término cuyo significado quedard claro cuando
dispongamos de la teoria de distribuciones, ver 5.3.2). De acuerdo con la proposicién 2.15, la funcién
y se puede obtener entonces como y = h * u, de modo que el conocimiento de la respuesta al impulso
(0, lo que es lo mismo, de la funcién de transferencia y su transformada inversa) permite resolver el
sistema. Otras propiedades del sistema pueden ser estudiadas de forma sencilla si se conoce la funcién
de transferencia, como muestra el siguiente resultado.

Y()=T(2)U(z) =

Proposicién 2.37. Sea L un sistema LTC causal definido por la ecuacién (2.12) y en reposo inicial.
Entonces, L es estable si, y sélo si, todos los polos de su funcién de transferencia T' tienen parte real
estrictamente negativa.

Ejemplo 2.38. Supongamos que un sistema en reposo inicial estd descrito por la ecuacién diferencial
y"(t) = 3y'(t) + 2y(t) = u(t),  t=0.
Si se aplica la transformada de Laplace, como se ha descrito anteriormente, se obtiene que
1
2 _3:12 U(z) =T(2)U(2),

donde T es la funcién de transferencia del sistema. Si, por ejemplo, tomamos u(t) = ¢ para cada > 0,

entonces es inmediato que U(z) = 1/,2, de modo que
1 1 1 3 1
Y(z) = = — =
(2) 22(22-3242) 4(2—-2) =2-1 Tt

donde se ha descompuesto en fracciones simples de la forma usual. Entonces, se obtiene que

(22 =32 +2)Y(2) = U(2), es decir, Y (z) =

y(t) = (£71Y)(t) = i(e% —4e' +3+2t),

que es solucién de la ecuaciéon y cumple las condiciones iniciales. En cuanto a la respuesta al impulso,
sera,

1 1

z—2 z-=1

h(t) = (£71T)(t) = s*l( )(t) = et t>0.

No es dificil comprobar que se tiene que

t
3(62t74et+3+2t):/ (T —e€)(t—T)dr, t=>0.
0

Ejercicios

2.1 Dar un ejemplo de una funcién en £} (R} ) que no admita transformada de Laplace.

2.2

1) Dar ejemplos de funciones que admitan transformada de Laplace y para las que la abscisa de
convergencia absoluta sea finita o —oo.

11) Determinar el dominio de convergencia absoluta de la transformada de Laplace de una funcién
f €Ll (Ry) tal que existe M > 0 con f(t) =0 para cada t > M.

loc

2.3 Dar un ejemplo de funcién f € LL (R, ), sujeta a la acotacién (2.2) paraun a € R (|f(t)] < M e*?,

loc

t >b) perono para 8 < «, y para la que o,(f) < a.
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2.4 Sea H:R — C la funcién de Heaviside o funcion escalon, dada por

H(t) = X ) { 1 sit>0;
= O, = .

10:09) 0 sit<O.
Para las siguientes funciones (definidas tdcitamente sélo cuando ¢ > 0), se pide determinar si admiten
transformada de Laplace y, si procede, calcularla especificando su dominio de convergencia absoluta. En
todos los casos a denota una constante positiva y «, (3, ¢ nimeros complejos.

0 f(t)= H(t) ) f(t)=H(t—a) m) f(t)=c(H(t)— H(t —a))
) f(t) = V) f(t) = Ch(ct) vI) f(t) = Sh(ct)
VII) f(t) (ct) vii) f(t) = cos(ct) X) f(t)=t",neN
X) f(t)=t"et, neN X1) f(t)=e'H(3 1) x11) f(t) — H(t —a) e
x1n)  f(t ) Bt cos(at) X1v) f(t) = e Ptsen(at) XV) f(t) = e tsen?(t)
xvi) f(t) = /t x cos(2x) dx XVIl) f(t) = e H(t — 2)sen(t — 2).
0

2.5 Dibujar la grafica de la funcion
f(t) =cos(t) — H(t — 2m) cos(t — 2m), >0,
y calcular su transformada de Laplace.
2.6 Sea f:(0,00) — C una funcién de £} (R4 ) y periédica de periodo p > 0, es decir, tal que
ft+p) = f(1), t>0.
Probar que f admite transformada de Laplace, con o,(f) < 0. Demostrar que, si ¢ es la funcién
p(t) = f(O)Xpp(t) = f(t) — HEt —p)f(t—p),  t=0,

entonces £f se expresa en funcién de £¢ mediante la férmula
Lo(2)
£ = —
1) = 22
2.7 Sea a > 0. Consideremos la funcién f:[0,00) — C de periodo 2a y tal que
f)=1 si0<t<a; f(t)=-1 sia<t<2a.

1) Expresar la funcién o(t) = f(t) — H(t — 2a)f(t — 2a), t > 0, como una combinacién lineal de
trasladadas de la funcién de Heaviside.

11) Calcular las transformadas de Laplace de f y de .

2.8 La funcidon de error se define por

erf(t / —a? dx, t>0,
\/7

v la funcion complementaria de error es la dada por
erfc(t) = 1 — erf(?), t>0.
Determinar las £ de las funciones
f(t) = erfe (V) y g(t) = e’ f(t) = et erfc (\/Z)

Sugerencia: Apliquese el teorema de Fubini para intercambiar el orden en las integrales que aparecen.

2.9 Sea g € Ll _(Ry) que admite transformada de Laplace y tal que la funcién h(t) = g(t)/¢ también
pertenece a £} _(R;).

1) Probar que h admite transformada de Laplace con igual abscisa de convergencia que la de g.

11) Pongamos £g(z) = G(z). Demostrar que £h(z) = H(z) siendo H la tnica primitiva de —G,
H(z)z—/G(z)dz—FCb, Cp e C,

para la que lim H(z) = 0.

Tr— 00
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1) Sean @ y b ndmeros reales. Se considera la funcién

ft) = /Ot et — cos(bz) de, t>0.

xT

Si z es un nimero complejo con Re(z) > max{a, 0}, deducir de lo anterior £f(z).

2.10 Sea n un nimero natural y sea f una funcién de clase €2 en [0, 00) tal que f, f' y f son de orden
exponencial, y con f(0) =1, f’(0) = —n. Hallar la transformada de Laplace de f supuesto que

L+ -0 O +nft)=0, t>0.

2.11 Sea f una funcién de clase € en [0, 0), tal que f y f’ son de orden exponencial, y con f(0) = 0.
Sabiendo que

t
5/ e” cos (2(t — @) f(z)dz = ' (f'(t) + f(t)) — 1, t>0,
0
determinar la transformada de Laplace de f.

2.12 Calcular la transformada inversa de Laplace (continua a trozos en [0, 00)) de las siguientes funciones:

1) . 1) 4 111) 222374 v) 2 V) 2
2244 22(z + 2)2 (z—2)(224+22+2) z(22 4+ 4) (z—1)3
22 22 4+22241 z ze ?
Vl) —— VII) ——5—— m) —— 0 IX) ———
) ) ) @= ) 42249

22(22 4+ 1) 24 +4at’

2.13 Resolver las ecuaciones integrales siguientes para una funcién f:[0,00) — C:
t
1) f(t) =sen(t) + 2/ cos(t — x) f(x)dx
0
t
1) / e’ cos(t —x) f(x)de =t
0

) f(t) + / t 22 (1) do = e, siendo f(0) =0, f/(0) =1

0

v) /01 f(t — ) f(x)dz = 8(sen(t) — tcos(t))

2.14 Resolver los siguientes problemas de Cauchy:

=1
) =0, 2/(0) = 1.
2/ (t) —5x(t) =3¢t
) =3, 1:’(0) 1.
z(t)=H({t)—2H({t—1)+ H(t —2)
'(0) = 0.
"(t) = 3cos(t)
) =0, 2/(0) = —1.
@ (t +31:”( )+ 2z(t)=e tH(t —2)
= 2"(0) = 0, 2" (0) = —1.

2.15 Resolver los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden siguientes:
T2(t)+y'(t)+22(t) =0
1) ¢ 2'(t)+3y () +y(t)=0
z(0) =1, y(0) =0.
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1)

2.16 Sea a € R, B > 0. Dar ejemplos de funciones f:R — C bajo cada una de las siguientes condiciones:

1) f no admite £;.

1) f admite £, con Db(f) = C.

1) f admite £, con D2(f) = {z € C:Re(z) > a}.

1v) f admite £, con D%(f) = {z € C:Re(z) < a}.

V) f admite £, con Db(f) = {z € C: =3 < Re(z) < 3}.

2.17 Sean f y g las funciones definidas en R por
f)y=etb>0;  g(t)= H(t)sen(t).

Caleular o, (f g), 04 (f*9) y Lo(f x9).
2.18 Se considera la funcién f:R — C dada por

0 sit <=2,
) -1 si—-2<t<0,
f(#) = et si0<t<2,
0 sit>2.

Determinar la £ del integrador
t
o) = [t
—oo

indicando su dominio de convergencia absoluta.



Capitulo 3

La transformada Z

Es indudable que las transformaciones funcionales juegan un papel esencial en el estudio de los
modelos matematicos que rigen los modelos de las Ciencias. La que presentamos en este tema tiene la
virtud de permitir el anélisis de procesos discretos mediante el estudio de funciones analiticas. Entran en
juego ahora las nociones de polo, serie de Laurent, etc., que se introducen en un curso basico de Variable
Compleja.

Entre las aplicaciones de la transformada Z se encuentra el estudio de sistemas (de sefiales) discretos,
y aunque el proposito de estas notas es la presentacién rigurosa del aparato matematico, sin entrar en
detalles que serian propios de un curso especifico de Teoria de la Senal, usaremos también la terminologia
y notacion propias de ese campo del conocimiento.

3.1. Definiciones y propiedades generales

A partir de ahora consideraremos series de Laurent centradas en zy = 0, que se identifican con
una familia numerable indexada en Z, esto es, {a,}>2 _ . que denominaremos sucesidn (doblemente
infinita). En ciertos dmbitos, especialmente en Teoria de la Sefal, es habitual denotar a,, por a[n| para
n € Z, usando los corchetes para enfatizar que se trata de una senal discreta en distincién de las senales
continuas, en las que se usan los paréntesis: p.e. f(¢).

Por supuesto, también se contemplan las series de Laurent que representan funciones analiticas en
zo = 0, es decir, con parte residual nula. Andlogamente, juegan un papel destacado las denominadas
sucesiones causales, que son aquellas del tipo {a,}52 con a, =0sin<O0.

— 00
(o]
Recordemos que para una serie de Laurent Y. a,2" el conjunto de puntos donde converge absoluta-

n=—oo

mente, supuesto no vacio, es una corona circular determinada por dos radios 0 < p; < ps, concretamente:

o0
* La serie ). a,z" converge si |z| < pz y no converge si |z| > pa.
n=0

oo a
* La serie § —
n=1

z"n converge si |z| > p1 y no converge si |z| < p;.

Diremos que una serie de Laurent es convergente si su corona de convergencia absoluta es no vacia.

Definicién 3.1. Se dice que una sucesién {a,}5> admite transformada Z si la serie de Laurent

— 00

o0
> anz”™ es convergente. En este caso, la funcién

F(z) = i 42" = i ‘ZLZ + i 42" (3.1)
n=-—0oo n=0 n=1

(identificada con la sucesién {a_, 52 _ ) se denomina transformada Z de {a,}>

—00"

&) &)
La serie Y a,z~ " se denomina parte causal de la transformada, mientras que > a_,z™ es la parte
n=0 n=1
anticausal.

Se denomina corona de convergencia de la transformada Z de {a,} a la corona de convergencia

oo
n=—oo

o0
{z € C: p1 <|z|] < pa} de la serie de Laurent > a,z7".

n=-—oo

En adelante usaremos la abreviatura T'Z para referirnos a la transformada Z de una sucesién.

31
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Teorema 3.2 (inversién de la T'Z). Sea f una funcién holomorfa en un abierto que contiene a la corona
C ={z€C:p; <|z| < p2}. Existe una uinica sucesién de ntimeros complejos {a,}5> _ tal que en la
corona C' la funcién f coincide con la T'Z de dicha sucesién. Ademas se verifica:

1) La corona de convergencia de la T'Z de {a,}>2 _ . contiene a la corona C.
11) Para cada ntimero real 7, con p; < 1 < po, y para cada n € Z se tiene que
1

" o7 2| =7

f(2) 2" tdz

La sucesién {a,}>2 _ asi determinada se denomina transformada inversa Z de la funcién f.

—o0

Propiedades 3.3 (de la TZ). Sean {an}52_ oo v {bn}2L_ ., dos sucesiones que admiten T'Z, siendo
Co={2€C:p <lz| < p2} y Cr={2€C:r <|z| <ra}

sus respectivas coronas de convergencia y F, G las correspondientes T'Z.

1) Linealidad: Si Ry = méx{p1,r1} < Ry = min{ps, 72}, entonces para cada par de nimeros comple-
jos a, B, la sucesién {aay, + Bb,}2 _  admite TZ en una corona que contiene a

CaﬁCb:{zeC:R1<|z|<R2}.

Ademds, en esta corona la TZ de {aa, + Bb,}52 _ . es la funcién

— 00
aF +(G.
11) Conjugacion: La sucesién {a, }5° __ admite T'Z con corona de convergencia
Co={2€C:p <|z| < p2}
y su transformada es la funcién
F(z).

111) Traslacién (desfase): Sea p un niimero entero. La sucesién {a,p}52 _ ., admite T'Z con corona
de convergencia
Co={2€C:p1 <|2] < p2}

y su transformada es la funcién
2PF(2).

1v) Modulacién: Sea w un nimero complejo no nulo. La sucesion {w™a, }22 _ _ admite T'Z con corona
de convergencia
{z € C: |wlpr <|2] < |wlp2}

()

admite T'Z con corona de convergencia

y su TZ es la funcién

v) Derivacién: La sucesién {na, }5>

Co={2€C:p1 <|z| < p2}
y su TZ es la funcién
—2F'(2).

vI) Simetria (inversién en tiempo o “time reversal”): La sucesién {a_,}>2 __ admite TZ con

corona de convergencia

— 00

1 1
{zG(C:—<\z|<—}
P2

P1
1
F(f) .
z
vil) Convolucién discreta: Si Ry = méx{p1,r1} < R2 = min{ps, 72}, para cada ntimero entero n se
tiene que la serie numérica

y su TZ es la funcién

[e.9]

Z ag bp_g

k=—o0



3.1. Definiciones y propiedades generales 33

converge absolutamente; sea ¢, su suma. La sucesién {c,}>2 __ se denomina convolucidn de las
sucesiones {a,}22 _ vy {bn}52 _ .. Esta sucesién admite T'Z en una corona que contiene a

CaﬂCbZ{ZE(CZR1<|Z|<R2}

ylaTZ de {c,}52 _ . es la funcién

Notas: El producto de convolucién se denota por el simbolo ‘*’, esto es, ¢[n] = (a * b)[n].

viil) Producto de sucesiones: Si p1r) < pars la sucesion {apby, }52
contiene a

admite T'Z en una corona que

— 00

{z€C:piry <|z| < para}.

Ademds, si la funcién H es la TZ de {anb,}52 se tiene que

o0t
1 G
H(z) = Sy F(i>ﬂdw, donde r <r<ry y rp1 <|z| <rp2
™ |w‘:r w w
o también
1 F
H(z) = 5 MG(i)dw, donde p1 <p<py y pri<|z|<prs
i Jjw=p w w

Ejemplos 3.4. En los siguientes ejemplos utilizaremos la notacién simplificada a[n] para referirnos a la
sucesion (o senal, como se prefiera) {a,}52 . Este abuso, suprimiendo el dominio de las funciones, es
habitual y en el contexto adecuado no causa mayores inconvenientes.

1) Si denotamos por § al impulso unidad, es decir, la sucesién cuyos elementos son

1 sin=0,
On = 8[n] = {0 sin#0;
su TZ es la funcién Cy constantemente igual a 1: C1(z) = 1, z € C. Entonces, para p € Z la funcién
G(z) = 2P = 2P C1(z) es la transformada del desfase d[n + p| (ver propiedad 3.3.111), de donde se
sigue inmediatamente que para a € C

o TZ(adln+p])=az’
con corona de convergencia igual a todo C sip > 00 C\ {0} si p < 0.
11) Consideremos la sefial escaldn €, cuyos valores son

en = €[n] = 0 sin <0,
" 11 sin>0.

Su T'Z, que tiene parte anti-causal nula, es la suma geométrica

=~ ., =1 1 z
FR)=)"=) Z=1o1;= ;-7 F>1
n=0

n=0

(recuérdese que una serie geométrica converge si, y sélo si, su razén tiene médulo menor que 1). En
consecuencia, si w # 0, la sucesién {w™e[n]}22 admite T'Z (ver propiedad 3.3.1v) y

n—=—oo

z

o TZ(w"eln]) =G(z) = F<E) _

z

z—w
con corona de convergencia {z € C: |z| > |w]|}.
111) Si se revierten en tiempo las sefiales del apartado anterior, esto es, considerando
_ w™" sin<0
n] =w "e[-n] = .
gl [=n] { 0 sin > 0;
en virtud de la propiedad 3.3.vVI1, estas admiten T2 y

o TZ(w "e[-n]) = G(é) = 1/:/_zw 1 —1wz Tz —_qlu/w

con corona de convergencia {z € C: |z| < 1/|w|}
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1v) Aplicando la propiedad 3.3.v la senial cuyos valores son

0 sin <0,
flol = neln] = {n sin>0;
admite T'Z con la misma corona de convergencia {z € C: |z| > 1}, y su valor es:
!/
o TZ(nen]) =—= (z i 1) = (z—Zl)2 =z2(z—1)72.

Segin 3.3.111, resulta que TZ((n — 1)€[n — 1]) = 27T Z(nen]) = (z —1)72 para |z| > 1;y
derivando de nuevo

e TZ(n(n—1)en—1]) =—z((z - 1)*2)/ =22(2—-1)73, |z| > 1.

Volviendo a razonar igual TZ((n—1)(n —2)eln —2]) =27 'TZ(n(n —1)eln —1]) =2(z — 1)73,
y derivando

!

o TZ(n(n—1)(n—2)en—2)) =2 (2 (2 — 1)—3) =62(z—1)"*, |2 >1.
Recurrentemente, se deduce que
. TZ(n(nf1)~~(nfk+1)e[n7k+l]):k!ﬁ, |z] > 1.

Finalmente, nétese que n(n —1)---(n—k+1)eln—k+1]=n(n—1)---(n—k+ 1) €[n] pues para
n < k el coeficiente n(n — 1)---(n — k 4+ 1) se anula y para n > k, es decir, n — k > 0, se tiene que
€[n] =1 = €[n — k + 1]. Atendiendo a los coeficientes binomiales, la férmula anterior se reescribe

n z
Combinando lo anterior con la propiedad 3.3.1v, para w # 0 se sigue que
ny whz

3.1.1. La TZ unilateral

Algunos autores se refieren a la transformada Z aplicada sélo a sucesiones del tipo {a, }52, (limitadas
por la izquierda), esto es

{an}lo— F(z) = Z anz”~ "
n=0

Es a esta transfromacién a la que damos el nombre de transformada Z unilateral, denotémosla por T'Z,,.
Del mismo modo, muchos programas de célculo simbélico (p.e. Maple©) implementan esta definicién
en sus librerfas. No hay grandes diferencias en adoptar esta definicién o la que hemos dado en (3.1)
(que podemos denominar bilateral). Si identificamos las sucesiones {a,}52, con sucesiones doblemente
infinitas causales (obviamente dando el valor 0 para n < 0), entonces la T'Z,, es una mera restriccién de
aquella al subespacio vectorial de las sucesiones causales, mientras que la bilateral se puede obtener de
la unilateral segtin muestra la propiedad 3.3.vi. Evidentemente, todo lo que se puede decir sobre la T'Z
bilateral se particulariza a la unilateral, asi pues son igualmente validas para ésta las propiedades 3.3.1,
3.3.11, 3.3.1v, 3.3.v, 3.3.vil y 3.3.VIII; es evidente que no tiene sentido para la T'Z,, la inversién en tiempo
3.3.VI. Aparte de esto se tienen unas peculiaridades que se exponen a continuacién.

Observacidén 3.5. La convolucién de sucesiones causales {a, 152 _ v {bn}22 _ 1o es otra cosa que el
producto de Cauchy de las sucesiones {an }52, v {bn}52o; explicitamente, si ¢[n] = (a * b)[n], entonces
n
¢[n] =0 para n<0 y cln] = alk]bln — k] para n>0.
k=0

Proposicién 3.6 (TZ, de desfases). Sea {a,}>2,, {bn}>, sucesiones que admiten T'Z. Pongamos

an=0=b, paran <0y F(z) =TZ({an}32_) =TZ,({an}2), G(2) = TZ({bn}2_o)-
1) La corona de convergencia de la transformada F(z) de {a,}52, es el exterior de un disco, es decir,
de la forma {z € C: p < |z|}; lo mismo se puede decir para cualquier desfase suyo {an4p}oe_ o,

pues la parte anticausal consta eventualmente, si p < 0, de una cantidad finita de términos no nulos.



3.2. Transformada inversa Z de fracciones racionales 35

1) 1. Sip <0 el desfase {an+4p}ney, identificado con la sucesién doblemente infinita
n=0 n=—p
{...,0,0, 0,...,0, ao ,a1,a2,...,Gn,...},
tiene T'Z,, igual a 2P F'(z) (como en 3.3.11I).
2. Pero si p > 0, la sucesién desfasada {an4p}5%, que se identifica con el “truncamiento” del
desfase {an4p}o> _ . haciendo nulos los valores para n < 0, o lo que es lo mismo, con la sefial
n=0

g[n] = e[n}a[n—l—p] = { 5070707 Ap , p4+1,Ap+42; - - - aap+na"'}>

tiene T'Z, con la misma corona de convergencia que F(z), igual a la funcién

G(z):zp<F(z)faof?f—f...f

3.2. Transformada inversa Z de fracciones racionales

La féormula de inversiéon dada en el teorema 3.2 es, a todas luces, de dificil ejecucién en la practica.
No obstante, para funciones sencillas (en concreto, los cocientes de polinomios) las propiedades ante-
riores proporcionan argumentos viables para determinar tal inversiéon. Explicaremos someramente estos
argumentos, ilustrados luego con algunos ejemplos:

Si Py @ son polinomios en la variable z con coeficientes complejos es posible reescribir la fraccion
racional F(z) = P(Z)/Q(z) de la forma

R(z)
—aptaiz4+az’+...+a 2P+ —
Q)
donde C' es el cociente de la divisién de P entre @ (si eventualmente el grado de P es mayor o igual que
el de Q) y R es el resto de tal divisién. Luego, si 71,72, ..., 7 son las raices de @, la fraccién R(Z)/Q(Z)
se puede descomponer, como se indica en la observacion 2.23, en fracciones simples de la forma (2.5).

En virtud de la linealidad es suficiente determinar la transformada inversa de los monomios del
cociente y de las fracciones simples:

1) Segun el ejemplo 3.4.1 es obvio que para p > 0

n=-—p n=0
la transformada inversa de ap 2¥ es ap,d[n+p/ ={...,0,0,0, a, ,0,0,..., 0O

)

con corona de convergencia igual a todo C.

11) Para fracciones simples G(z) = ————— la cuestién es un poco mds complicada, pues si r # 0
z—r

existen dos coronas disjuntas donde tales funciones admiten desarrollos de Laurent centrados en
zo = 0: {|z| > |r|} ¥ {|z] < |r|}. Si atendemos a la préctica:

a. cuando en Teorfa de la Senal se consideran desfases u de senales causales (i.e., con tiempo de
encendido finito: u[n] = 0 para n < ng, ver ejercicio 3.5), la corona de convergencia de su TZ
es el exterior de un disco centrado en zg = 0 (ver proposicién 3.6.1);

b. por otro lado, en la teorfa de sistemas discretos se consideran senales u sumables (la serie

o0
> |u[n]| es convergente), lo que implica que la corona de convergencia contiene a la circun-
n=—oo

ferencia unidad {|z| = 1}.

Estas consideraciones nos indican la forma de proceder:

1 1
Pongamos m = k + 1 (i.e. k = m — 1) y consideremos la funcién G(z) = ( ym = ( R
z—r z—r)k

Segun el ejemplo 3.4.1v se tiene que
z

20() = ey =12 (le(:) r"e[n]) _ 77 (TW}_l(m’i ) r"e[n]) R

Pero segtn la propiedad 3.3.111

G(2) = 212 G(2) :TZ< ! ("‘1

rm—l
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Ejemplos 3.7. En estos ejemplos aplicaremos las consideraciones anteriores a dos casos concretos.
3

1) Sea F(z) = 21 Esta funcién tiene polos simples en z = 1y z = —1, por lo que las coronas
22 _

donde es susceptible de desarrollar en serie de Laurent son {|z| > 1} y {|z] < 1}. Calculemos su
transformada Z inversa en la primera de ellas. Primero escribamos

F(z) 22 1 1 1 1 1
e s Tk S SRS By Rk o R CEES
de donde se sigue que (ver ejemplos 3.4.1 y 3.4.11)
1 =z 1 =z 1 1
F(z)= - ——=TZ( 1 -TZ —=-TZ((-1)"
)=zt 3 .7 3757 (8[n+1]) + 5 TZ(eln]) — 5 TZ((=1)"e[nl) ,

con corona de convergencia {|z| > 1}. En resumen, la transformada inversa de F' es la senal

pli] = 8l + 1]+ 5 efn] — 3 (~1)"eln].

z
(z=1/2)(z—2)
Si buscamos soluciones de T'Z(y¢) = F con @[n] sumable, de entre todas las coronas donde F'
admite desarrollo de Laurent, la unica que contiene a la circunferencia unidad es {1/9 < |z| < 2};
en ella buscaremos la transformada Z inversa. Se tiene que

Fz) = z _ 1 2 1 2 1 ) _ 2z _ 2z -
32z-2 3z-1)

1) Sea F(z) = . Esta funcién tiene polos simples en z = 1/9 y z = 2.

C-12)E-2 G-1kE-2) :Z(§Zf2_§z—1/2

Por una parte, segtin 3.4.11, se tiene que

z 1
—=TZ(2™" , > =,
T2 ). > g
y atendiendo al ejemplo 3.4.111 y la propiedad 3.3.111, se deduce que
z —2-1 1
——=-2z————=TZ(—2"€[-n—-1]), <o =2
z—2 = 1/9—1 ( el-n—1)) 12 |2-1]

Recogiendo la aportacién de los dos términos, la transformada Z inversa de F' con corona de con-
vergencia {1/9 < |z] < 2} es la senal

D) 2n+1 2—n+1

eln] = g(— 2"e[—n — 1] — 2_"6[71]) =-—3 e[-n—1]— 3

Si se buscan soluciones ¢ con tiempo de encendido finito, la corona de convergencia resulta ser
{[2] > 2}; en este caso para la fraccién /(, — 2) se razona igual que con la otra obteniendo

p[n] = %(2”'|r1 — 27" ) €[n].

€[n].

3.3. Relacién de la T'Z con otras transformaciones

Los distintos métodos de tratamiento de ecuaciones funcionales son a veces variaciones adaptadas a la
naturaleza del problema concreto a tratar de una mismo planteamiento abstracto: a saber, la descripcién
de cierto fenémeno en un sistema de referencia constituido por autofunciones, o si se prefiere, en términos
del espectro de frecuencias de las funciones (o senales, etc.). Por ejemplo, las transformaciones de Fourier
son ttiles para funciones de cuadrado integrable (i.e. sefiales de energia finita periédicas o no periddicas),
mientras que la de Laplace es aplicable a una gama maés amplia de funciones a transformar.

En esta seccién se pone de manifiesto el comentario anterior en dos situaciones distintas.

3.3.1. Relacién de la T'Z con series de Fourier

Recordemos que si f es una funcién compleja, periddica de periodo 27 y localmente integrable, se
define la serie de Fourier de f como la serie trigonométrica
o0

a s |
?0 + ; (ak cos(k x) + by, sen(k:z)) = Z cp etk

k=—o0
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cuyos coeficientes vienen dados por las expresiones

ak:% :f(x) cos(kz)de k>0, y bk:% :f(x) sen(kx)dr, k>1,
o lo que es lo mismo,
cr = % f( Ye tkTdr . ke,
El nimero ¢ recibe el nombre de k-ésimo coeficiente de Fourier de f y se denota también por f(k) ; se
tiene que c¢g = %; L = M y Cc_g = M, k > 1; o dicho de otra forma, ax = ¢ +c_

para k>0, v by=i(ck —c—g) si k>1.

Supongamos ahora que {c, }°° ___ admite TZ y que su corona de convergencia contiene a la circun-
ferencia T = {z € C: |z] = 1}. Si F es su transformada, entonces

i cpz "t = Z + Z c_pz"
n= 1

n=—oo
o0 o0
es holomorfa en esa corona, lo que implica que las series numéricas > c¢_, y Y. ¢, convergen absolu-
tamente y, por tanto, la serie trigonométrica = "
o0 o0 o0 1
Z N Z cn(e” " = Z Cn s siendo z = e, |z| = 1,
n=-—oo n=—oo n=—oo

es la serie de Fourier de una funcién continua y 27-periddica f hacia la que converge uniformemente.

3.3.2. La TZ como transformada de Laplace

Consideremos una sucesién causal {c,}>2 , de ntimeros complejos. Dado 0 < & < 1, a partir de esa
sucesién se define la funcién f en [0, c0) mediante

f(:r):%n si z€n,n+el, n>0;

(Nota: Esta funcién es de las que se denominan numerablemente escalonadas).

Es evidente que f es localmente integrable y que su integral en cada intervalo [n,n + ] es ¢,; si € es
pequeno f concentra el valor ¢, en torno al punto n o, dicho de otra forma, cuando £ — 0 la restriccién
de f a un entorno del punto n es el producto de la constante ¢, por una aproximacion de la identidad
en dicho punto.

Fijado s € C, supongamos que existe £f(s fo e st dt, i.e. que es finito el limite
k k—1 n+e 00 —st = St 7s(n+6 —sn
c e n+e —e
lim e tdt = lim LTSt dt = c
k—»oo\/o f( ) k—»ooT;)/n S 1’; " —S8€ lt=n 7;)

%) _ _ %)
E 7577,65671 656715 s\—n

- € —se | —se e ()7,
n=0 n=0

Por otra parte, se tiene que

%6 _ _
lim = lim =exp/'(0) =1,
e—  —se e—  —se

—se —se 60

de manera que el limite de £f(s) cuando € — 0 es la T'Z de la sucesién {c, }52 en el punto z = e®.
Notemos que £f(s) estd definida para Re(s) > o, siendo o la abscisa de convergencia de £f, por lo
o0

k

que la serie 3 ¢, 27% convergerd para |z| = [e®] = eR¢(*) > 7 = p > 0; es decir, como ya sabfamos, en

k=0
el exterior de un disco centrado en zg = 0 (ver proposicién 3.6.1).

En el lenguaje de la ingenieria es usual escribir

2(2% 5z — n))(s) = Z;JC,LE((S(JC —n))(s) = Z%Cne ns

Dar sentido riguroso a la expresién anterior es uno de los objetivos de los siguientes capitulos.
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3.4. Ecuaciones en diferencias. Aplicacién al estudio de sistemas lineales

Dada una sucesién {u, }3° ___ o, si se prefiere, una senial u[n], se definen las diferencias progresivas
de u[n] como
2
Au, = Un+1 — Un Afu, = A(Aun) = Upt2 — 2Upt1 + Up, etc.

y las diferencias regresivas de u[n| como
Vi, = tn — Up_1, Viu,= V(Vun) = tp — 2Up—1 + Up—2, etc..
Una ecuacion en diferencias o ecuacidn recurrente es una ecuacion en la incégnita u[n] del tipo
ag[n]uln] + a1[n]un — 1]+ ...+ an[n]uln — N] =bn], ne€Z, (3.2)

donde las sucesiones de coeficientes ag[n], k = 0,1,..., N y la sucesién “término independiente” b[n] son
conocidos.

El nombre que se les da se debe al hecho de que la expresién (3.2) se puede reescribir facilmente en
términos de las diferencias (en este caso, regresivas) de u[n]. La resolucién de este tipo de ecuaciones es,
en general, complicada, pero cuando los coeficientes aj son constantes la T'Z proporciona un formalismo
algebraico muy ttil en su tratamiento y, en particular, en el estudio de los sistemas de senales discretos.
Los ultimos ejercicios de este tema (del 3.16 en adelante) son ejemplos de aplicacién de la T'Z a la
resolucién de ecuaciones recurrentes.

En cuanto a los sistemas lineales, haremos un breve compendio de los aspectos mas relevantes para
finalizar exponiendo como se usa la T'Z en su tratamiento.

Un sistema discreto es un operador L que, recibiendo una senal de entrada discreta, devuelve otra
senal discreta. Un sistema L se denomina lineal si para cada par de senales u, v y escalares «a, 3 se tiene
que L(au+ Bv) = a L(u) + B L(v).

Un sistema L se denomina invariante en el tiempo si verifica que L(u[n — ng]) = L(u)[n — ngl, es
decir, si verifica que a un desfase en la senal de entrada responde con el mismo desfase en la de salida.

Un sistema L se denomina causal si para cada par de sefiales u y v tales que u[n] = v[n] para n < ny,

se tiene que L(u)[n] = L(v)[n] para n < ng.
Teorema: Un sistema lineal discreto e invariante en el tiempo es causal si, y sélo si, la respuesta

a cada senal causal es también causal.

Es usual referirse a los sistemas discretos lineales e invariantes en el tiempo como LTD (del inglés
“linear, time-invariant, discrete”).

Para un sistema LTD la respuesta 7 = L(6) al impulso unidad se denomina respuesta al impulso.

Un sistema LTD se denomina estable si la respuesta a cada senal acotada es también acotada. Resulta

que un LTD es estable si, y s6lo si, la respuesta al impulso 7[n] = L(6)[n] verifica que > |7[n]| < cc.

Ejemplo 3.8. La férmula
y[n] = L(u)[n] = u[n] — 2u[n — 1] + uln — 2], nez,

define un sistema lineal, invariante en el tiempo y causal.
La respuesta al impulso estd definida por

T[0] =46[0] =1, 7[1]=-24[0]=-2, 7[2]=9[0]=1, Tin]=0 si n#0,1,2,

lo que permite reescribir el sistema en términos de una convolucién

yln] = 70l uln] + T[Juln = 1]+ 7[2Juln 2] = Y 7ljluln - j]. (3-3)

j=—oc0

La férmula (3.3) no es anecddtica, es valida para todo sistema LTD. Si denotamos por Y (z), T'(z) y
U(z) a las correspondientes transformadas Z de las sefiales, la propiedad 3.3.viI establece que

Y(2)=T(2)U(z)

en la correspondiente corona de convergencia.

Definicién 3.9. Para un sistema LTD, la T'Z de su respuesta al impulso 7, T(z) = Y. 7[n]z7", se

denomina funcion de transferencia del sistema.
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La funcién de transferencia caracteriza también ciertas propiedades de un sistema LTD, por ejemplo:

Teorema 3.10. Un sistema LTD es causal si, y sélo si, su funcién de transferencia T' converge en el
exterior de un disco centrado en zp = 0 y existe | lim T(z) € C.

z|—o0

Teorema 3.11. Si un sistema LTD tiene funcién de transferencia racional T'(z) = P(Z)/Q(Z) , entonces:
1) El grado de P es menor o igual que el de Q.

11) El sistema es estable si, y s6lo si, los polos de T estdn dentro del disco unidad {|z| < 1}.

Las ecuaciones en diferencias juegan, para senales discretas, un papel andlogo al de las ecuaciones
diferenciales con senales continuas. Al igual que en este ultimo caso las complicaciones de célculo son
enormes salvo para situaciones sencillas. No es dificil de comprender el porqué nos restringimos al estudio
de ecuaciones lineales con coeficientes constantes que, por otra parte, caracterizan los sistemas LTD que
se manejan habitualmente y que se describen a continuacién.

Definicién 3.12. Se dice que un sistema L estd definido por una ecuacién en diferencias si existen
naturales N, M y constantes complejas ag,a1,...,an v b1,...,by tales que para cada senal u, siendo
y[n] = L(u)[n], se verifica que

y[n] +bryln — 1+ ...+ byyln — M] = agu[n] + aquln — 1]+ ...+ anuln— N], neZ. (3.4)

Observaciones 3.13.

1) El ejemplo 3.8 es un caso particular sencillo de lo descrito arriba. Dejamos como ejercicio al lector
comprobar que, efectivamente, la férmula (3.4) define un sistema LTD y que, ademads, estos sistemas
son causales.

11) En general, para una senial de entrada fija u la ecuacién (3.4) puede admitir miltiples soluciones.
Pero si se fijan M valores (iniciales) de la senal de salida y[j + 1], y[j + 2],...,y[j + M], entonces
la solucién es tnica y, de forma tedrica, puede ser obtenida recurrentemente. Por ejemplo si u es
causal, entonces y es causal, entonces y[—1] = y[—2] = ... = y[-M] = 0 y queda determinado el
valor y[0]; conocido éste tiltimo se determina y[1], y asi sucesivamente.

1) La férmula (3.3) proporciona otra forma de resolucién directa del sistema que evita la recurrencia.
Para ello es necesario conocer la respuesta al impulso o, lo que es lo mismo, la funcién de transferencia
y su inversa Z. Abordamos a continuacién el estudio de esta cuestion.

Si tomamos T'Z en (3.4), de las propiedades de linealidad y desfase se deduce que las funciones Y,
U, transformadas respectivas de y y u, satisfacen

(1 +bz7 N+ sz_M) Y(z) = (ao +az .+ aNz_N)U(z)
y resulta que la funcién de transferencia del sistema es racional

T(z) = Y(2) _ o +aiz 4. +anz N _ M-N ON +an_1z24 ...+ a,zN ' (35)

U(Z) 14+biz7 4+ ... +byzM by +by—1z2+ ...+ 2M
Puesto que el sistema es causal, segiin el teorema 3.10, la corona de convergencia de T es el exterior de
un disco centrado en zg = 0. Esto determina de forma univoca la transformada inversa Z de T y, por lo

tanto, la respuesta al impulso.

Ejemplos 3.14.
1) Consideremos el sistema y = L(u) definido por
y[n] —3y[n — 1]+ 2y[n — 2] = u[n] + uln — 1], nez.
La funcién de transferencia del sistema es

_ 14271 _ z+ 22 z 4 22 3z 2z
T 1-3z 14222

T(z)

T 22-3z+2 (z—1)(z—2) 2-2 z-1"
cuyos polos se encuentran en z = 1y z = 2, por lo que su corona de convergencia es {|z| > 2}.
De lo obtenido en el ejemplo 3.4.1v se deduce que la respuesta al impulso T es

T[n] = (3-2" —2)€[n].
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El sistema no es estable pues la serie | | = (3-2™ —2) no converge (véase también el

teorema 3.11). Las soluciones vienen da:ias seguin la formula (3.3):
y = (T *u); es decir, y[n] = ZT[ 23 20 —un—j], nez.
7=0

j=—o0

Obviamente las sumas anteriores no tienen sentido para toda senal u; ahora bien, si se trabaja con
sefiales causales y sus desfases (con tiempo de encendido finito, i.e. verificando que u[n] = 0 para
n < N, con lo que u[n — j] = 0 para n — N < j), esas sumas resultan ser finitas

23 2 —un—-j], nel.
7=0

11) Siel sistema y = L(u) esta definido por
yln] —3y[n —1]+3yn—2] —yn—3] =uln— 2], nez,

su funcion de transferencia es

272 z z

T(z) = _ _
(2) 1-327143272—273 23-322432z—-1 (2—1)3"

con corona de convergencia {|z| > 1}; segin el teorema 3.11 el sistema no es estable.

Ejercicios
3.1 Determinar la corona de convergencia de la TZ de una sucesién {a, }>2 ___ con un ndmero finito

de términos no nulos.

3.2 En los siguientes casos, determinar la corona de convergencia de la T'Z de la sucesién {a, }5>
1) a,=(2""4+3"")€ln| ) ap, = (2" +3")e[—n]
1) a, = cos(nN7/9) e[n] + (2" + 3™) e[—n].

—00"

3.3 Calcular la T'Z de las sucesiones siguientes, indicando asimismo la corona de convergencia:
1) a, =2nen—2] 1) a,=2ne—n—2] ) a, = (—1)" €[-n)
V) a, = €[4 —n V) ap = (n®+nd")en].

3.4 Calcular la T'Z de las sucesiones siguientes, indicando asimismo la corona de convergencia:
1) a, = cos(N7T/9) €[n] 1) a, = sen(n7/9) €[n] ) a, = e e[n] + 2"e™Ve[—n].

3.5 Se dice que N € Z es el tiempo de encendido (switch-on time) de la senal discreta u si u[n] = 0 para
n < N y u[N] # 0. Andlogamente, M es el tiempo de apagado (switch-off time) de la senal u si u[n] =0
paran > M y u[M] # 0.

Sean u,v dos senales discretas con tiempos de encendido finitos Ny, Na, respectivamente, y tiempos
de apagado finitos M7, M>, respectivamente. Calcular los tiempos de encendido y apagado del producto
de convolucion u * v.

3.6 Una senal u se dice periddica si existe un niimero natural k > 0 tal que
uln + k] = uln) para todon € Z.
Una senal causal u se dice periddica si existe un niimero natural & > 0 tal que
u[n + k] = u[n] para todo n > 0.
1) Investigar qué sucesiones periédicas admiten T'Z.

11) Determinar la T'Z de una senal causal y periddica.
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3.7 Sea F una funcién racional que no tiene polos en la corona {z € C : p; < |z| < p2}. Probar que, si
{an}2 _ . es la transformada inversa Z de F en la citada corona, entonces

ap = Z Res (2" 'F(z),a) .
a es polo de z" " 1F(z)
la|<p1

3.8 Para una senal causal u su T'Z viene dada por

1

O =2

Probar que u es sumable y calcular u.

3.9 Para las siguientes funciones determinar la transformada inversa Z en las distintas coronas admisi-
bles. Indiquese también el caracter sumable de la senal, o si tiene un tiempo de encendido finito.

D) F(z) = ﬁ m) F(z) = Z4;f ;jf; ! m) F(z) = ﬁ
53
V) F(z)= GG A
3.10
1) Calcular la senal causal cuya TZ es F(z) = zQL—i—l .
11) Utilizando la convolucidn, calcular la sefial causal cuya T'Z es G(z) = ('222_51)2 .

3.11 Determinar la transformada inversa Z de las siguientes funciones en la corona {0 < |z|}:

1 1 Ch(z) -1
1) F(z) = (7> ) F(z)= <7) mr) F(z) = ———.
) F(z) = sen ; ) F(z) = cos , ) F(z) 7
3.12 Para los siguientes LTD se pide calcular la respuesta al impulso y determinar cudles son causales
y cuales estables:
= un+1)+un—1 X i 1
Dyl = S 2] w) o] = Ly g = 5 2]

j=—o00 2 j=n

3.13 Un LTD causal viene descrito por la ecuacién en diferencias

yln] + 5yl — 1] = uln].

1) Calcular la respuesta al impulso del sistema.
11) Calcular la respuesta a la entrada u[n] = 27 "¢[n].

1) ;Es estable el sistema?

3.14 Se considera el LTD dado por la ecuacién en diferencias
yln] —yln — 2] = u[n —1].
1) Calcular la funcién de transferencia del sistema.

11) Calcular la respuesta a la entrada u[n] = cos(n¢)e[n] .

3.15 Un LTD causal viene descrito por la ecuacién en diferencias
1
yln] = 5 yln = 2] = uln] +uln —1].
1) Calcular la respuesta al impulso del sistema.

II1

)

11) ;Es estable el sistema?
) Calcular la respuesta del sistema a la senal escalén e.
)

1v) Calcular la respuesta a la entrada u[n] = €[n] + €[n — 2].
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3.16 Utilicese la T'Z para determinar las soluciones generales de la ecuacion de Fibonacci:
Tp42 = Tpt1 + Tn, n>0.

Indicacion: Hagase uso de la férmula presentada en la proposicion 3.6.11.2 para expresar las soluciones
en términos de las condiciones iniciales xo y 1.

3.17 Resolver la ecuacion en diferencias
Yn+2 + Yns1 + 2yn = €™ n>0,
siendo yo=3,y1 =1.

3.18 Sea P(z) = 2P +ap—12P"' + ...+ a1z + ap un polinomio con p rafces distintas: r1,72,...,7,
(i.e., que factoriza de la forma P(z) = (2 —71)(z — r2) --- (2 — 1p)). Probar que todas las soluciones de
la ecuaciéon recurrente

Yntp + Op—1Yntp—1+ -+ A1 Yny1 + a0 Yn =0, n=>0,

son de la forma y, = Cir{" + Corg' + ...+ Cypr,', siendo C1,Cs, ..., C) constantes complejas.

3.19 Resolver la ecuacién en diferencias

{ Tn+1 —Yn = 1 n>0,
Tn —Ynt+1 = -1
siendo zg =1, yo = 0.
3.20 Resolver la ecuacion en diferencias
{xn+l_yn+1_2xn = 2" n>0,
Tn41 + Yn4+1 — 2yn = 0

siendo xg = yo = 1.



Capitulo 4

Introduccion a la teoria de distribuciones

Aunque se venia usando durante tiempo, no es hasta 1930 que Paul Dirac, en su libro Principios de
mecdnica cudntica, establece una definicién de la “funcién” delta (0). Aunque contraviniendo todas las
reglas de las funciones al uso (una funcién que se anula en todo punto menos en uno, donde vale co, y
que tiene integral 1), sin embargo se demostré una herramienta extremadamente 1til en la descripcién
y tratamiento de numerosos problemas de la Fisica y la Ingenieria.

Para mayor estupor de los matemdticos Dirac tuvo incluso la (feliz) osadia de derivar esta funcidn,
un sinsentido en el contexto de las funciones en el sentido clasico, pero una idea fructifera y herramienta
indispensable en la actualidad en las matemadticas aplicadas. Como en muchos otros campos, la Ma-
tematica se ha desarrollado espoleada por los retos de la Fisica, para dar respuesta a los modelos que
empiricamente esta tltima desarrolla. Asi, alrededor de 1948 y fundamentalmente gracias a los trabajos
de L. Schwartz y S.L. Sobolev, se establece el marco adecuado donde alcanzan pleno sentido y rigor,
no s6lo la § de Dirac, sino también una amplia gama de las que denominamos distribuciones, término
introducido por Schwartz, que predomina en la escuela francesa y que procede de la generalizacion del
concepto de distribucidon de masa (o funcién de densidad) suscitado por la mencionada § de Dirac. Este
aparato matematico consiste, vagamente hablando, en ampliar el concepto de funcién incluyendo las fun-
ciones clésicas, por lo que también las distribuciones se denominan funciones generalizadas, dependiendo
del gusto personal o de la escuela a la que se pertenezca.

Este capitulo se dedica a presentar de forma concisa el concepto de distribucién y sus propiedades. Por
razones de simplicidad nos constrenimos al caso unidimensional pero, salvo las complicaciones habituales
de notacién y alguna otra, todo se puede generalizar, casi palabra por palabra, al caso de funciones de
varias variables reales.

4.1. El espacio Z(R). Distribuciones

Lema 4.1. Sean f, g funciones definidas en R a valores complejos. Se verifica:
1) Si fy g tienen soporte compacto también f+ g es de soporte compacto. Precisando mds: en general,
sop(f + g) € sop(f) Usop(g) .
11) Si una de las dos es de soporte compacto, entonces f g es de soporte compacto. Concretamente:

sop(f g) € sop(f) Nsop(g) -

1) Si f es derivable en R y de soporte compacto entonces f’ es de soporte compacto; de hecho
sop(f’) C sop(f) . En consecuencia, si f es de clase €* en R para cada m < k la derivada m-ésima
™) es de soporte compacto.

Definicién 4.2. Se designa por Z(R) (también por €°(R)) al conjunto de las funciones complejas
definidas y de clase € en R y de soporte compacto. Sus elementos son las denominadas funciones test.
Este conjunto, dotado de las operaciones habituales de suma de funciones y producto de un escalar por
una funcién es un espacio vectorial, el denominado espacio de las funciones test.

Observaciones 4.3.

1) Ellema 1.40 o el gjercicio 1.20 proporcionan ejemplos de funciones de clase € y soporte compacto;
es decir, el espacio Z(R) no es vacio.

11) Con vistas al estudio de ecuaciones funcionales se hace necesario definir una forma de medir la
distancia entre funciones test. Esto es posible mediante una métrica (no normada) que toma en
consideracion las aportaciones de las funciones y todas sus derivadas. La construccién de esta métrica
no es demasiado complicada, pero es més sencillo y operativo en la practica describirla en términos
secuenciales, como se hace en la siguiente definicion.

43
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Definicién 4.4 (Convergencia en Z(R)). Sea {¢,}52; una sucesién de elementos de Z(R). Se dice que
{on}22, converge hacia 0 en 2(R) o en el sentido de las distribuciones si:

1. Existe un intervalo compacto [a, b] tal que sop(¢,) C [a,b] para todo n € N.
2. Para cada k£ > 0 la sucesién de derivadas {go,gk) }:;1 converge uniformemente hacia 0 en R.

Se dice que {p,}52; converge hacia ¢ € D(R) (en el sentido de las distribuciones) si la sucesién
{¢n — ©}>2, converge hacia 0.

Observacién 4.5. Por definicién, el hecho de que una sucesién {f,}>2; converja uniformemente hacia
0 implica que, fijado € > 0, se verifique |f,(x)| < € para todo x y todo n > ng(g); en particular existe
M > 0 tal que |f,(z)| < M para todo = y todo n € N.

Asf pues, la convergencia de una sucesion {¢, }22; en Z(R) implica la acotacién uniforme de todas
las sucesiones de derivadas; concretamente, para cada k > 0 existe My > 0 tal que

‘goflk)(a?)‘ < My, para todo x € Ry todon € N.

Definicién 4.6. Se denomina distribucion a toda aplicacién lineal y continua T: 2(R) — C. Esto es:
1.Sip, v € Z2(R) y a, 8 € C se verifica que

T(ap+ ) =aT(p)+BT).

2. Para cada sucesion {¢, }52; de funciones test que converge hacia 0 en Z(R) se tiene que la sucesién

de ntimeros complejos {T(gpn)}zo:l converge hacia 0 € C. Equivalentemente,

si o, — @en Z(R), entonces T(p,) — T(p)en C. (4.1)

n—oo

Proposiciéon 4.7. Sean S,T dos distribuciones y a un ndmero complejo, entonces las aplicaciones
lineales

T+S 'y aT (4.2)

son distribuciones.

Observaciones 4.8.
1) Segun el resultado anterior el conjunto de las distribuciones dotado de las operaciones (4.2) es un

espacio vectorial complejo que se representa 2’ (R).

11) El conjunto de aplicaciones lineales definidas en un espacio vectorial E a valores en el cuerpo de
escalares se denomina dual algebraico de E y se suele denotar E*. Cuando el espacio E es normado
y de dimension finita toda aplicacion lineal en E es continua; pero no sucede lo mismo en espacios
vectoriales arbitrarios, por lo que se hace necesario distinguir entre el dual algebraico y el denominado
dual topoldgico, que es el espacio de las aplicaciones complejas, lineales y continuas en F, denotado
usualmente por E’. Obviamente E/ C E*.

1) Si @ es un elemento fijo del espacio vectorial F, la aplicacion T € E* — T(x) € C es lineal, es
decir, cada elemento de E se identifica con una aplicacién lineal en E*. Debido a esta dualidad es
usual representar (a semejanza de lo que ocurre en los espacios euclideos)

T(p)=(T.¢), TEZ'R), pcZR).

Ejemplos 4.9.

1) Sea a un numero real. La aplicacién d, definida en Z(R) por

da(p) = (0a; 0) = p(a)
es una distribuciéon que se denomina delta de Dirac en el punto a. Se suele escribir §g = 6.
11) Supongamos que {a,}>2 _ es una sucesién de nimeros reales tales que:

1. a, < any+1 para todo n € Z.

2. lim a, =00 vy lim a, = —.
n—oo n——oo
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Entonces para cada ¢ € Z(R) es convergente la serie

oo o0

Yo ey = D pla) = Y plan)

n=-00 n=-00 an €sop(yp)
(que de hecho tiene un nimero finito de sumandos no nulos), y esta suma define una distribucién

o0
que se representa por Y J,, . En ciertos dmbitos, como Teoria de la Senal, se denomina tren de
n=—o0
deltas a una de estas distribuciones. Cuando a,, = n esta distribucién recibe el nombre coloquial de

peine de Dirac.

1) Sea f una funcién localmente integrable en R (i.e., integrable en cada intervalo compacto). La
aplicacién Ty definida en 2(R) por

T0) = Tp) = [ f@etwde= [ j@)pa)ds

op(¢)

es una distribucién. También se dice que f es una distribucién, se representa 7T’y simplemente por f
y se escribe

oo
ph= [ @) pla)de.
— 00
Esta identificacién de la funcién f con la distribucién T sugiere la otra nomenclatura para las

distribuciones: funciones generalizadas.

1v) Caso particular del anterior es la denominada funcién de Heaviside definida por H(x) = X[g ) O,
en general, la funcion escalon en el punto a € R dada por Hy = X4 o), €s decir Hq(x) = H(x — a),
cuya distribucién asociada viene dada por

(H) = [ ola)da.

4.1.1. Distribuciones regulares

Segtin el ejemplo 4.9.111 toda funcién localmente integrable en R (y por ende, todas las continuas, de
clase €, etc.) define una distribucién. Para distinguir este tipo de distribuciones utilizaremos el adjetivo
“regular” | no en el sentido de derivabilidad, sino como sinénimo de “comtn” o “propio”. Se denota por
Ll . (R) al espacio vectorial de las funciones localmente integrables en R.

Definicién 4.10. Se dice que una distribucién T € 2'(R) es regular si existe una funcién f localmente
integrable en R tal que T = T7.

Lema 4.11. Sean f, g dos funciones localmente integrables tales que Ty = T}, es decir, tales que

/OO (f(z) = g(z)) p(z)dz =0 para cada ¢ € Z(R).

— 00

Entonces f y g son iguales casi siempre.

Observacion 4.12. El significado del lema precedente es claro: dos funciones distintas f y g pueden
generar la misma distribucién, pero en este caso el conjunto de puntos donde difieren las funciones es de
medida nula; en otras palabras, f y g son iguales casi siempre. En esta situacién también se dice que f
v g son iguales en el sentido de las distribuciones.

Entre las distribuciones regulares cabe destacar las que proceden de funciones continuas a trozos,
pues son las que aparecen habitualmente en el estudio de la mayoria de los modelos matematicos de las
ciencias. La siguiente definicién describe estos objetos.

Definicién 4.13. Se dice que una funcién compleja f definida en R es continua a trozos si existe una

sucesién de ntimeros reales {z,}°2 _ _ verificando:
1. z, < x,41 para todo n € Z.
2. lim z, =00 'y lim =z, = —00.

n—oo n——oo

3. f es continua (no necesariamente acotada) en cada intervalo (z,,Zn+1), n € Z.
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Lema 4.14. Con la notacién de la definicién anterior. Una funcién f continua a trozos en R es localmente
integrable si, y sélo si, es integrable en cada intervalo (z,,,z,+1), n € Z; es decir, si para cada n € Z es

convergente la integral impropia
Tn+1
xT

n

1

L .(R)) de las funciones

Notacién: Se designard por %;(R) al espacio vectorial (subespacio de £
complejas f definidas en R, localmente integrables y continuas a trozos.

Proposicién 4.15. Dos funciones f, g € 64(R) son iguales en el sentido de las distribuciones si, y s6lo
si, existe una sucesién de niimeros reales {y, }5° __ de manera que:
1. yn < yp+1 para todo n € Z.

2. limy, =00 vy lim y, = —o0.

n—oo n——oo

3. f(x) = g(x) para cada = € (Yn, Yn+1), n € Z.

Ejemplos 4.16. Sea a € R.
1) La distribucién H, es regular; de hecho, H, € 6;(R).

11) La distribucién 0, no es regular; es imposible que exista una funcién f localmente integrable tal que
@(a) = [ f(z) ¢(z)dz para toda ¢ € Z(R) (ver ejercicio 4.8).

4.2. Operaciones con distribuciones

Una vez que hemos identificado las funciones usuales localmente integrables con distribuciones (las
regulares), es légico preguntarse si se pueden extender a las funciones generalizadas las operaciones
habituales con funciones. La respuesta es afirmativa en muchos casos y a ello se dedica esta seccién.

En la proposiciéon 4.7 ya se ha establecido la estructura vectorial, en anadidura a esto la siguiente pro-
posicién afirma que la suma de distribuciones y producto de un escalar por una distribucién generalizan
los procesos analogos relativos a funciones clésicas.

Proposicién 4.17. Sean Ty y T, distribuciones regulares.
1) La distribucién suma es también regular; concretamente Ty + Ty = Ty .

1) Sia € C, entonces aTy = T(y) y por tanto es una distribucién regular.

4.2.1. Multiplicacién de una distribucién por una funcién

Notemos que si f es una funcién compleja de clase € en R y ¢ es una funcién test, entonces fp
también es una funcién test (sop(fy) C sop(p) v la derivabilidad de cualquier orden es clara); asf pues,
tiene pleno sentido lo siguiente.

Lema 4.18. Sea f una funcién compleja de clase €°° en R. Si T € 2'(R) la aplicacién definida por

e IR)—T(fe) =(T, fp) € C
es también una distribucion.
Definicién 4.19. Si f € ¥°(R) y T € 2'(R) la distribucién ¢ € Z(R) — (T, f¢) € C se denomina
producto de la funcion f por la distribucion T y se denota por fT.
Proposicién 4.20. Si f € ¥°(R) y T = T}, es una distribucién regular, entonces

JTh =Tyn .

Por tanto f T}, es también una distribucién regular.
Observacion 4.21. Notemos que si h es localmente integrable en R y f es de clase € en R, dado
un compacto K C R entonces f estd acotada en K por ser continua; digamos que |f(z)] < M, z € K.

El criterio de comparacién asegura la integrabilidad en K de |fh| < M|h|. Es decir, fh es también
localmente integrable.



4.2. Operaciones con distribuciones 47

4.2.2. Derivacién de distribuciones
Antes que nada veamos qué sucede con las funciones cldsicas, lo que justificard la definicién que se
dara para funciones generalizadas:

Consideremos una funcién f derivable con continuidad en R (esto ya implica su cardcter localmente
integrable, as{ como el de f’, por ser ambas continuas). Si ¢ es una funcién test, su soporte estara conte-
nido en un intervalo acotado, digamos [a, b], y lo mismo ocurre con los soportes de sus derivadas sucesivas
(en particular, debe ser ¢®)(a) = p*)(b) = 0 para todo k > 0). Entonces, de la férmula de integracién

por partes se deduce que
— b (e’
- [t@e@d=- [ f@) @i

oo b
[ f(x) pla) di = / F(@) o) dz = f(z) o)

De la misma forma, si f es dos veces derivable con continuidad, realizando dos integraciones por partes,

se prueba que
| r@e@dn= 17 [ f

y, en general, que si f es de clase €%

/Zf(’“)(fﬂ)so )dz = ( / £(@) ¢ () do

Esto sugiere la siguiente definicién.

Lema 4.22. Sean T' € 2'(R) y k un nimero natural. La aplicacién
¢ € IR) — (-1)*T (o) = ()T, oY) € C

es también una distribucion.

Definicién 4.23. Si T es una distribucién y k € N, la distribucién ¢ € Z(R) — (—=1)*(T,¢o®*)) € C se
denomina derivada k-ésima de T v se denota por T'F).

Proposicién 4.24. Si f es una funcién compleja de clase €* en R, entonces

(Tf)(k) =Trm.

Proposicién 4.25. Sean S, T distribuciones, a € C, f una funcién compleja de clase > en R, y n € N.
D) (T 4 §)® = T 4 g,
) (aT)™ =aT™,
n
m) (f 7)™ = Z (Z) fOR W) (Férmula de Leibnitz).
k=0
Ejemplos 4.26.

1) Sia € R las derivadas sucesivas de d, vienen dadas por
0(p) = (D% a(e™) = (-1 " (a), e 2(R).
11) La derivada de la funcién de Heaviside en el sentido de las distribuciones es
Tr—00
— [ e — [(H@ @ = o) =el0),  veo®.

Es decir, la derivada de H en el sentido de las distribuciones es la delta de Dirac en 0.

Como se deduce de los resultados anteriores, la definicién de derivada de una distribucién generaliza
convenientemente la derivada usual. Es también interesante examinar cémo se derivan distribuciones
regulares que proceden de funciones no de clase ¢! en todo R, pero si a trozos. El ejemplo 4.26.11 es un
caso particular del siguiente resultado que incluye a la proposicién 4.24.

Proposicién 4.27 (Férmula de los saltos). Sea f una funcién de €4(R) tal que existe una sucesién
{zn}52 _ . de nimeros reales verificando:

1. x, < xp4+1 para todo n € Z.
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2. lim z, =00 ¥y lim =z, = —c0.
n—oo n——oo

3. Para cada n € Z, f admite derivada continua en (z,,2,11) v f' es integrable en ese intervalo (no
necesariamente acotada). En particular, f es continua en (2, Zn41) .

4. f presenta discontinuidades de salto finito en cada x,, n € Z (existen y son finitos los limites
laterales f(x,5) = 1fm+ f(x)y f(z,) = lim f(x)). Esto, junto con la continuidad, garantiza que

T— Ty T—Tp

f es integrable en cada intervalo (z,,, Zp41) -

Entonces se verifica la siguiente igualdad (la denominada férmula de los saltos)

oo
(Ty) =Tp + > (f@h) = f(2,) 0a,s
donde la distribucién T se refiere a la funcién de €4(R) que se obtiene dando un valor arbitrario a f’
en los puntos donde no estd definida (los z,,, que conforman un conjunto de medida nula).

4.3. Convergencia débil de distribuciones

De la misma forma que cuantificamos la idea de que dos funciones estén “préximas” mediante la no-
cién de convergencia uniforme, es posible establecer también una idea de proximidad entre distribuciones
en términos secuenciales. Esto es lo que establece la siguiente definicién.

Definicién 4.28. Se dice que una sucesién de distribuciones {T},}52; converge débilmente hacia la
distribucién 7T si para cada funcién test ¢ la sucesién numérica {(T,, (p>}:o:1 converge hacia (T, ¢).

Observacion 4.29. El adjetivo débil dado al tipo de convergencia antes definido nos indica ya que esta
nocién incluye las ideas de convergencia clésicas, aunque admite situaciones mas generales. Por ejemplo:

1) Si una sucesién de funciones continuas {f,}°2; converge uniformemente hacia f en los intervalos
compactos de R, o si simplemente converge puntualmente y estd uniformemente acotada en los
intervalos compactos, entonces T, — T débilmente.

n—oo

11) Si{60,,}22 es un sucesién regularizante, o simplemente una aproximacién de la identidad, entonces,
segin muestra el teorema 1.43, Ty, — ¢ débilmente. En otras palabras, la funcién generalizada §,

n—oo
aunque no procede de una funcién cldsica (no es una distribucién regular), es sin embargo limite en

el sentido débil de funciones clasicas.

4.4. Convolucién de distribuciones

De manera natural, atendiendo a los resultados sobre funciones clédsicas, surgen cuestiones como:
jes posible definir un producto de convolucién de distribuciones?, ;jse puede hablar del soporte de una
distribucién?, etc. Nos ocupamos ahora de estos asuntos.

Definicién 4.30. Sea T una distribucién. Se denomina soporte de T, denotado por sop(T'), al conjunto
de los puntos z € R tales que para todo € > 0 existe ¢ € Z(R) con sop(p) C (v —e,z+¢€) y (T, ) # 0.

Observacion 4.31. De forma equivalente, se puede definir el soporte de una distribuciéon T' como el
complementario de la unién de sus abiertos de anulacién; entendiendo que 7' se anula en un abierto V'
si (T, ) = 0 para toda ¢ € 2(R) con sop(p) C V. Evidentemente, el soporte de una distribucién es un
subconjunto cerrado de R.

Ejemplos 4.32.

1) Si Ty es una distribucién regular entonces sop(Ty) = sop(f) (ndtese que si f se anula en casi todo
punto de un abierto V, entonces para cada ¢ € Z(R) con sop(p) C V se tiene que f ¢ es igual a 0
en casi todo punto de R). Como casos particulares: sop(H,) = [a,0), sop(log |z|) = R.

H 1
1) sop (p£.—) = [0,00), sop (v.p.) =R.
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111) sop(d,) = {a}, lo mismo sucede con todas sus derivadas distribucionales.

Es mds, aunque la demostracién no es sencilla, resulta que si para una T € 2'(R) se tiene que
sop(T) = {a}, entonces ha de ser

T=Y o, e eC.

Lema 4.33. Sean S,T € 2'(R) y a € C. Se tiene que:
1) sop(S+ T) C sop(S) Usop(T),
11) sop(aS) C sop(S). De hecho, si o # 0, entonces sop(a.S) = sop(S).

Definicién 4.34. Segin el resultado anterior el conjunto de distribuciones de soporte compacto (i.e.
acotado) es un subespacio vectorial de 2’'(R) que se denota por &”(R).

Observacion 4.35. Las distribuciones de soporte compacto se identifican con las aplicaciones complejas,
lineales y continuas definidas en el espacio de las funciones de clase > en R (no necesariamente de
soporte compacto), donde la convergencia de una sucesién {f,}5°; se define como la convergencia

uniforme de todas las sucesiones de derivadas { fék)};’f:l, k > 0, en los compactos de R. Este espacio se
denota habitualmente por &(R), lo que justifica la notacién elegida para estas distribuciones.

Segtin vefamos en el primer capitulo (ver proposicién 1.38), si f € L] .(R), ¢ € &(R) y al menos una
de las dos funciones tiene soporte compacto, entonces esta bien definido

oo [ st

El miembro de la derecha se puede espresar distribucionalmente como (T, o(z —t)) (aqui se usa t
para nombrar la variable real, jugando x el papel de constante); esto sugiere las siguientes notacién y
definicion.

Notacion: Para una funcién f definida en R se denotara:

fw) = f(=y), (T f)(y) = fly — ).

En particular la convolucién se reescribe segiin esta notacién como

(f*o)(a / £() x—t)dtz/_oof<t><7m¢><t>dt=<Tf,w>.

Definicién 4.36. Sean T € 2'(R) y ¢ € 2(R), o bien T € &'(R) y ¢ € &(R). La convolucién de Ty
@ es la funcion T x ¢ definida por

(T ) () = (Ti, p(x = 1)) = (T, 7 p) - (4.3)

Observaciones 4.37.

1) En la definicién anterior la expresién T; se utiliza como se indicé més arriba, para significar que x
es constante y t designa la variable real de la que dependen las funciones.

11) Es inmediato comprobar que si ¢(t) es una funcién de clase € >° también lo es p(x —t), y puesto que
sop (¢(x — t)) =z — sop(p), si ¢(t) es una funcién test también lo es ¢(z — t). En otras palabras,
si ¢ € Z2(R), tambien 7, € Z(R) para todo = € R.

1) A la vista de (4.3) y teniendo en cuenta que (¢) = ¢, la actuacién de una distribucién T sobre
una funcion test ¢ se puede escribir en términos de la convolucién como:
(T,p) = (T*¢)(0),  otambién (T,p) = (T x¢)(0). (4.4)

1v) Cuando T' € 2'(R) y ¢ € Z(R) la férmula (4.3) es clara, pero jcémo se debe interpretar (T, )
paraT € &'(R) y ¢ € &R), ¢ ¢ Z(R)? Si pensamos en distribuciones regulares, tiene perfecto
sentido definir

(T}, ) = ) dt = / CROrOES

sop(f
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siendo 1 cualquier funcién que valga 1 en el compacto sop(f). Basta considerar entonces una funcién
fijay € Z(R) que en sop(T') tome el valor 1 (por ejemplo, una funcién meseta), con lo que vy € Z(R)
para toda ¢ € &(R) y es consistente definir

(T, 90> = <T7 ¢90> )
valor independiente de la funcién ¥ elegida. No obstante, en la practica no es necesario recurrir a
este argumento al manejar las distribuciones usuales: por ejemplo,

(6,0 = (0). (T o) = | el

son expresiones perfectamente definidas para cada ¢ € &(R), aun cuando no tenga soporte compacto.

Una adaptacién conveniente del teorema de derivacién bajo el signo integral 1.17 (sustituyendo el
paso al limite en las integrales por la continuidad de las distribuciones) permite concluir que T * ¢
es una funcién de clase €°° en R. El siguiente teorema amplia informacién sobre este aspecto.

Teorema 4.38. Sean T' € Z'(R) y ¢ € Z(R), obien T € &'(R) y ¢ € &(R)

D

1)

La convolucién T * ¢ es una funcién de clase €°° en R y para cada k € N se tiene que
(T % ) B =TW s o = T 5 o),
Mis atun: si T € &'(R) y ¢ € 2(R), entonces T * ¢ € Z(R).

El siguiente resultado establece el caracter asociativo de la convolucién.

Proposicién 4.39. Las siguientes convoluciones estan bien definidas y verifican

Tx(pxth) = (Txp)xp=(T*1)x¢p

en cualquiera de estas dos situaciones:

1)

1)

SiTe 2'R), pe 2R) y v € 2(R).
SiTed'(R), pe 2R)y ¢ € ER).

Ejemplos 4.40.

D

Si feLll . (R)ype P(R), entonces Ty * ¢ = f * . En particular,
H —(Hplz—t)=| H —t)dt = —t)dt = d
(o)) = oo —t) = [ A= [ pla—vd= [ o)

— 00

es decir, ® = H ¢ € &(R) es la primitiva de ¢ que se anula en —oo.

11) Consideremos la distribucién de Dirac § € &'(R) y una funcién ¢ € &(R). Se tiene que

(0 * @) (@) = (6, p(x — 1)) = p(z = 0) = ().

111) Los apartados anteriores nos sirven para ilustrar la férmula de derivacién de la convolucién dada en

el teorema 4.38:
' (z) = (H ) (z) = (H*¢')(z) = (H xp)(x) = (0 % p)(z) = p(x).

Observacién 4.41. El producto de convolucién de funciones cldsicas no tiene elemento unidad (no
existe u integrable en R tal que u * f = f para cada funcién integrable en R). El ejemplo 4.40.11 indica
que, en cierto sentido, este papel lo juega la funcién generalizada . Esta consideracion quedara aclarada
mas adelante.

Nuestro siguiente propdsito es construir la convolucién de distribuciones. Empecemos prestando aten-

ci6n a las férmulas (4.4) y consideremos dos distribuciones S,T y ¢ € Z(R). Una manipulacién formal
siguiendo las propiedades indicadas, y que sera necesario justificar, conduce a

(T * (S *¢))(x) = (Ty, (S @)z —y)) = (Ty, (Se, oz —y — 1)));
(T# (S 9))(0) = (Ty, (Se, p(—y — 1)) -

Si se pretende que T x (S * ) = (T % S) * ¢, de manera puramente formal deberd ser

((T % 8) + 9)(0) = (Ty, (Se, o(—y — 1)) ,

y también

(T *S,¢) = (T *8) *¢)(0) = (Ty, (Se, oy + 1)) -
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Lema 4.42. Sean T € &'(R) y S € 2'(R) y ¢ € Z(R). La aplicacién L: Z(R) — C definida por
Lo = (T, (St (y + 1)) (4.5)

es una distribucion.

Definicién 4.43. Sean S,T € 2'(R), al menos una de ellas de soporte compacto. Se define la convo-
lucién de T y S como la tinica distribucién T .S € 2'(R) que verifica

(T*S)xo=Tx%(S*p) para cada ¢ € Z(R). (4.6)
En particular
(T %S, ) = (T *(S*))(0) para cada p € 2(R); (4.7)
o equivalentemente
(T'* S, 0) = (T, (Sy, p(x +y)))  paracada p € Z(R). (4.8)

Observaciones 4.44.

1) Nétese que la caracterizacién funcional (4.6) tiene pleno sentido: si S € &’(R), entonces S*xp € Z(R)
(ver 4.38.11); si es T la que tiene soporte compacto, entonces S* ¢ € & (R). En ambos casos estd bien
definido T # (S * ) en los términos de la definicién 4.36:

T * (S*¢)(x) = (T, (Sy, 7yp)) -
11) En la préctica, a la hora de calcular cémo actia una distribucién T * S sobre una funcién test, las

férmulas (4.7) y (4.8) son més efectivas.

Propiedades 4.45. Sean S,T € 2'(R).

1) Si al menos una de las distribuciones S, T es de soporte compacto, entonces

SxT=TxS.
11) Si al menos uno de los conjuntos sop(S) o sop(T") es compacto, entonces
sop(S * T) C sop(S) + sop(T).
1) Si al menos dos de las distribuciones R, S, T son de soporte compacto, entonces
(R+S)«T=Rx(S*T).
1v) Para cada entero no negativo n se tiene que T = §(") &« T En particular

dxT=Tx+6=T paratodaT € 2'(R).

v) Si al menos una de las distribuciones es de soporte compacto, entonces para cada entero no negativo

n se tiene que
(S+T)™ =8 4T =8s17™

Observacion 4.46. Es posible que la convolucién de dos distribuciones esté definida con condiciones
menos restrictivas, pero entonces pueden fallar algunas de las propiedades anteriores (ver ejercicio 4.24).

Ejercicios

4.1 Sea ¢ una funcién test. Probar que:
1) Si f es una funcién compleja de clase € en R, entonces fp € Z(R).

11) Si{a,}S2, es una sucesién de nimeros complejos que converge hacia 0, entonces {a, @}, converge
hacia 0 en Z(R).
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4.2 Sean {@n 2, v {¥n}S2, dos sucesiones de funciones test que convergen en Z(R) hacia ¢ y 1,
respectivamente. Probar que {¢, + ¢, };2; converge hacia ¢ + 1 en Z(R).

4.3 Sea {p,}52; una sucesién de funciones test que converge hacia 0 en Z(R). Si f es una funcién
compleja de clase € en R, entonces {f ¢, }52; también converge hacia 0 en 2(R).

4.4 Considérese una funcién f de Z(R) que tome el valor 1 en el intervalo [—1,1] (por ejemplo, una
funcién meseta). Probar que las sucesiones de funciones {¢,}°%; v {¥, 52 definidas por
f(z)sen(nz) 1,/
on(z) = {2202, gul@) = = £(2),

n

son de elementos de Z(R), convergen uniformemente hacia 0, pero no convergen en el sentido de las
distribuciones.

4.5 Sea ¢ una funcién test y pongamos que sop(y) C [—=M, M] (es decir, p(x) = 0 si |z| > M). Dado
un numero natural n se considera la funcién g definida en R por

®)(0
90 = — P05 (@) = - (v(@) Z“” Lab), w0

1) Probar que g es continua en R.

11) Demostrar que existe una constante C' > 0 tal que

sup {|g(z)| |z|<M}<C’sup{\gp z)| x| < M}.

4.6 Probar que para cada ¢ € Z(R) existe y es finito el limite

v.p.l(cp):Vp/OO @daz: lim @d:r: lim (/Esogcx)der/EOO('Di@dz).

x 0o e=0t Jigj>e e—0t 0o

Comprobar que la aplicacién V.p.% asi definida en Z(R) es una distribucién, que se denomina valor

principal de Cauchy de 1/, (en inglés se denota por p.v.%).

4.7 Sea H la funcién de Heaviside. Probar que para cada funcién test ¢ existe y es finito el limite

p.f.%(cp) = Pf/ dx = lim (/IwZE Mc,o(:v) dx + ¢(0) ln(a))

e—0t xT

lim (/:0 @ dx + ¢(0) ln(s)) .

e—0*t

Comprobar que la aplicacién p.f.% asi definida en Z(R) es una distribucién.

Nota: La notacién p.f.% se debe a Hadamard, donde la abreviatura p.f. hace referencia a parte

finita (igual en francés, de partie finie; f.p. en inglés, por finite part). Al igual que el valor principal esta
es una de las denominadas pseudofunciones, que son distribuciones (no regulares) asociadas a funciones
no localmente integrables, vagamente hablando, recolectando la parte finita de una integral divergente,
que se denota Pf [~ f(z)dx

Histéricamente, las pseudofunciones aparecen en el estudio de derivadas distribucionales, para dar
sentido preciso, por ejemplo, a la relacién (log |x|)/ =2t ¢ L1 .(R),0(z7!) = —272 ete. (ver ejercicios
4.12 y 4.13).

4.8 Sea f una funcién localmente integrable en R y considérese una sucesién {¢,}>2; de elementos de
Z(R) tales que:

1. sop(¢n) C [~1/p,1/p] para todo n € N.
2. 0< pu(r) <lparacadaxz€eRycadaneN
3. ©n(0) =1 para todo n € N.

Apliquese el teorema de la convergencia dominada a la sucesién {f ¢, }22; y concliyase que la distribu-
cién & no es regular.
Mediante traslaciones convenientes dedizcase lo mismo para d,, a € R.
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4.9
1) Sea p € Z(R). Probar que ¢(0) = 0 si, y sélo si, existe ¢y € Z(R) tal que
o) =z¢(x), zeR.

11) Sea 6 un elemento fijo de Z(R) con 6(0) = 1. Demostrar que para cada ¢ € Z(R) existe una tnica
funcién ¢ € Z(R) tal que
p(x) =¢(0)0(z) + x¢(x), zeR.

1) Sea T una distribucién tal que =T = 0. Probar que existe una constante compleja a tal que

T=ual.

4.10 Sea f una funcién de clase €*° en R. Dado a € R, determinar la distribucién fd, y sus derivadas
sucesivas.

4.11 Determinar las distribuciones:
1) 0 ) 22§ ) 260,

4.12 La funcién log |z| (definida en z = 0 como se quiera), es localmente integrable. Demostrar que la

derivada de log |z| en el sentido de las distribuciones es V.p.% .

4.13 Determinar la derivada de la distribucién V.p% .

4.14 Calcular la derivada en el sentido de las distribuciones de las funciones:

) f(x) =cos(x)Xjp,00y 1) flz)=|z] 1) f(x)=sen(z)| V) f(x) = |cos(z)|.
4.15 Calcular las derivadas de orden 1 y 2 en el sentido de las distribuciones de las funciones:

0 (@) = [2] sen(a) ) f(@) = || cos(a).
4.16 Sea T una distribucién. Calcular en el sentido de las distribuciones:

) (L -2)(T). Ak (5 ) (2 wecw o

4.17 Sean f, g funciones de clase €2 en R. Se supone que:

1. Existen a,b € C tales que
(@) +af(z)+bf(x)=4¢"(z)+ag (x)+bg(x) =0 paratodo z €R.
2. f(0)=g(0) y [f(0)=g'(0)=1
Se considera la funcién h(x) = f(2) X(—c0,0/(%) + 9(%) X(0,00)(2). Calcular
(Th)l/ +a (Th>/ +bTh.

4.18 Sean o € 2(R) y T € Z'(R).
1) Probar que si ¢ T es la distribucién idénticamente nula, entonces
(T, ¢) = 0.
Sugerencia: Considérese ¢ € Z(R) que tome el valor 1 en sop(yp).

11) Considerando T' = ¢’ y una funcién test ¢ igual a 1 en un entorno de zo = 0 comprobar que el
reciproco no es cierto.

4.19 Sea {T},}22, una sucesién de distribuciones que converge débilmente hacia la distribucién 7.
Probar que para cada natural k la sucesién {Ték)};;o:l converge débilmente hacia la distribucién 7%,
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4.20 Demostrar que para cada ¢ € Z(R) se tiene que

p(h) = p(=h)

; o
1fm 5T =¢'(0).

h—0

Deducir que si {a,}22; es una sucesién de nimeros reales positivos que converge hacia 0, entonces la

sucesién de distribuciones {7}, }52 ,, definida por
1

Tn= 57—, —0-a )

2 G ( n n)

converge débilmente

4.21 Para cada n € N se consideran las funciones definidas en R por

n2z2 no 2.2

fo(z) =ndze” ; gn(z) = 5¢

VT s

1) Probar que {Tjy,}22, converge débilmente hacia la distribucién 5

11) Probar que la sucesién {77, }22, converge débilmente y determinar su limite.

4.22 Sean S € &'(R) y T € 2’'(R). Probar que para todo n € N se verifica
n . - n k n—k
x(S*T)fZ:<k)(a: S) « (z"*T).

k=0

4.23 Sean p,q,m,n € N. Calcular
(mpé(q)) * (xmé(")) .

4.24 Denotemos por 1 a la distribucién regular asociada a la funcién constante idénticamente igual a 1.
Como es habitual H y ¢ denotaran a las distribuciones de Heaviside y Dirac, respectivamente.

1) Probar que ¢’ * H=9 yque 1%’ =0.
11) Comprobar que la propiedad asociativa falla (dos de las distribuciones no tienen soporte compacto)

1+ (8 «H)# (1%8)«H.

4.25

1) Calcular en 2'(R) el siguiente limite:

2. n3
nlin;o%(l— "%) = lim P(z).

11) Deducir que toda distribucién de soporte compacto es limite débil de una sucesién de polinomios.
Sugerencia: S1 T € &'(R) considérese T * P,.

4.26

1) Sean S € &'(R) y T € 2'(R). Probar que para cada a € R se tiene que

e (S*T) = (e"S) * (e**T).
11) Dados b, ¢, d € C se define el operador diferencial P(D) por P(D)f =b f"” 4+ ¢ f' + d. Encontrar un
operador diferencial Q(D) tal que
e P(D)T = Q(D)(e*™T) para toda T € Z2'(R).
111) Supongamos que E € 2’(R) satisface P(D)E = §. Encontrar un operador diferencial Q(D) tal que
Q(D)(e*"E)=46.
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4.27 Se denota por Z'(R;) al subconjunto de las distribuciones T tales que sop(T") C [0, o0).
1) Probar que si S,T € 2'(Ry) estd bien definida S % T por
(S*T,0) = (Su, (T, 0z +y)), veI2R),
y que SxT € 2'(R,). jExiste elemento neutro para la convolucién en 2'(R)?
) SiT € 2'(R;) se denota por T~! a la tnica distribucién X tal que T * X = 4. Calcular
H™ (&)~ y (0" =A8)~h
1) Sea P(D) un operador diferencial con coeficientes constantes:

P(D)f =aof +arf +asf’" + ... +anf™.

/Qué representa la distribucién (P(D)4) 19

Sean z1, 29, ...z, € C las raices del polinomio P(z). Utilizando la representacién
d d d
0= (=) (=) (=)
(D) dx “1 dx =2 <dx ¥

(P(D)S) ! = He™™  He®™ % x He™n™.

probar que

Deducir que todo operador diferencial no nulo con coeficientes constantes admite una solucién
fundamental.

d\n
1v) Encontrar una solucién fundamental del operador (d—) , es decir, determinar E € 2'(R) tal que
T

EM =5,



Capitulo 5

Transformada de Laplace de distribuciones

Para algunas funciones generalizadas es posible definir la transformada de Laplace, que verifica pro-
piedades andlogas a las del caso de funciones clasicas. Por supuesto, lo que se pretende es generalizar ese
otro caso; concretamente, para una distribucién regular T, con f € L] (R ), se debe verificar

L(Ty) = £F.

Como se puede observar en los tratados sobre Teoria de Distribuciones, materia que se clasifica dentro
del Andlisis Funcional, el marco mas general para tratar estos problemas es el de las distribuciones
temperadas, que representa, asimismo, el contexto adecuado para tratar la transformacién de Fourier de
distribuciones.

Ahora bien, es posible realizar un tratamiento mediante técnicas elementales (las del denominado
Cdlculo Avanzado), que sin proporcionar toda la potencia del Andlisis Funcional, son suficientes para
el estudio de una amplia gama de casos que incluyen todos los de aplicacién habitual en la Fisica y la
Ingenieria.

Este capitulo se enfoca desde ese punto de vista elemental, sin renunciar a presentar otros aspectos
més sutiles cuya justificacién pueda quedar fuera del alcance de estas notas.

5.1. La ecuacién T™ =0

El teorema fundamental del Célculo (la regla de Barrow, si se prefiere) muestra que toda funcién f
de clase €™ en R y con derivada n-ésima idénticamente nula es un polinomio.

En esta secciéon nos proponemos demostrar que las distribuciones cuya derivada n-ésima es nula son
distribuciones regulares asociadas a polinomios de grado menor que n. En otras palabras, la ecuacién
T = 0 planteada en el espacio de las funciones generalizadas tiene sus soluciones en el conjunto de las
funciones clésicas.

Lema 5.1. Sean k,n ndmeros enteros tales que n > k > 0. Para cada ¢ € Z(R) se tiene que

o
/ z* o™ (z) dz = 0.

Proposicién 5.2. Sean n un nimero natural y P(x) = ag+ a1+ ... 4+ an—1 2”1 un polinomio con
coeficientes complejos de grado menor que n. Entonces
(Tp)™ =0.

Lema 5.3. Una funcién ¢ € Z(R) es la derivada de otra funcién test si, y sélo si,

/_Z o(x)dr = 0.

/:H(x)dx—l

Si ¢ € 2(R), entonces existe ¢ € Z(R) tal que

Lema 5.4. Sea 0 € 2(R) tal que

o) =0) [ pyar+ @), ser.

—0o0
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Proposicién 5.5. Sea T una distribucién tal que 77 = 0. Entonces existe una constante compleja C' tal
que T es la distribucién regular Te.

Teorema 5.6. Sean n un ndmero natural y T € 2’'(R). Los asertos siguientes son equivalentes:
a) T) = 0.

b) Existe un polinomio P con coeficientes complejos y de grado menor que n, tal que T = Tp.

5.2. Transformada de Laplace en 2'(R;)

Como se indicaba en la introduccion, se pretende definir una transformada de Laplace para funciones
generalizadas que contemple el caso cldsico. Si en aquella situacion nos restringiamos al caso de funciones
f nulas para t < 0, es decir, con sop(f) C [0,00), es 16gico contemplar ahora distribuciones con soporte
contenido en el intervalo [0, 0c0), que se denota también por R.

Es f4cil comprobar que el conjunto de distribuciones T con sop(T') C Ry es un subespacio de 2'(R)
que denotaremos 2'(R.) (ver ejercicio 4.27).

El siguiente resultado, consecuencia del teorema 5.6, es esencial en la construcciéon que se desarro-
llaré posteriormente.

Proposicién 5.7. Sean f, g dos funciones continuas en R, con soporte contenido en [0, 00) y que admite
transformada de Laplace en el sentido clésico (p.e. de orden exponencial). Se supone que existen niimeros

naturales n y m tales que
(Tp)™) = (Ty) ™.

Entonces, para cada nimero complejo z con Re(z) > max{o,(f),0.(g)} se tiene que

2"Lf(z) =2"Lg(2).

Definicién 5.8. Se dice que una distribucién 7' admite transformada de Laplace si existen una funcién
f continua en R, con sop(f) C [0,00) y que admite transformada de Laplace en el sentido cldsico, y un
ntimero natural n tales que

(n)
T = (1) ™.
La funcién £T definida por
£T(z) = 2"Lf(2),  Re(z) > aa(f),

es la denominada transformada de Laplace de T'.

Observaciones 5.9.

1) La proposicién 5.7 muestra que la definicién anterior es coherente, es decir, dos representaciones
distintas 7' = (Ty)™ = (T,)™ dan lugar a la misma transformada £7.

11) En general, para cada T' € 2'(R) se tiene que sop(T”) C sop(T'), por tanto,
sop ((Ty)™)) < sop(Ty) = sop(f),

lo que muestra que, aunque no se ha mencionado explicitamente en la defincicién 5.8, la transformada
de Laplace de distribuciones se contempla sélo para aquellas de 2'(R..).

Ejemplos 5.10.

1) Consideremos la funcién definida en R por f(z) = = X|g,)(7), esto es
r six>0;

f(x):{o si < 0.

Obviamente f es continua en R, sop(f) = [0, 00) y su transformada de Laplace en el sentido ordinario
es £f(z) = 1/,2. Es inmediato también que la funcién de Heaviside es la derivada distribucional de
f, y por tanto,

§=H'=(Ty)".
Luego H y 0 admiten transformada de Laplace y
1
£H(2)=z£f(z):;, £6(2) = 2 LH(2) = 22Lf(2) = 1.

La primera relacién lo es en el sentido ordinario (véase el ejercicio 2.4), no asi la segunda; nétese,
por ejemplo, que no se verifica la anulacién en el infinito de la transformada, como sucede para
funciones clésicas segun indica la proposicién 2.10.
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1) Sea g una funcién definida en R, nula para x < 0, localmente integrable y continua a trozos,
explicitamente: g es continua e integrable en cada intervalo (z,,, z,+1), siendo

O=zp<z1<29<...<Tp < ... Y lim zx, = oc.

Entonces, en virtud del teorema Fundamental del Célculo la funcién f definida en R por
f@ = [ avar= [ g
—00 0
es continua en R, nula para x < 0 y obviamente
T, = (Tf )/
por lo que
LTy(2) = 2 £T¢(2) = 2 £f(2) — f(0) = L£g(z).

Compérese con la proposicion 2.12 y la observacién 2.13: la definicién distribucional de transformada
de Laplace que hemos dado coincide con la clasica, al menos, para las funciones habituales, las
continuas a trozos.

Observacién 5.11. La situacién descrita en el ejemplo 5.10.11 cubre la practica totalidad de los pro-
blemas que aparecen en el tratamiento de las ecuaciones habituales de la Fisica Matematica, pero es
natural preguntarse porqué en la definicién 5.8 se ha exigido la continuidad de f en lugar de la condicién
més débil de integrabilidad local. Pues bien, sucede que para una funcién g localmente integrable en R
(no necesariamente continua a trozos) y nula para z < 0, el integrador

f@ = [ g / Cg(t)dt

— 00

sigue siendo una funcién continua en R, aunque no est4 claro que f/ = g en el sentido cldsico. No obstante
(aunque la justificacién queda fuera del alcance de estas notas) sigue siendo cierto que T, = (T)’ pues
f estd definida y es igual a g salvo en un conjunto de medida nula. Este supuesto se puede abordar
también en los términos de la definicién 5.8, aumentando un grado de regularidad, pues la primitiva h
de f, h(z) = [ f(t)dt, sf es una funcién derivable, con b’ = f, por tanto

T, = (Ty)' = (Tn)"
y, por definicién, se tiene que
LTy (2) = 22 LT (2) = 2°Lh(z) = 2 £f(2) .
Notese que este razonamiento esta en total sintonia con lo expuesto en la proposicion 2.14.

Notacién: En lo que sigue denotaremos por Z¢(Ry) al conjunto de las distribuciones con soporte en
[0,00) que admiten transformada de Laplace en el sentido de la definicién 5.8.

Propiedades 5.12. Sean S,T € Z3(R,.).
1) La transformada de Laplace es inyectiva en 74 (R, ); es decir, si £5 = £T, entonces S = T.

11) La transformada de Laplace es lineal; es decir, si o, f € C, entonces a S + T € Z5(Ry) y
LaS+8T)=alS+3LT.
11) Para cada n € N se tiene que T € 24 (Ry) y
LTy = 2"&T.

En particular
£(6M)(2) = 2".

1v) Para cada n € N se tiene que 2T € Z5(R;) v
L(z"T) = (=1)™(&T)™ .
V) Para cada nimero real a > 0 se tiene que e~ **T € Z4(Ry) y

LlemTM)(2) = LT (2 + a) .
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Las propiedades anteriores generalizan las correspondientes en el sentido clésico. Por ejemplo, la ulti-
ma establece que la Transformada de Laplace convierte modulaciones en traslaciones. Para el “reciproco”,
més concretamente para la generalizacién de la propiedad 2.9.111, necesitamos dar sentido a la expresién
T(z — a) cuando T' € 2'(R) no es una funcién clésica. Para ello observemos primero que si T = T es
una distribucién regular, entonces dado a € Ry ¢ € Z(R) se tiene que

Tusit= [ fe-aeii= [~ f@eerade= [ fo)r o) ds
Esto sugiere la siguiente definicion.
Definicién 5.13. Sea T € 2’(R). Si a € R entonces la aplicacién definida por
¢ € IR) — (T 7-ap)

es una distribucién que se denota por 7,7, la trasladada por a de T'. Abusando de la notacion, y siguiendo
la pauta de las funciones clésicas, también se escribe 7,7 =T(x —a).

Proposicién 5.14. Sean T € Z(R.). Para cada nimero real a > 0 se tiene que 7,7 € Z3(Ry) y
L(1.T)(2) = e L£T(2),

o escrito de otra forma,
L(T(x —a)) =e “*£T,

Ejemplo 5.15. Puesto que 6(2”) = 7,60 para todo entero n > 0, es inmediato de los resultados
anteriores que para a > 0 se tiene que

2(5&”)) (2) = e %™

5.3. El algebra de convolucién Z3(R.). Aplicacién a las E.D.O.

Ya hemos tratado el problema general de la convolucién de distribuciones al final del capitulo anterior.
Lo que abordamos ahora es el tratamiento particular de aquellas que admiten transformada de Laplace
y como se han interpretar las definiciones y propiedades que se han presentado en la secciéon anterior.

Para empezar, recordemos que siempre es posible considerar el producto de convolucién de dos fun-
ciones f, g, ambas con soporte contenido en [0, 00) y localmente integrables, si una de ellas es localmente
acotada (ver proposicién 2.15). Estas condiciones vienen garantizadas cuando las funciones son continuas
en R y nulas en (—o0, 0].

Lema 5.16. Sean f1, f2, g1, g2 funciones complejas definidas en R y ny,ng, m1, ms niimeros enteros no
negativos. Se supone que:
1. f1, f2, 91, g2 son continuas en R, nulas en (—o0, 0] y admiten todas ellas transformada de Laplace.
2. (Tfl)(nl) = (sz)(n2) y (Tgl)(ml) = (ng)(m2).

Entonces
(Tfl *g1 )(nlerl) = (Tf2*92 ) (natma),

Definicién 5.17. Sean S,T € Z;(Ry), representadas en términos de las funciones continuas f, g por
T = (Ty)™, S = (T,)™. La distribucién

(Tf*g)(n+m)

recibe el nombre de convolucion de las distribuciones S y Ty se representa por S T

Observaciones 5.18.

1) Es fcil comprobar para funciones suficientemente derivables (esto es, cuando T = (Tf)™ y S =
(Tg)(m) son también distribuciones regulares) que la definicién anterior es equivalente a la 4.43 y, a
su vez, ambas coinciden con la definicién para funciones usuales (ver ejercicio 5.1).

11) Ademds se verifican propiedades similares a las enunciadas en 4.45; de hecho, la equivalencia de
las dos definiciones viene dada por la relaciéon (S + 7)) = S x T = §+ T(™ | que también es
valida cuando S,T € Z;(R,), aunque ninguna de las distribuciones tenga soporte compacto. A
continuacion se presenta informacion detallada de este y otros aspectos.
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Propiedades 5.19. Sean R,S,T € Z:(Ry).
1) Si a € Centonces (aS)*T =a(S+*T)=Tx(aS). En particular, S*xT =T xS
1) (R«S)*xT =R« (S«T).
) R« (S+T)=R+xS+R=T.
1v) Para cada entero no negativo n se tiene que
(S*T)(”) =8 T =857
En particular T(W =6 «T vy §+T =T.
V) Para cada a > 0 se tiene que 7,(S *T) = (7,5) * T = S * (1, 7).

vi) S+ T € Z4(Ry) y se tiene que
&S*T)=28-£T.

Observacién 5.20. En Matematicas se denomina dlgebra a la estructura A que consiste en un espacio
vectorial dotado, ademas de la suma de vectores ‘@ + y’ y producto de escalares por vectores ‘ax’, de
una operacion ‘x-y’ que es asociativa y distributiva respecto de la suma ‘x-(y+2z) = z-y+x-z’. Si esta
nueva operacién ‘-’ es conmutativa, tiene elemento neutro, etc., se dice que el algebra A es conmutativa,
tiene elemento unidad, etc.

Por ejemplo, el conjunto M,,,(C) de las matrices cuadradas de orden n con coeficientes complejos
tiene estructura vectorial para las operaciones usuales de suma de matrices y producto de un escalar por
una matriz, y también se puede considerar el producto de matrices, resultando un algebra no conmutativa
con elemento unidad (la matriz diagonal I,,).

El resultado anterior muestra que Z(R.) es un subespacio vectorial de Z(R) que, dotado del
producto de convolucién ‘x’; tiene estructura de algebra conmutativa con elemento unidad, que es 9.

Lema 5.21. Sean S,T € Z3(Ry). A lo sumo existe un X € Z5(R;) tal que
T+X=S5.

Definicién 5.22. Sea T' € Z3(R.). Se dice que T' admite inverso si existe S € Z5(R4.) tal que
T+x5=56.

El inverso de T, si existe, es tinico y se denota por T !.

Definicién 5.23. Sean S,T € Z:(R). Una expresién del tipo
T«xX=2S (5.1)
en la incégnita X € Z4(R4) se denomina ecuacidn de convolucidn. Si existe, la solucién de la ecuacion
T+«X =3 (5.2)

se denomina solucidn fundamental o elemental de la ecuacién (5.1).

Proposicién 5.24. Sea T' € Z,(R,). Si E es solucién elemental de la ecuacién (5.1), esto es, T« E = 0,
entonces para cada S € Z¢(Ry) la ecuacién T'+ X = S tiene solucién, que viene dada por

X=FExS.

5.3.1. Aplicacién al estudio de operadores diferenciales lineales

Consideremos una ecuacién diferencial lineal con coeficientes constantes

FU (@) + et F V(@) 4 emn TP (@) + e [ (@) + oo fl2) = g(a) (5.3)
en la incdgnita f(z), siencoc; € C, j =1,2,...,m—1y g una funcién compleja definida en un intervalo,
que se supone conocida. Es usual representar la ecuacién (5.3) en forma de operador:

PD)f =g, siendo P(z) = 2™ 4+ cm1 2™ ...+ 12+ co, (5.4)

haciendo referencia a que el operador diferencial viene dado como el polinomio P en la variable D, que
representa el operador de derivacion

Df=f, D*f=f"  etc
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En general, para funciones definidas en R™, mediante los operadores

of B _0*f
ox;’ D;Dif = Dyif = Ox;j0x;’

la mayoria de los operadores (lineales) diferenciales de las ecuaciones de la Fisica Matemadtica habituales,
tales como el Laplaciano, el D’Alambertiano, etc., se representan de esta forma, como polinomios en
las variables D;; por ejemplo: el laplaciano de una funcién de dos variables se representa mediante el
polinomio P(z,y) = 2% + y*:

D, f = etc.

Af=Dy1f+ Daf =P(D)f.

Si ademds de la ecuacién (5.3) se consideran valores iniciales

FO) =y, F(O) =y, oo FO0) =y (5.5)

es decir, un problema de Cauchy (mediante traslaciones siempre podemos suponer que el instante inicial
corresponde a 2o = 0), es conocido que, bajo las condiciones adecuadas de regularidad sobre g, existe una
unica solucién f del problema {(5.3),(5.5)}, ademds, ya hemos visto en el capitulo 2 que la transformada
de Laplace es una herramienta muy eficiente en el cdlculo de dichas soluciones. Otra cuestion de indole
diferente es el caso en el que el término independiente no es una funcién clasica; las herramientas de
convolucién proporcionan un formalismo muy 1til en este sentido.

Definicién 5.25. Si E € 2'(R) es tal que
P(D)E=¢
se dice que E es una solucidn elemental o fundamental de P(D), o también una funcidn de Green para

el operador P(D).

Lema 5.26. Sea P(D) un operador diferencial dado segin (5.4). La distribucién P(D)d es invertible en
Z2:(Ry), ademés (P(D)é) ! es la distribucién H f, donde f es la tinica solucién del problema de Cauchy

homogéneo
P(D)f =0;
{fﬂn flO)=...= fm=2(0) =0, fmD(0)=1.

Observacién 5.27. Sean S,T € Z¢(Ry) y P(D) un operador diferencial lineal con coeficientes cons-
tantes. De las relaciones
SE wT =85+«T®  k=0,1,2,....

se sigue inmediatamente que
(P(D)S) x* T =5 % (P(D)T) .

Por otra parte, en virtud de las propiedades de linealidad y 5.12.111, se deduce que

£(P(D)T)(z) = P(2) £T().

Proposicién 5.28. Sea P(D) un operador diferencial con coeficientes constantes
P(D)=D"+cp 1 D™ '+, . +c1D+co.

Para cada S € Z:(Ry) la ecuacién
PD)X =S8

admite una tnica solucién T' € 24 (R ). Dicha solucién viene dada por
T=ExS

donde FE es la solucién fundamental de P(D). Ademas, la solucién T es de clase €™~ 2 en R.
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5.3.2. Revisién de los sistemas LTC

Volviendo al problema de los sistemas LTC descritos por ecuaciones diferenciales, la ecuacién (2.12)
se puede reescribir, en términos de operadores lineales, como

Q(D)y = P(D)u.

Teniendo en cuenta las condiciones de reposo inicial, al tomar transformadas de Laplace se sigue que

Q(2) Ly(z) = P(z) Lu(z),
y si se toma como entrada u = J, que en este contexto se denomina también impulso unidad, habida
cuenta que £0 = 1, se tiene que para la respuesta al impulso h su transformada T'(z) = £h(z), que es la
denominada funcidn de transferencia, verifica que
P(z)
Qz)’
y en general, para cualquier entrada u y correspondiente salida y, las correspondientes transformadas de
Laplace verifican

Q(z) £h(z) = P(z), es decir, T(z) =

Ly(z) = T(2) Lu(z) = Lh(z) Lu(z) = L(h xu)(z);
como se anuncio en el segundo capitulo esto permite obtener la salida, invirtiendo la transformada

y(t) = £ (L(hxw)(t) = (hxu)(t).

Ejercicios

5.1 Sean f, g dos funciones complejas definidas y continuas en R, ambas nulas en (—o0,0] y de orden
exponencial. Probar que
T+ Ty =Tfag.

(oo}
5.2 Demostrar que la distribucién T'= )" 4,, admite transformada de Laplace y calcular £T'.
n=0

5.3 Se considera la funcién
f(z) =log(x) X(0,00) () -

1) Probar que la distribucién T, admite transformada de Laplace en el sentido de la definicién 5.8 y
calcularla.

11) Comprobar que p.f % es la derivada en el sentido de las distribuciones de Ty y deducir el valor
H

5.4 Sea F la funcién definida por
E(z) = [2]X[0,00) (%),
esto es: E(x) es la parte entera de x parax >0y E(z) =0siz <0.
1) Comprobar que Tr admite transformada de Laplace y calcularla.

11) Determinar la derivada distribucional de Tg y calcular £(Tg").

5.5 Para z € R se define la parte fraccionaria de x como {x} = z — [z]. Sea F la funcién definida por
F(z) = {x}X(0,00) (%),
esdecir: F(z) =z —nsin<z<n+1,n=0,1,2,...y F(z) =0siz <0.
1) Comprobar que Tr admite transformada de Laplace y calcularla.

11) Determinar la derivada distribucional de T y calcular £(Tr").

5.6 Sean S,T € Z¢(Ry). Probar que si Sy T son invertibles también lo es S T
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5.7 Calcular las inversas en Z¢ (R ), si existen, de las siguientes distribuciones:
1) ¢ —ad, aeC.
) §" —26"+98 —26.

m) &' + H.

v) §(z) + 2w H(z)cos(wz), weC.
)

V) H(z) E(x 4+ 1), donde E es la funcién parte entera.

5.8 Resolver en 74 (R ) la ecuacién de convolucién
H(xz)cos(z)* X =5
siendo S conocida.

5.9 Resolver en Z;(R) el sistema de ecuaciones de convolucién siguiente
T«xT+SxS = H(z)xcos(x)
2T xS = H(x) zsen(x)

5.10 Revisar los ejercicios (problemas de Cauchy) 2.14.111 y 2.14.v en el contexto de la transformada
de Laplace de distribuciones.

Analizar asimismo la regularidad de las soluciones en relacién con la del término no homogéneo g
(escritas las ecuaciones en la forma P(D)f = g).



Capitulo 6

Complementos de la teoria de distribuciones

Este tema estd destinado al lector que, habiendo adquirido la suficiente destreza en el manejo de los
conceptos presentados en los dos capitulos anteriores, desee profundizar en la materia. Se contemplan
aqui diversos aspectos, que podriamos calificar de avanzados, sobre funciones generalizadas, cuya justifi-
cacion tedrica requiere a menudo de técnicas de Analisis Funcional que quedan fuera de los prerrequisitos
de la asignatura (espacios vectoriales topoldgicos, teoria de la medida, etc.).

No obstante, si se obvian las demostraciones de los teoremas, la mayoria de los resultados tiene una
lectura sencilla y una interpretacion evidente. En particular, la transformacién de Fourier de distribu-
ciones tiene, operacionalmente hablando, el mismo aspecto que la transformacién de funciones clésicas.

6.1. Funciones de decrecimiento rapido. El espacio de Schwartz

Definicién 6.1. Sea f una funcién compleja definida y de clase €°° en R. Se dice que f es de decreci-
miento rdpido si para cada par de nimeros enteros no negativos m, k se verifica que
lim 2" (™) (2) = 0; lim |zF ) (z) =0. (6.1)
T——00

r—00

Observacién 6.2. Las condiciones (6.1), que significan que f y todas sus derivadas se anulan en el
infinito més rapidamente que cualquier potencia |z| =¥, se pueden reformular como

lim (1+22)"f0(2)=0= lim (1+2%)" f"(z) =0, (6.2)

Ejemplos 6.3.

1) Si ¢ es una funcién test entonces ¢ es de decrecimiento rapido. En efecto, nétese que si « ¢ sop(p)
entonces (™ (x) = 0 para todo n > 0, y si sop(¢) C [—7,7], los limites de (6.1) son obvios de la
relacién |z|*p(™) (z) = 0, |z| > r.

11) Toda funcién gaussiana es de decrecimiento rapido. Basta observar que para todo polinomio P, y
cualesquiera que sean A\, u € R, A > 0, se tiene que

lim P(z) e M@= — ¢
r—00

Lema 6.4. Sean f,g funciones de decrecimiento rapido. Para todos a, 3 € C la funciéon a f + B¢ es
también de decrecimiento rapido.

Definicién 6.5. Segun el resultado anterior y los ejemplos 6.3, el conjunto de funciones de decrecimiento
réapido es un subespacio vectorial de €°°(R) que contiene propiamente a Z(R). Este es el denominado
espacio de Schwartz que en su honor se denota por .%(R).

Definicién 6.6. Sea {y,}52; una sucesién de funciones de decrecimiento rapido. Se dice que la sucesién
converge hacia 0 en . (R) si para cada par de nimeros enteros no negativos m, k la sucesién de funciones

{(@+22) @)}

converge hacia 0 uniformemente en R. Se dice que la sucesién {¢,}52; converge hacia ¢ € (R) si
{¢n — ©}22, converge hacia 0.

64
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Observacién 6.7. Recordemos que por &(R) = €°°(R) denotamos al espacio de las funciones com-

plejas e indefinidamente derivables en R. Una sucesién {f,}52; de funciones de clase € en R se dice

convergente hacia 0 en &(R) si para cada r > 0 y cada entero m > 0 la sucesién de funciones { fém) }Zozl

converge hacia 0 uniformemente en [—r, ] (nétese que la convergencia uniforme en cada compacto no

implica la convergencia uniforme en todo R = TL>JO[—7“, r]). Por supuesto, se dice que {f,}32, converge

hacia f en &(R) si {f,, — f}22; converge hacia 0.

Lema 6.8. Sea {¢,}52, una sucesién de funciones complejas y de clase € en R:

1) Si {pn}52, es de funciones test y converge en Z(R) hacia otra funcién test ¢, entonces {¢,}5 4
también converge en . (R) hacia ¢.

1) Si {p,}22, es de funciones de decrecimiento répido y converge en .#(R) hacia otra funcién ¢ €
7 (R), entonces {¢,}52; también converge en &(R) hacia ¢.

Observacién 6.9. El significado del lema anterior es el siguiente, no sélo se verifican las relaciones
de contencién Z(R) C Z(R) C &(R), sino que ademds las aplicaciones identidad Id: Z(R) — .7 (R)
y Id: Z(R) — &(R) (Id(¢) = ¢) son continuas, que equivale a decir secuencialmente continuas. Estas
inyecciones continuas se suelen representar

P(R) — .Z(R) — &(R).

El siguiente resultado es consecuencia del criterio de comparacion para integrales impropias.

Proposicién 6.10. Sean ¢ € “(R), P un polinomio, m > 0 un nimero entero y o > 0 un nimero real.
La funcién x € R +— |P($) o(m) (x)’a es integrable en R, es decir, la integral

/ 7 |P() o™ ()] de

es convergente.

Observacién 6.11. Como caso particular de la proposiciéon anterior, se tiene que toda funcién de
decrecimiento rapido ¢ es tal que

/_ (@) dz < oo (6.3)

El conjunto de las funciones complejas y medibles en R que satisfacen (6.3) se representa por LP(R).
Entonces, para cada p > 0, se tiene que

F(R) C LP(R).

Proposicién 6.12. Sean f,g € .#(R), P un polinomio y k un niimero entero no negativo. Las funciones

Pf., gf, f®

son también de decreciemiento rédpido. Mds aun, si {f,}52; es una sucesién de funciones de decrecie-
miento rapido que converge en . (R) hacia f, entonces
k k
Pfo —Pf.  gfu—gf. £ — ",
n—oo n—oo

n—oo

en . (R).
Proposicién 6.13. Sean f,g € Z(R). Entonces f *x g € .#(R)

Observacién 6.14. Puesto que #(R) C L}(R) N %p(R) N €>°(R), los resultados de tipo general pre-
sentados en el primer capitulo garantizan que la convolucién de dos funciones de decrecimiento réapido
estd definida en todo punto y es una funcién de clase ¥ °°. La proposicién 6.13 establece todavia mas
que eso; en otras palabras, .#(R) es un subespacio de L!(R) cerrado para la convolucién.
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6.2. Transformada de Fourier en . (R)

En la seccién 1.3.1 se ha definido la transformacién de Fourier para funciones integrables en R™, en
particular en R:

SO = fw) = [ et s

— 00

Pero resulta que la transformada fde una funcién f € £!(R) no es necesariamente integrable, aunque
goza de otras propiedades de regularidad.

No obstante, como muestra el resultado del ejercicio 1.20.111, las funciones integrables se pueden
aproximar por funcioines test en el sentido de la norma integral: si f € £L!(R), para cada ¢ > 0 existe

ve € 2(R) tal que
/‘f ’dm<5

y puesto que Z2(R) C .#(R) C L1(R), la funcién test ¢. se puede sustituir por una funcién de decrecie-
miento rdpido (esto se resume diciendo que Z(R) y .%(R) son densos en L!(R)).

Pues bien, sucede que si se restringe § a #(R) se obtienen propiedades adicionales muy interesantes,
a las que prestamos atencién ahora. El primer resultado recoge las formulas de derivacién expuestas en
la seccion 1.3.1, traducidas al lenguaje de los operadores diferenciales.

Proposicién 6.15. Sean f € .(R) y P un polinomio con coeficientes complejos.

o~

3(P(D))(w) = Pliw) flw). P(D)f(w) = §(P(=iz) 1)) ().

Teorema 6.16. Para cada f € .#(R) se tiene que f e Z(R). Mss atn, , S (R ) Z(R) es un
transformacién lineal y continua; es decir, si f,, — f en #(R), entonces fn 2 f en Z(R).

Corolario 6.17. Sea f € L!(R), entonces feé (R) y para cada w € R se tiene que

1Fw)] g/_m |£(=)] da.

Teorema 6.18. Si f,g € .7 (R) entonces
fr9=F3
Lema 6.19. Sea ¢(z) = exp(—2>/9). Se tiene que ¢ € .#(R) y
Bw) = VI B(w).

Teorema 6.20 (Férmula de inversién de la transformada de Fourier).

1) Si f e Z(R), entonces

f(l“):%/_oo e Flw) ﬂ para cada x € R.

1) §:.7(R) — #(R) es una transformacién lineal, biyectiva y continua, cuya inversa §~! también es
continua.

Corolario 6.21. Si f € L(R) y f € £'(R), entonces

_ 1 3(%(,

para casi todo = € R.
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Observaciéon 6.22. Hay otras definiciones alternativas de la transfromada de Fourier, dependiendo del
gusto o enfoque personales. Por ejemplo si se definen, para f,g € L1(R):

(f)(w) e f(z)dx 7 (g)(2) (W) dw;

7w L g L

(f*9)(x r/ fx—y) gy dy,

entonces, a cambio del inconveniente de anadir esta constante, ciertas férmulas adquieren expresiones
mas sencillas para esta otra transformada de Fourier ®: sigue siendo cierto que ®(f *x g) = ®(f) ®(g),

y ademds (I)(G_IQ/Q) =R, d~1(g)(z) = ®(g9)(—x), etc.

6.2.1. Trasformadas de Fourier de funciones de cuadrado integrable

Como se indic6 en la observacién 6.11 las funciones de decrecimiento rapido son de cuadrado inte-
grable, es decir,

/_OO ’f(q:)fdx<oo si feS(R).

Pero se puede decir més sobre la contencién . (R) C £2(R): si atendemos a los resultados obtenidos en
el ejercicio 1.20, dada f € L2(R) es posible encontrar para cada ¢ > 0 una funcién p. € Z2(R) C .7 (R)
tal que

/_OO |f(m)—ap€(x)’2dx<5. (6.4)

Si en el espacio vectorial £2(R) se define el producto interno

- | @i
1= VT = ([ lrwPas) ™.

El término seminorma se debe a que para una funcién f nula casi siempre, pero no nula, se tiene que
[I7]l2 = O (esto se resuelve de forma tedrica identificando funciones iguales c.s. y trabajando con las clases
de equivalencia). La relacién (6.4) se escribe entonces

If = @ella <vVe=3d

y puesto que ¢ > 0 se puede hacer tan pequeno como se quiera, lo que se establece es que 2(R), y por
tanto . (R) son densos en L?(R). Esto permite extender la transformacién de Fourier de .#(R) a L2(R),
aun cuando para alguna funcién f de cuadrado integrable no se absolutamente convergente la integral

/_: e f(2) da

Teorema 6.23 (de Plancherel). Existe una biyeccién lineal ¥: £2(R) — £2(R) tal que
U(g) =3F(g) para cada g € .(R).

Se sigue escribiendo ¥(g) = g para g € £2(R). Ademds se verifica la Férmula de Parseval:
/ f@a@de =5 [ Fe)fids,  fgel®).

En particular, poniendo f = g,
o0 2 1 o /\ 2
/ ‘f(a:)| da::2— | f(w)]|” dw.
—o0 T J -

esto define una seminorma

Teorema 6.24 (Férmula de inversién en £2(R)). Sea f € L2(R). Si f es mondtona en un entorno
[z —€,x + €] del punto z, entonces
+ - 1 A -
—f(ac )+ f@7) = lim — e'? f(w)dw

2 A—oo 2T _A
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6.3. Distribuciones temperadas

Dedicamos esta seccién al estudio de la dualidad (i.e., de las aplicaciones lineales continuas) en . (R).
Veremos que estas aplicaciones, las que menciona el epigrafe, conforman un subespacio de 2'(R).

Definicién 6.25. Una distribucién temperada es una aplicacién lineal y continua T: .7 (R) — C, esto
es, que verifica

1. T(a f+Bg) = aTf + 3Ty para todas f,g€.7(R)ya, € C.
2.51 f, — f en Z(R), entonces T'f,, — Tf en C.

El conjunto de distribuciones temperadas es un espacio vectorial que se denota por #’(R).

Observacién 6.26. Sea T € ./(R), entonces segun el lema 6.8 se puede definir una distribucién (una
aplicacién lineal y continua en el espacio de funciones test) mediante la relacién

d
2[R) = #([R)-LC,
puesto que, al ser ambas aplicaciones lineales y continuas, también lo es su composicién T o Id. En la
préctica se suele obviar esto denominado igual a T' € .%#/(R) que a T oId € 2'(R).
De la misma forma, toda aplicacién lineal y continua T: & (R) — C define una distribucién temperada
mediante la inyeccién continua .(R) — & (R),
SR) < e®) L,

y por tanto también se identifica con un elemento de 2’(R).
Identificando cada uno de estos espacios con subespacios de los otros podemos representar

&'R) C 7' (R) C 2'(R).

Esto justifica que, de forma genérica, se denominen distribuciones a todas estas aplicaciones. El adjetivo
temperada, que es sinénimo de moderada o acomodada a hace referencia a una restriccién del “crecimiento
en el infinito”, como quedard ilustrado en los ejemplos que se muestran m&s abajo. Por otra parte, la
pertinencia de la calificacién “de soporte compacto” dada a los elementos de &’(R) queda patente en el
siguiente resultado.

Teorema 6.27. SeaT € &’(R). Exiten un compacto K C R y un ntimero finito de funciones fq, f1,. .., fm,
continuas en R y nulas fuera de K tales que

T3 (1), (6.5)

k=0

Corolario 6.28. Sea T' € 2'(R). Existen funciones fi, k =0,1,2,..., continuas en R y tales que

1. Para cada compacto K C R se tiene que sop(fx) N K = @ excepto a lo sumo para una cantidad
finita de indices k.

2. La siguiente serie formal estd bien definida como elemento de 2'(R) y se tiene que

T:igm@ (6.6)
k=0

Observaciones 6.29.

1) Nétese que, si una distribucién T estd dada segun la férmula (6.5), entonces
sop(T) € U sop(fi) € K ,

asf pues, denominar distribuciones de soporte compacto a los elementos de &’ (R) es lo m4s razonable.
11) Por supuesto, las representaciones dadas en (6.5) y (6.6) no son tnicas; por ejemplo:
H =§=(H+1).
1) El resultado anterior muestra que los argumentos utilizados en el capitulo anterior para definir la

transformada de Laplace de distribuciones (ver definicién 5.8), aunque en principio aparentemente
restrictivos, contemplan la situacién més general.
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Ejemplos 6.30.

1) Cada distribucién de soporte compacto, como 5((1k), es una distribucién temperada.

11) Si g es una funcién compleja localmente integrable en R, tal que para algin N € N se tiene que

/OO 7’9(@’ dr < 00
()

entonces T}, es una distribucién temperada. En particular, la distribucién de Heaviside es temperada.

1) Los polinomios son distribuciones temperadas. Precisando més, si P es un polinomio con coeficientes
complejos, entonces la funcién P(z) satisface la condicién del apartado anterior para cada natural
N mayor que el grado de P, por tanto, la distribucién regular Tp es temperada.

1v) En general, si g es medible en R y para algiin ntimero real p > 1 se tiene que

/OO |g(x7)‘p dr < oo
—00 (]_ +.’E2)N )

entonces T, es una distribucién temperada. Asi pues, las funciones integrables, o las de cuadrado
integrable, etc. definen distribuciones regulares temperadas, lo que se puede representar mediante
las relaciones de contencién: £1(R) C ./(R), L2(R) C .#/(R), etc. De la misma forma, cualquier
funcién medible mayorada por un polinomio define una distribucién temperada.

v) La funcién g(z) = e*”, por ser continua en R, define una distribucién Ty € 2'(R). Sin embargo,
T, ¢ ' (R); nétese que p(z) = 1/g(z) = e € S (R), pero Jr9(@) p(z)de = [ 1dx = occ.

Estos ejemplo nos muestran que los elementos regulares de .#/(R) pueden proceder de funciones
que crezcan rdpidamente en el infinito, pero moderamente (de orden polinémico), de aqui el adjetivo
“temperadas” que se les otorga.

Proposicién 6.31. Sea T € ./(R). Se tiene que:
1) Si k>0 es un nimero entero, entonces T®) también es una distribucién temperada.
11) Si P es un polinomio, PT es una distribucién temperada.

1) Si g € .7(R), entonces g T es una distribucién temperada.

Definicién 6.32. Sean T € ./ (R) y f € .#(R). Para cada x € R se define (nétese que 7, f € .7(R))
(T * f)(@) = (T, 7).

La funcion T = f es la convolucion de T' y f.

Propiedades 6.33. Sean T € ' (R) y f,g € Z(R).
1) T f es de clase * en R, y

(T )" =(TW)« f =T (f®).
11) T = f es de crecimiento polindmico; precisando més, existen N € Ny C > 0 tales que
(T+f)x)<C(1+2°)", zeRr

Por tanto T * f es una distribucion temperada.
m) (T fxg=T=x(f=g).

6.4. Transformada de Fourier de distribuciones

De la misma forma que se ha extendido la transfromacién de Laplace al caso de funciones generaliza-
das, uno se puede plantear la construccién de una transformada de Fourier de distribuciones. Obviamente,
no toda distribucién admitira dicha transformada, pues no toda funcién la admite, asi que hay que elegir
un subespacio adecuado de 2’(R). El hecho de que § transforme . (R) en si mismo es la clave; de nuevo,
el contemplar el caso de distribuciones regulares T' = Ty indica el modo en que se debe encauzar esta
construccién si se pretende, como es natural, que §(7y) = Ty, es decir,

oo

STy, /=Ty, f) = / g9(z) f(z)dz, para cada f € S (R).

— 00
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Pero una sencilla aplicacién del teorema de Fubini muestra que, para f,g € .(R), se tiene que
@£y = [ G@ = [ o) Fw)de = (1. ).
Puesto que si T es un distribucién temperada, la aplicacién compuesta
feSR)— fesR)—T(f)eC
es continua, es razonable la siguiente definicién.

Definicién 6.34. Para T € .%/(R) se define la distribucién §(T') = T por
(T.H=(T.FH. [es®)

Teorema 6.35.

1) La transformada de Fourier de ./ (R) en .#”/(R) es continua,; esto es, si {T),}52; converge débilemte
hacia T, entonces {F(T,)}5°; converge débilemte hacia §(T).

) §:.'(R) — #'(R) es una biyeccién lineal, cuya inversa también es continua.

Observacion 6.36. La transformada de Fourier de distribuciones satisface propiedades similares a la
transformada de funciones clasicas; por ejemplo, siguen siendo validas las formulas de derivacién dadas
en la proposicién 6.15.

Ejemplos 6.37.

1) Puesto que los polinomios son distribuciones temperadas tiene sentido hablar de su transformada de
Fourier. Comencemos examinando los constantes (de grado 0). Si 1 denota la distribucién regular
asociada a la funcién constante 1, se tiene que

@ =wh= [ Feydo=zn(y [ e™fw)dw) =2n70) = @ro.f),
asi pues, 1=2r4.
11) Para la distribucién de Dirac se tiene que
6.0)= 6. =Fo) = [ e f@de= [ 1 j@de=(11).

y por tanto, 5=1.

1) Si P es un polinomio cualquiera, la férmula §(P(D)f)(w) = P(iw) F(w) se verifica igualmente
sustituyendo la funcién de decreciemiento rapido f por una distribucién temperada T'. En particular,
poniendo T = 4, se deduce que

F(P(D)o) = P(iw)d = P(iw).

~

Anédlogamente, si la f6rmula P(D)f(w) = 3(13(71' x) f(x))(w) se aplica a la distribucién 1 se
obtiene que
o1 P(D)§ = P(D)1 = S(P(fi z) 1(;5)) = §(P(~iz))
1v) Para T € 2'(R) se define T € 2'(R) por

<T> 90> = <T7 ¢> .

Es inmediato que T es también una distribucién, que (T) =T,y que T € .#'(R) si T € .7'(R).
Nétese ahora que para f € Z(R) la férmula de inversién dada en el teorema 6.20 se escribe de
forma equivalente

f:%&(}’); es decir f(x):f(—x):—g(ﬂ(x), zeR.

Pues bien, esta férmula se es igualmente vélida en .%/(R), como ilustran los casos estudiados arriba:

. 1 ~ 1 < 1 1
1=1= - §(1) = 5-5(2r0) = 50): 0=0=5-800)=5-31).
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Proposicién 6.38. Sean T € ./(R) y f,g € . (R). Entonces
J3TxH=F-T

(nétese que segiin 6.33 tiene perfecto sentido el primer miembro de la igualdad,y el segundo consiste en

multiplicar la funcién fde clase ¥*° por la distribucion f)

En cuanto a la convolucién de distribuciones, recordemos que la convolucién de dos distribuciones
estd bien definida cuando al menos una de ellas es de soporte compacto. Puesto que &'(R) C .#'(R) C
2'(R), siempre tiene sentido la convolucién de una distribucién temperada con otra de soporte compacto.

Lema 6.39. Sean T € &'(R) C ./(R). Entonces §(T') € € (R), precisando més, F(T') es una distri-
bucién regular asociada a la funcién T' de clase € en R y definida por
T(w) = (T, e~2).

La actuacién de T sobre la funcién p(z) = e~% € &(R) se debe interpretar segin se indicé en la
observacién 4.37.1v.

Proposicién 6.40. Sean S € &'(R) y T € ./(R). Entonces S+ T € '(R) y
F(S*T)=8-T.

El segundo miembro de la igualdad tiene perfecto sentido ya que Se € (R).

Teorema 6.41 (de Paley-Wiener).
1) Sea ¢ € Z(R) tal que sop(y) C [—r,7]. Si se define

f(z) = /Oo e~ p(x) dr, zeC, (6.7)

— 00
entonces f es una funcién entera (holomorfa en todo C) y para cadan = 0,1,2, ... exiten constantes
positivas C,, tales que

7| Im(z)]|
e
D<Ch S seC. 6.8

#6)| < Cu i (6
Reciprocamente, si una funcién entera f satisface las condiciones (6.8), entonces existe ¢ € Z(R)
con sop(p) C [—r,r] para la que se verifica (6.7).

1) Sea T € &'(R) con sop(T) C [—r,r]. La transformada de Fourier de T se prolonga a una funcién
entera I’ definida por

F(z) = (T, exp(—izx)). (6.9)
Ademds, existen una constante positiva C'y N € N tales que para cada z € C
|F(z)| < C(1+|z)NetmGI, (6.10)

Reciprocamente, para cada funcién entera F que satisface las condiciones (6.10) existe una T € &’(R)
con sop(p) C [—r,r] y que verifica (6.9), en particular T(w) = F(w) para cada w € R.

6.5. Revision de la transformada de Laplace de distribuciones

La transformada de Laplace se puede formular en el ambito de las distribuciones temperadas. La
construccién que presentamos aqui es equivalente a la que se hizo en el capitulo anterior. Recomendamos
al lector que revise los casos practicos habituales (T, ¢, H, etc.) para confirmar este punto al menos
con estos ejemplo sencillos.

Lema 6.42. Sea ¢ una funcién de clase ¥°° en R tal que todas sus derivadas son acotadas y existe
xo € R con p(z) = 0 para todo = < zp. Si w es un nimero complejo con Re(w) > 0 la funcién

—wx

e (p(fﬂ) —e~ Re(w)a:efilm(w)w

p()

es de decrecimiento rapido.
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Supongamos que T € Z'(R;) y que existe @ € R tal que e **T € ./(R). Elijamos ¢ € &(R)
verificando las condiciones del lema precedente, y de manera que ¢(x) = 1 para cada = € sop(T).
Entonces para un z € C con Re(z) > « la funcién ¢(z) = e~ *=*%¢(x) es de decrecimiento répido y
tiene sentido considerar la actuacién de e=**T sobre v, que denotaremos

(Tue™™) = (7 Ty, P(x)) = (7 Ty, e 77 g(x)).
Esto da sentido a la siguiente definicién.
Definicién 6.43. Sea T € 2'(R;) para la que existe un o € R tal que e **T € .%/(R). La funcién

definida por
LT (z) = (Ty, e %), Re(z) > a,

es la denominada transformada de Laplace de T'.

Observacion 6.44. Por supuesto, esta nueva definicién coincide con la dada en el capitulo anterior, s6lo
que se enfoca desde un punto de vista diferente, y verifica las propiedades 5.12, asi como los resultados
relativos a la convolucién.

Teorema 6.45. Una funcién F(z) es la transformada de Laplace de una distribucién T € 2'(R4) si, y
sélo si, verifica las siguientes condiciones:

1. F es holomorfa en un semiplano de la forma II, = {z € C: Re(z) > a}, a €R.

2. I es de orden polinémo en Il ; esto es: existe un polinomio P con coeficientes positivos tal que

|F(z)’ < P(lz]), zell,.
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