MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
Modelo de examen del primer parcial — 17 de enero de 2003
12 Parte — Duracion: de 9:00 a 10:30

1.- Resolver la ecuacién 22 — |2z — 1| = 0.

(141)%
(3+14)(1—14)20

2.- Expresar en forma binémica el complejo

1 2 1 1
3.- Probar que existe un tinico zg € <—, —) tal que xg sen(—) = —.
T x T

241
4.- Calcular lim (2* + ) log(w il )

xr— 00 ,CCQ

5.- Hallar el desarrollo de Taylor de orden 3 en xyp = 0 de la funcién

6.- Demostrar que para cualquier par de niimeros reales a, b se tiene que

| arctg(a) — arctg(b)| < |a — b.

T
7.- Calcular lim sen<7).
(w,y)*(oyo)y 2 + 9?2

8.- Justificar la existencia del plano tangente a la grafica de la funcién
2= f(z,y) =2 4+ 3y + 2

en el punto (xg,yo) = (0,0). Determinar la ecuacién de dicho plano.

9.- Determinar los extremos relativos de f(z,y) = z* + y* — 2zy.

Instrucciones: Las soluciones a las cuestiones deben entregarse escritas con
tinta, debiendo figurar en todas las hojas que se entreguen los Apellidos y Nombre,
en este orden, del alumno. Cada cuestion vale 5 puntos sobre una nota total de
100 puntos.



MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
Modelo de examen del primer parcial — 17 de enero de 2003
22 Parte — Duracién: de 11:00 a 13:00

1. Estudiar, en funcion del parametro real «, el valor de

. 1/z¢
im (Q:c log(l—l—:c)) .

z—07t 2

12 puntos

2.- De entre todos los trapecios que se pueden inscribir en la circunferencia centrada
en el origen y de radio R > 0, uno de cuyos lados paralelos es el diAmetro de la
circunferencia que esta en el eje de abscisas, determinar el que posee area maxima.

15 puntos
3.- Estudiar la continuidad y diferenciabilidad en R? de la funcién
4y oy
fay) =8 aqy  SETUED 14 puntos
0 siz+y=0.

4.- Se considera la ecuacién
2B —a(x® 4oy —2) + TV =1,

a) Probar que si a # 0 la ecuacién define a z como funcién implicita z = z(z,y),
de clase C*°, en un entorno del punto (0,0), con z(0,0) = 0. 4 puntos
b) Encontrar valores de b y ¢ para los que la funcién z = z(z,y) presenta en el
punto (0,0) un punto critico, y determinar si es un extremo relativo. 10 puntos

Instrucciones: Las soluciones a los problemas deben entregarse escritas con tinta
y en hojas separadas, debiendo figurar en cada una los Apellidos y Nombre, en este
orden, del alumno.




MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
Examen parcial — 28 de enero de 2003
12 Parte — Duracién: de 9:00 a 10:30

Instrucciones: Las soluciones de las cuestiones deben entregarse escritas con
tinta, debiendo figurar en todas las hojas que se entrequen los Apellidos y Nom-
bre, en este orden, del alumno. Cada cuestion vale 5 puntos sobre una nota
total de 100 puntos.

1.- Resolver la ecuacién 22 — |z| =2 — |3 — z|.

(1+1iv/3)%

2.- Expresar en forma binémica el complejo ~—————

(1- Z-\/g)lo'

3.- Calcular lim (cos(:c))cmg(x).
z—0
4.- Hallar los valores de las constantes reales a y b para los que la funcion

fa) = 2r + a six <0,
= x+b(e® —1) six >0,

es derivable en R.

5.- Probar que la cuerda que une los puntos de abscisa a y b en la parabola
y=Az> + Bz +C

. [ . a+b
es paralela a la recta tangente a dicha parabola en el punto de abscisa .

6.- Determinar el niimero de soluciones reales de la ecuacién

2z +¢e* = 0.

7.- Sea f:R? — R la funcién dada por

2%+ zy
siy #0,
flz,y) = y
0 siy=0.

Probar que f admite todas las derivadas direccionales en (0,0). (Es f continua en
(0,0)?

8.- Justificando su existencia, determinar la ecuaciéon del plano tangente a la
grafica de la funcién

2= f(z,y) =log(a” —y +1)
en el punto (xg,yo) = (0,0).

9.- Determinar los extremos relativos de f(z,y) = 22 — 2zy + v>.



MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
Examen parcial — 28 de enero de 2003
22 Parte — Duracién: de 11:00 a 13:00

Instrucciones: Las soluciones deben entregarse escritas con tinta, cada pro-
blema en hojas separadas, debiendo figurar en cada una los Apellidos y
Nombre, en este orden, del alumno.

1. Sea f:R — R la funcién dada por
f(x) = ae” + baz? + =, z €R,
donde a y b son constantes reales.
i) Determinar a y b para que f presente extremos relativos en z =0 y en = = 1,
indicando si cada uno de ellos es maximo o minimo. 6 puntos
En lo que sigue, se da a los pardmetros a y b los valores determinados en 1i).
ii) Determinar los puntos de inflexién de f. 3 puntos
iii) Calcular lim f(z) y lim f(2). 2 puntos
T — 00 Tr— —00
iv) Realizar un esbozo de la grifica de f. 3 puntos
2.- Hallar las dimensiones del cilindro de volumen méximo inscrito en una esfera de
radio R y cuyo eje de revolucién pasa por el centro de la esfera. 12 puntos
3.- Estudiar la continuidad y diferenciabilidad en R? de la funcién
2 3
Yy -y .
— si (z, 0,0);
flx,y) = 22+ y? (z,9) #(0,0) 14 puntos
0 si (z,y) = (0,0).
4.- Sea a € R y considérese la ecuacién

=022 L gry + (3 + 1)z = 2.

a) Probar que la ecuacién define z como funcién implicita z = z(x, y) de clase C*>®

en un entorno del punto (0,0), con z(0,0) = 1. 4 puntos
b) Hallar el valor de a para el que la funcién z = z(z,y) presenta en (0,0) un
punto critico. 6 puntos

c) Obtener, para el valor anterior de a, la expresién explicita de z(x,y), y deter-
minar si dicha funcién posee un extremo relativo en (0,0). 5 puntos




MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
Soluciones del examen parcial de 28 de enero de 2003

CUESTIONES

1.- Se deben distinguir los casos siguientes:
a) Siz < 0, la ecuacion se escribe:

P 4r=2-(3-2), de donde r? =1,

que no tiene soluciones reales.
b) Si0 <z < 3, queda

22 —r=2-(3-1), es decir, x> —2x+1=0,

cuya tunica solucién es x = 1, que efectivamente pertenece al intervalo en el que
trabajamos.
c) Siz > 3, la ecuacién se reduce a

?—x=2—(z-3), y ha de ser x“ =5,

cuyas soluciones, ++/5, no verifican la condicién de ser mayores que 3.
Por lo tanto, la inica solucién de la ecuacion es el punto 1.

2.- Si z = 1+ iv/3, es inmediato que z = 2¢?™/3 con lo que

(1+Z\/§)20 B 20 220210 230 (26171'/3)30 230611071'

N

_ _ _ _ _ 510
(1 — iv/3)10 — 10 T 310,10 2|20 920 920 27
3.- La indeterminacién es del tipo 1°°. Si llamamos L al limite,
: .cos(z)—1 . —x?/2
log(L) =1 1 = lim ——~— = =
og(L) = lim cotg(z)log(cos(z)) = lim — o(2) lim — 0,

con lo que L = 1.

4.- La funcién dada es derivable en (0,00) por resultar de sumas o productos
de funciones derivables (polinomios y exponencial). Andlogamente, es derivable en
(—00,0). En cuanto al punto xg = 0, estudiemos en primer lugar la continuidad:
f(0)=a= 11%1 f(z), mientras que llIBl f(z) = 0. Por lo tanto, ha de ser a = 0 para

que f sea continua en 0. Por tultimo,
flo)y=2 vy f(O0") =1+,
por lo que f es derivable en 0 sélo si 2 =1+ b, es decir, b = 1.

5.- La cuerda que une los puntos
(a,Aa®> + Ba+C) vy  (b,Ab*> + Bb+C)

tiene pendiente
Ab? 4+ Bb+ C — (Aa®? + Ba + C)

=A b)+ B.
r— (a+b)+
Por otro lado, la pendiente de la recta tangente a la grafica en el punto (a + b)/2 es
b b
y'(“‘; ) =242 LB A(a+b)+ B.

Puesto que ambas pendientes coinciden, la cuerda y la tangente son paralelas.



6.- La funcién f(z) = 2z + €® es continua en R, f(—1) < 0y f(0) > 0, con lo
que el teorema de Bolzano garantiza que f se anula al menos en un punto (del intervalo
(—1,0)). Como

fl(x)=2+¢">0  paratodo x € R,
f es estrictamente creciente, y por lo tanto inyectiva, en R, con lo que toma sus valores
una Unica vez y la ecuaciéon dada tiene exactamente una solucion.

7.- Sea v = (v1,v2) un vector no nulo. Si ve # 0,

th% + t2v1v2

_ O 9
Dy f(0,0) = lim fltvr,tva) = £(0,0) _ . tvs =Y
t—0 t 50 ; o
Sl ’U2 — O’
Duf(0,0) = lim T SO0y, 0-0_,
t—0 t g t

La funcién no es continua en (0,0), pues los limites direccionales en (0,0) son todos
nulos, mientras que

=1.

2%+ 23
li = li
(2.)—(0.0) fley) = I =
y=a*

8.- La funcion f es de clase C*°, y por tanto diferenciable, en el conjunto
{(z,y) e R? 1y < 2 + 1},

al que pertenece el punto (0,0). En consecuencia, la existencia del plano tangente en
dicho punto esta garantizada, y su ecuacién es

of of

— f(0,0) = =—=(0,0)- (z =0 —(0,0) - (y —0).
2= 10.0) = 5H0.0)- (0= 0) + 5-(0.0)- (4= 0)
Ahora bien,
0 2 0 -1
Tooy=—2 | -0, Yoo=— 1| -
Ox 22 —y+ 110,0) Oy 22 —y+ 1100
con lo que la ecuaciéon del plano es z = —y.
9.- Las soluciones del sistema
0
a—i(w,y) =22 —2y=0
0
8_£($’y) = —2r+3y° =0
son los puntos criticos de f, que resultan ser (0,0) y (2/3,2/3). La matriz hessiana de
fes
2 =2
En (0,0),

0.0 - (2, 7).

que es indefinida por ser de tamano 2 x 2 y tener determinante negativo. Asi, este punto
no es extremo. En cuanto al otro,

mesm = (2 F).

que es definida positiva, y el punto es un minimo.



PROBLEMAS

1.- i) Es inmediato que f’(0) = 0 si, y sélo si, a = —1, y ahora se deduce que
f'(1) =0si, ysblosi, b= %. Para esos valores de a y b se tiene que f”(0) = e—2 > 0,

con lo que f presenta en x = 0 un minimo, y que f”(1) = —1 <0, con lo que en z = 1
se tiene un maximo.

ii) La derivada segunda de f se anula si e = e— 1, con lo que ha de ser z = log(e — 1).

Como f"'(x) = —e® # 0, dicho punto es de inflexién.
iii) liIJIrl f(z) = —o0, lim f(z) = +oc.

2.- Consideremos el corte de la esfera por un plano que contenga el eje de revolucion
del cilindro. Llamamos r y h al radio y altura, respectivamente, del cilindro. Tracemos
el radio de la esfera, de longitud R, que va a uno de los puntos de contacto de esfera y
cilindro. El teorema de Pitagoras establece que

h

R2 = 7”2 + (5)2
Puesto que se trata de maximizar el volumen V = 7r2h, podemos escribir
s 2 2 T3
V:V(h):w(R —Z)hsz h_Zh .
Es sencillo comprobar que
2
V'(h) =0 si, y sélo si, h=hy=—R,

V3
y que V" (hg) < 0, con lo que el volumen méximo se alcanza para el cilindro de dimen-
siones
V6

2
ho = —=R ro = ~—R.
0 \/§ y 0 3

3.- Es evidente que la funcién admite derivadas parciales continuas en R?\ {(0,0)},
por lo que la diferenciabilidad (y en consecuencia la continuidad) estdn garantizadas en
todos los puntos de ese conjunto. En cuanto al (0,0), observamos que

f(pcos(8), psen(d)) = p( cos?(6) sen(d) — sen*(0)),
con lo que

| f(pcos(0), psen(0))| < 2p.
Puesto que lir% 2p = 0 (uniformemente con respecto de ), se deduce que
p—
lim z,y) = 0= f(0,0),
(x,y)a(o,o)f( y) £(0,0)

y f es continua en (0,0).
Calculemos las derivadas parciales en (0,0):

0 L f(h,O)—f(0,0)_ . 0-0
T R R
af : f<07h’)_f<070) : —h -0
4 - = = —1.
gy (00) = Jimy h im =
Por lo tanto,
- —0-h—(-1)- 2h2k

Vh2 + k2 <h2+k2)3/2'



Es sencillo ver (estudiando los limites direccionales de esta funcién en (0,0) o mediante
un cambio a coordenadas polares) que no existe

lim e(h, k),
(h,k)—(0,0)

con lo que f no es diferenciable en (0,0).

4.- Definamos f:R?® — R mediante
flx,y,2) = e(I=%2 4 gy + (y° + 1)z — 2.

a) f € C>*(R3), £(0,0,1) =0,y ?(O, 0,1) =1 # 0, con lo que basta aplicar el teorema
2

de las funciones implicitas.

b) La funcién z obtenida en un entorno U de (0,0) es tal que

VY pazy + (y° + 1)2(z,y) =2, (zy) €U (%)
Derivando en (%) respecto de x:
(1—a)zz(z,y) 0z 3 0z
¢ DA =a)(xw,9) + a5 (@9)) +ay+ @ + D5 (29) =0, (2.y) €U.
Evaluando en (0,0), con z(0,0) =1,
1l—a+ 2—2(0,0):0, es decir, 2—2(0,0):@—1.
Si derivamos en (x) respecto de y:

0
4”“““”0—aﬂg§%y%ﬂw+3f4%y%+@&+U5§@w):, (,y) € U.
Evaluando en (0,0), con z(0,0) =1,

0z
—(0,0) =0.
ay( ? )

Por lo tanto, (0,0) es punto critico s6lo cuando a = 1.

c) Si a =1, la ecuacién original es

1 -2y

PEaE

Es fécil ver que no se presenta en (0,0) un extremo relativo de z, pues z(0,0) = 1,
mientras que para h arbitrariamente pequeno,

1 <1 sih>0,
4Qm‘7ﬁ+1{>1 sih<0.

L+azy+ (° + Dz(z,y) =2, de donde z(x,y) =




MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
Modelo de examen del segundo parcial (s6lo cuestiones) — 6 de junio de 2003
12 Parte — Duracion: de 9:00 a 10:45

1
————dx
1+ tg(x)

/ log(t) dt
2.- Calcular leH;O 13—\/5

1.- Calcular /

3 r+1

——dx.
o T3+ 8 v

3.- Estudiar la convergencia de la integral /

4.- Hallar el area de la superficie encerrada por las graficas de las funciones

2z
y = sen(z) e y=—.
T

5.- Dar una parametrizacién de la curva plana de ecuacién implicita

2?4+ 4y — 26 —-3=0.
6.- Sea I' la curva geométrica orientada parametrizada por
['(t) = (t* +sen(t — 1) log(1 + t?),t> — 5t cos(rt))), t €[0,1].

Si F(z,y) = (y cos(zy), x cos(zy)), calcular / Fdr.
r

7.-Si D ={(z,y) € R? : 22 + 4% < 1, x > 0}, calcular el valor de

7Y
/D Vv +y?

dx dy.

8.- Estudiar la convergencia de la integral

/ (14 z)e~ @Y cos(z — y) da dy.
(0,00) x(0,00)

9.- Sea V un cubo de lado ¢ situado en el espacio, y sea 9V la superficie que lo
limita. Calcular / (zy, 2z, (2 — y)z)ndo.
ov

Instrucciones: Las soluciones a las cuestiones deben entregarse escritas con
tinta, debiendo figurar en todas las hojas que se entreguen los Apellidos y Nombre,
en este orden, del alumno. Cada cuestion vale 5 puntos sobre una nota total de
100 puntos.



MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
Examen parcial — 12 de junio de 2003
12 Parte — Duracion: de 9:00 a 10:45

Instrucciones: Las soluciones a las cuestiones deben entregarse escritas con
tinta, debiendo figurar en todas las hojas que se entrequen los Apellidos y Nom-
bre, en este orden, del alumno. Cada cuestion vale 5 puntos sobre una nota total
de 100 puntos.

1.- La pendiente de la recta tangente a la gréfica de la funcién y = f(z) en un
o+ 1

unto arbitrario g € R es —.
p 0 A n .fC%

Sabiendo que f(0) = 1 + log(2), determinar la

expresion de f.

2.- Demostrar que para toda funcién f continua en R se tiene que
w/2 w/2
/ f(sen(x)) dx :/ f(cos(z)) dz.
0 0

3.- Hallar los puntos criticos de la funciéon

4.- Estudiar la convergencia de la integral
> dx
/1 Ve (l+z)
y calcularla si converge.

5.-Sea D= {(r,y) eR?:2>0, y <2, ””2—2 <y < z?}. Calcular

// rydxdy.
D

6.- Calcular el area de la superficie plana encerrada por la curva de ecuacion polar
2 _
p° = sen(20), con 0 € [0,7/2].

7.- Estudiar la convergencia de la integral

// sen(:cyQ) dr dy.
(0,00)%(0,1) 1 T2

8.- Sea v:[a,b] — R? una representacién paramétrica de una curva geométrica
orientada tal que v(a) = (2,1) y v(b) = (3,4). Calcular

/ (er””y2 , 2:cye$y2 )dr.
vy

9.- Si S es una esfera de radio r, calcular /(:c, Y, z)ndo.
S




MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
Examen parcial — 12 de junio de 2003
22 Parte — Duracién: de 11:15 a 13:15

Instrucciones: Las soluciones a los problemas deben entregarse escritas con tinta
y en hojas separadas, debiendo figurar en cada una los Apellidos y Nombre,
en este orden, del alumno. La puntuacion de cada apartado, sobre el total de 100
puntos, figura a su derecha.

1. a) Determinar el desarrollo de Taylor de orden 3 en zp = 0 de la funcién
f(z) =z — sen(x), x eR. 3 puntos
b) Estudiar la convergencia de /0 % dx. 12 puntos
2.- SeaV={(r,9,2) eR®:2>0, 22 +9*> <1, 2 <3 — 22 —y?}. Calcular
/// 22 dx dy dz. 15 puntos
1%
3.- Sea D = {(z,y) € R?: 1 < 22 +y? < 4}, y consideremos su borde 9D dotado de
la orientacion inducida por D. Calcular
/ (@) 4 4y, cos(e¥) + x)dr. 10 puntos
oD
4.- Sea V el subconjunto acotado de (0, 00)? limitado por las superficies de ecuaciones

y =0, z =0, T =2, z=3 y z:yQ.

Si S es la superficie frontera de V' orientada segiin la normal interior, calcular

/(:cQ,y,yz)n do. 15 puntos
S




MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
Examen final — 26 de junio de 2003
12 Parte — Duracién: de 9:00 a 10:45

Instrucciones: Las soluciones a las cuestiones deben entregarse escritas con
tinta, debiendo figurar en todas las hojas que se entrequen los Apellidos y Nom-
bre, en este orden, del alumno. Cada cuestion vale 5 puntos sobre una nota total
de 100 puntos.

ALUMNOS QUE SE EXAMINAN SOLO DEL PRIMER PARCIAL

1.- Determinar los extremos superior e inferior, si existen, del conjunto

A={zeR:V2x+2 < |z —3|}.

2.- Resolver la ecuacion
A —922492=0.

3.- Estudiar la derivabilidad en R de la funcién f dada por f(z) = sen(|z|), z € R.

4.- Obtener el desarrollo de Taylor de orden 3 en xg = 0 de la funcién

f(z) = cos(sen(z)), z eR.

—a? -1 2
5.- Calcular lim u.
x—0  arctg(z?)

6.- Probar que para todo = > 0 se tiene que z?e?~% < 4.

7.- Estudiar la continuidad en (0,0) de la funcién f dada por

3

flay) = ﬁ st (x,9) # (0,0);

0 si (x,y) = (0,0).

8.- Estudiar la diferenciabilidad en (0, 0) de la funcién f(x,y) = &zy, (x,y) € R2.

9.- Determinar los extremos relativos de la funcién f(z,y) = 2% +y3, (z,y) € R2.




MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
Examen final — 26 de junio de 2003
22 Parte — Duracién: de 11:15 a 13:15

Instrucciones: Las soluciones a los problemas deben entregarse escritas con tinta
y en hojas separadas, debiendo figurar en cada una los Apellidos y Nombre,
en este orden, del alumno. La puntuacion de cada apartado, sobre el total de 100
puntos, figura a su derecha.

ALUMNOS QUE SE EXAMINAN SOLO DEL PRIMER PARCIAL

1. a) Probar que la ecuacién
3r =¢"
tiene exactamente dos soluciones reales. 8 puntos
b) Estudiar y representar graficamente la funcién
f(z) =3z — €, r €R. 7 puntos
2.- La distancia de un punto (a,b) € R? a la recta de ecuacién = + y = 0 viene dada
por
b
d(a,b) = M.
V2
Determinar el punto o los puntos de la curva zy = 1 que se hallan a distancia
minima de dicha recta. 12 puntos
—1/t?
3.- a) Probar que }ir% =0. 5 puntos
b) Estudiar la diferenciabilidad en R? de la funcién f dada por
exp (—1/(z? + ¢? si(z, 0,0);
flz,y) = p( / Y )) (@.y) #(0,0) 8 puntos
0 si (z,y) = (0,0).
4.- a) Demostrar que el sistema de ecuaciones

Yy —234+3r=3
P+ 22 +2r =4

define funciones implicitas y = y(z) y 2z = z(z) de clase C* en un entorno del

punto zg =1, con y(1) =1 y 2(1) = 1. 5 puntos
b) Hallar el polinomio de Taylor de orden 1 de las funciones y(z) y z(z) en el
punto xg = 1. 5 puntos

c) ;Presenta la funcién z(z) un extremo relativo en z¢ = 17 5 puntos




MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
Examen final — 26 de junio de 2003
12 Parte — Duracién: de 9:00 a 10:45

Instrucciones: Las soluciones a las cuestiones deben entregarse escritas con
tinta, debiendo figurar en todas las hojas que se entrequen los Apellidos y Nom-
bre, en este orden, del alumno. Cada cuestion vale 5 puntos sobre una nota total
de 100 puntos.

ALUMNOS QUE SE EXAMINAN SOLO DEL SEGUNDO PARCIAL

/ V3 dt
1.- Calcular lim 24—,
T— 00 \/$5

2.- Hallar el area de la superficie acotada comprendida entre las graficas de las
funciones
y==x e y=uzx".

oo
3.- Estudiar la convergencia de la integral / sen(z) dx.

. 232

4.- Sea D ={(z,y) e R?: 0 <y <1, /x <y <2z }. Calcular

// ydxdy.
D

5.- Estudiar la convergencia de la integral

1 -y
// (1 + cos(z))e dz dy,
(0,1)x(1,00) vy

6.- Dar una expresion paramétrica de la curva de ecuacion polar

p? = cos(20), 0 € [—m/4,7/4].

7.- Si la curva geométrica orientada ~y tiene la representacion paramétrica

v(t) = (e " cos(t), e " sen(t),t), t € [0,4mn],

calcular /(yz, xz,xy)dr.
v

8.- Calcular la integral del campo F(z,y) = (e*(y — z),e® + y?) a lo largo de la
curva de ecuacién x? + 2y? = 2.

9.- Si S es la superficie frontera de un cilindro de radio 3 y altura 2, calcular

/(y,:zc,z) -ndo.
S




MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
Examen final — 26 de junio de 2003
22 Parte — Duracién: de 11:15 a 13:15

Instrucciones: Las soluciones a los problemas deben entregarse escritas con tinta
y en hojas separadas, debiendo figurar en cada una los Apellidos y Nombre,
en este orden, del alumno. La puntuacion de cada apartado, sobre el total de 100
puntos, figura a su derecha.

ALUMNOS QUE SE EXAMINAN SOLO DEL SEGUNDO PARCIAL

1. Estudiar la convergencia de la integral

/°° (1 —cos(z)) (1 —e™™) .

o 13 puntos

2.- Sea V el sélido acotado limitado por los planos coordenados y por los planos de
ecuaciones respectivas * =2 y 2y + z = 1. Calcular

/// (x 4+ y)dzdy dz. 12 puntos
%

3.- Sea
VZ{(.CC,y,Z)ERSZZEO, 2Z§4—SE2—Z/27 221—$2_y2}.

/// rydrdydz. 15 puntos
1%

Calcular

4.- Sea S la porcién del plano de ecuacién x +y + 2z = 1 que es interior al cilindro de
ecuacion 22 + 22 =1, y sea

I:/(O,Z,O) -ndo.
S

a) Tranformar I en una integral curvilinea. 8 puntos
b) Calcular I. 7 puntos




MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
Examen final — 26 de junio de 2003
12 Parte — Duracién: de 9:00 a 10:45

Instrucciones: Las soluciones a las cuestiones deben entregarse escritas con
tinta, debiendo figurar en todas las hojas que se entrequen los Apellidos y Nom-

bre, en este orden, del alumno. Cada cuestion vale 5 puntos sobre una nota total
de 100 puntos.

ALUMNOS QUE SE EXAMINAN DE TODA LA ASIGNATURA

1.- Estudiar la derivabilidad en R de la funcién f dada por f(z) = sen(|z|), x € R.

—? -1 2
2.- Calcular lim u
z—0  arctg(z?)

3.- Estudiar la continuidad en (0,0) de la funcién f dada por

.CE’yS

flxy) =< (22 +y2)? si (,y) # (0,0);
0 si (z,y) = (0,0).

4.- Determinar los extremos relativos de la funcién f(z,y) = 2% +y3, (z,y) € R2.

5.- Hallar el area de la superficie acotada comprendida entre las graficas de las
funciones

> sen(z)

6.- Estudiar la convergencia de la integral /
1

7.- Dar una expresion paramétrica de la curva de ecuacién polar

p? = cos(20), 0 € [—m/4,7/4].

8.- Si la curva geométrica orientada ~ tiene la representacién paramétrica

y(t) = (e " cos(t), e " sen(t),t), t € [0,4mn],

calcular /(yz, xz,xy)dr.
v

9.- Calcular la integral del campo F(z,y) = (e*(y — z),e® + y?) a lo largo de la
curva de ecuacién x? + 2y? = 2.




MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
Examen final — 26 de junio de 2003
22 Parte — Duracién: de 11:15 a 13:15

Instrucciones: Las soluciones a los problemas deben entregarse escritas con tinta
y en hojas separadas, debiendo figurar en cada una los Apellidos y Nombre,
en este orden, del alumno. La puntuacion de cada apartado, sobre el total de 100

puntos, figura a su derecha.

ALUMNOS QUE SE EXAMINAN DE TODA LA ASIGNATURA

1. a) Probar que la ecuacién
3r =¢”
tiene exactamente dos soluciones reales. 8 puntos
b) Estudiar y representar graficamente la funcién
f(z) =3z — €, r €R. 7 puntos
2.- a) Demostrar que el sistema de ecuaciones
Yy —234+3r=3
2+ 22 +2r =4
define funciones implicitas y = y(z) y 2z = z(z) de clase C* en un entorno del
punto xop =1,con y(l) =1 y z(1) =1. 5 puntos
b) Hallar el polinomio de Taylor de orden 1 de las funciones y(z) y z(z) en el
punto zg = 1. b puntos
3.- Sea
V={(z,y,2) eR3:2>0, 22 <4 —2% —¢? 2>1—2>—9y°).
Calcular
/// rydrdydz. 15 puntos
1%
4.- Sea S la porcién del plano de ecuacién x +y + 2z = 1 que es interior al cilindro de

ecuacién z? + 22 =1, y sea

I:/(O,Z,O) -ndo.
S

a) Tranformar I en una integral curvilinea. 8 puntos
b) Calcular I. 7 puntos




MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
Examen extraordinario — 3 de septiembre de 2003
12 Parte — Duracion: de 9:00 a 10:45

Instrucciones: Las soluciones a las cuestiones deben entregarse escritas con
tinta, debiendo figurar en todas las hojas que se entrequen los Apellidos y Nom-
bre, en este orden, del alumno. Cada cuestion vale 5 puntos sobre una nota total
de 100 puntos.

1.- Determinar para qué valores de x € R, x # 1, se tiene que

el st

2.- Obtener el desarrollo de Taylor de orden 3 en zy = 0 de la funcién

@) = %, € (—m 7).

3.- Estudiar la diferenciabilidad en (0,0) de la funcién f dada por

Ty . _
Ty sen <m) si (z,y) # (0,0);

0 si (x,y) = (0,0).

flx,y) =

4.- Hallar los extremos relativos de la funcién f(x,y) = (22 +y?)e™%, (z,y) € R2.

5.- Demostrar que la ecuacién
xyz — z = sen(zz)
define una funcién implicita z = z(x,y) de clase C*> en un entorno del punto (0,0), con

0
2(0,0) = 0. Hallar 8—2(0,0).
x
6.- Hallar la expresion de la funcién f:[1,00) — R, continua en [1,00) y tal que

/90 f(t)dt = sen(x), x> 1.
1

dx.

1
t
7.- Estudiar la convergencia de la integral / 8(7)

1 Wz
8.- Sea v el borde del tridngulo de vértices (0,0), (0,1) y (2,0). Calcular
/(2:cy + cos(z), 2° + 2z — sen(y))dr.
¥
9.- Sabiendo que el area de la superficie que encierra una elipse de semiejes a y b

es mab, hallar el volumen del cono eliptico recto cuya base es la elipse de semiejes 2 y 1,
y cuya altura es 3.




MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
Examen extraordinario — 3 de septiembre de 2003
22 Parte — Duracién: de 11:15 a 13:30

Instrucciones: Las soluciones a los problemas deben entregarse escritas con tinta
y en hojas separadas, debiendo figurar en cada una los Apellidos y Nombre,
en este orden, del alumno. La puntuacion de cada apartado, sobre el total de 100
puntos, figura a su derecha.

37
1. Sea f:(—o0, 7) — R la funcién dada por
a + bx + ca? six <0
f(x) = 3
cos(x) si x € (0, 7)
i) Determinar condiciones sobre a, b y ¢ que aseguren que f es derivable en su
dominio. 4 puntos
ii) Bajo las condiciones determinadas en i), discutir si f presenta un extremo
relativo en el punto zg = 0. 5 puntos
iii) Supongamos en lo sucesivo que a = 1, b =0 y ¢ = —1. Hagase un esbozo de
la grafica de f. 3 puntos
iv) Para cada « € R prefijado, determinar razonadamente el niimero de soluciones
de la ecuacién f(z) = a. 6 puntos
2.- Hallar el punto P, situado en el primer cuadrante y perteneciente a la circunfe-
rencia de ecuacién 2 + 32 = 1, tal que la recta tangente a la circunferencia en P
forma con los ejes coordenados un triangulo de area minima. 12 puntos
3.- Hallar el 4rea de los dos recintos en que la parabola de ecuacién 32 = 2z divide el
circulo limitado por la circunferencia de ecuacién z2 + y? = 8. 12 puntos
4.- Sea

V={(z,y,2) eR®:2® + > > 1, 2 <4, 2> +4°}.

Si S es la superficie frontera de V' orientada segiin la normal exterior, calcular

/(:cyQ,:EQy, z) - ndo. 13 puntos
S




MATEMATICAS I (Ing. Téc. Telec., esp. Sistemas de Telecomunicacién)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Telec., esp. Telematica)
Examen parcial — 26 de enero de 2004
12 Parte — Duracion: de 9:00 a 10:45

Instrucciones: Las soluciones de las cuestiones deben entregarse escritas con
tinta, debiendo figurar en todas las hojas que se entrequen los Apellidos y Nom-
bre, en este orden, del alumno. Cada cuestion vale 5 puntos sobre una nota
total de 100 puntos.

1.- Hallar los = € R tales que |z — 1] < |z — 3.

2.- Resolver la ecuacién 22 + (1 — 3i)z —4 — 3i = 0.

3.- Hallar los valores de las constantes reales o y 3 para los que la funcién

a + sen(z) ,
fa)={ 2xers U7
I} six =0,

es continua en todo R.

. (sen(2z) — sen(x)) ’
4.- Calcular lim
z—0 xlog(l+ x) — a2

5.- Hallar en qué puntos de la curva y = 23 + 322 — 2 la recta tangente a la
misma es paralela a la recta 4x 4+ y = 0.

b
6.- Sean a,b > 0. Demostrar que log(a + b) — log(a) < —.
a

7.- Si f(z,y) =23+ 2y* + 2y, (z,y) € R?, hallar la derivada direccional de f en
el punto (1,0) segun el vector (2,1).

8.- Estudiar la existencia del limite en el punto (0,0) para la funcién

.CCS

flz,y) = zsen(%) sizx#0 e y#0,

0 siz=0 o y=0.

9.- Probar que la ecuacién 23 +2%y—2y>+2 =0 define y como funcién implicita
de x de clase C* en un entorno del punto x = 0, con y(0) = 1. Hallar la ecuacién de la
recta tangente a la gréfica de y(x) en el punto x = 0.



MATEMATICAS I (Ing. Téc. Telec., esp. Sistemas de Telecomunicacién)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Telec., esp. Telematica)

Examen parcial — 26 de enero de 2004
22 Parte — Duracién: de 11:15 a 13:15

Instrucciones: Las soluciones deben entregarse escritas con tinta, cada pro-
blema en hojas separadas, debiendo figurar en cada una los Apellidos y
Nombre, en este orden, del alumno.

1. Sea f(z) = 2° 4+ 3z + a, donde a es un parametro real.
i) Hallar el nimero de soluciones reales de la ecuacién f(x) = 0. 8 puntos
ii) Determinar para qué valores de a la ecuacién anterior tiene alguna solucién en
el intervalo [0, 1]. 5 puntos
2.- Hallar un punto (z, ), situado sobre el arco de la pardbola y = 6z —2? contenido
en el semiplano superior, de forma que el tridngulo de vértices (0,0), (z,y) y (z,0)
tenga area maxima. 14 puntos
3.- Estudiar, en funcién de p € R, la diferenciabilidad en R? de la funcién
ety _q ‘ 0.0
—_— si (x, ,0);
faw)={ @iy TEO700 14 puntos
0 si (z,y) = (0,0).
4.- Sea a € R. Estudiar los extremos relativos de la funcién
fz,y) = 2® +9y* — 3azy, (z,y) € R 14 puntos




MATEMATICAS I (Ing. Téc. Telec., esp. Sistemas de Telecomunicacién)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Telec., esp. Telematica)
Soluciones del examen parcial de 26 de enero de 2004

CUESTIONES

1.- Se deben distinguir los casos siguientes:
a) Six < 1, la ecuacion se escribe:
l—r<3—nx, es decir, 1 <3,
desigualdad obviamente cierta.
b) Sil <z <3, queda
r—1<3—uzx, es decir, T < 2.
c) Siz > 3, la ecuacién se reduce a
r—1<x—3, y ha de ser —1< -3,

lo que no es cierto.

Por lo tanto, la solucién de la inecuacién es el conjunto (—oo,2). Obsérvese que
esto se deduce inmediatamente si se cae en la cuenta de que la inecuacién pide hallar
los puntos que distan del punto 1 menos de lo que distan del punto 3.

2.- La férmula clésica da la solucion:

—(1-3)) /(1 -3i)2—4(—4—-3i)) —1+3i+/8+6i

2 B 2 '
Si se pone (a + bi)2 = 8 + 6i, es facil obtener que a + bi = 4(3 + i), con lo que las
soluciones son

—14+3i+3+1 —14+3i—(3+1
z1 = + Z2+ +Z:1+2i y Z2 = * Z2 ( +Z):—2—i—i.

3.- Para cualquier valor de los pardmetros, la continuidad de f en R\ {0} se de-
duce de las propiedades elementales relativas a las operaciones con funciones continuas.
Teniendo en cuenta que . liJrP el = +oo0 y que . lim e’ =0, es inmediato que

— 400 ——00

lim f(z)=0 y lim f(z) = gv

z—07t z—0~

\)

por lo que f es continua en 0 sélo si a = (3 = 0.

4.- A partir de la tabla de desarrollos de Taylor es inmediato que

2
sen(2z) = 2z + xeq(x), sen(z) = x + xez(x), log(l1+z) =z — % + z2e3(x),

con lim €;(z) =0, j = 1,2, 3. Entonces

rz—0

(sen(2z) — sen(:c))3 . (22 + ze1 (x) — (z + ze2(2))) ’

—0 1 1 —z2 250

x rlog(l+2x) —x x $($—%+$2€3(SE))—$2
3, .3

i T eq(x) _ 5
z—0 —x3 /2 4+ a3e3(x)

Y

teniendo en cuenta que lir% eq(x) = 0.
r—



5.- La pendiente de la recta dada es —4, por lo que, en virtud de la interpretacion
geométrica de la derivada, ha de ser /() = —4, de donde 322 + 6x — 1 = —4, y resulta
que x = —1.

6.- Basta aplicar el teorema de los incrementos finitos a la funcién f(z) = log(x)
en el intervalo [a,a + b, en el que f es continua y derivable, para deducir que existe
c € (a,a +b) tal que

1
log(a + b) — log(a) = b—;
c
como ¢ > a, la conclusion es inmediata.

7.- La funcién f es diferenciable en R? por ser polinémica. En ese caso,
of of 2 2

D 1,0) = f/(1,0)(2,1) = | ==(1,0) —==(1,0 =(3 1 =1.
ent@0 = raoey - (Luo oo (3)-6 n(})

8.- La expresién que define f sugiere calcular el limite siguiendo las curvas de
ecuacién y = kx3, con k # 0:
1
lim x,y) = —sen(k).
(z,y)—(0,0) f@y) k *)

y=kaz?>

Puesto que el valor obtenido varia con la curva escogida, no existe el limite pedido.

9.- La funcién F(z,y) = 2® + 2%y — 2y> + 2, (z,9) € R?, es de clase C* en R?,
F0,1)=0y @(O, 1) = —6 # 0. Por lo tanto, se cumplen las hip6tesis del teorema de
la funcién implicita, que asegura la existencia de una funcién y = y(z) de clase C* en
un entorno U de 0, con y(0) = 1, tal que

3+ 2?y(z) — 2(y(:c))3 +2=0, xeU.
Si derivamos respecto de x, se tiene que
32 + 2zy(x) + 2%y (z) — 6(y(:c))2y’(:c) =0, x €U,

y evaluando en = = 0, se deduce que y'(0) = 0. Asi, la ecuacién de la recta tangente a
la curva y = y(z) en el punto x = 0 es

y—1=19'(0)(x —0) =0, es decir, y=1.

PROBLEMAS

1.- i) Puesto que liIJIrl f(x) = 400 y lim f(zr) = —oo, en virtud de las

correspondientes definiciones de limite podemos garantizar que existen 1 < 0y x5 > 0
tales que f(z1) < 0y f(z2) > 0. Siendo f continua en [z1,x3], el teorema de Bolzano
asegura que existe un punto ¢ € (x1,z2) tal que f(c¢) =0, con lo que la ecuacién dada
admite al menos una solucién real.

Observemos que f'(z) = 5z* + 3 > 0 para todo = € R, lo que asegura el creci-
miento estricto de f y su inyectividad. Se puede afirmar entonces que la ecuacion tiene
exactamente una solucion.

ii) Dado el crecimiento de f, la funcién se anulara en [0,1] si, y sélo si, f(0) < 0y
f(1) >0, es decir,
a<0 v 4+4a>0.

Por lo tanto, ha de ser a € [—4,0].



2.- Es sencillo comprobar que los puntos de la parabola situados en el semiplano
superior corresponden a valores de x comprendidos entre 0 y 6. Como el lado de extremos
(0,0) y (z,0), horizontal, es perpendicular al de extremos (z,0) y (x,y), vertical, el
tridngulo dado es rectdangulo, su base mide x y su altura y, de modo que su &rea es
A= % Ahora bien, como el punto (z,y) estd situado sobre la pardbola, se puede

2

poner y = 6x — x“, con lo que
L 5

6 — 2
w:&ﬂ—?ﬂc, x € [0, 6].

La funcién A es de clase C*>, y sus puntos criticos son las soluciones de la ecuacion
A'(x) =0, es decir,

A=

3
6.36—5562:0, de donde r=0 o x=4.
Es inmediato ver que el punto 0 no es la solucion, pues el drea se anula, mientras que en
x =4 si se alcanza el méximo buscado, pues A”(4) = —6 < 0. El punto de la parabola

esel (4,y(4)) = (4,8).

3.- En R%\ {(0,0)} la funcién dada es operacién de funciones diferenciables que
conserva dicho caracter (los cocientes o potencias que aparecen no ofrecen problemas
en dicho conjunto). Para el estudio del punto (0,0), se puede (aunque no es necesario)
comenzar por la continuidad. Pasando a coordenadas polares, se tiene que

li £( ) = li e’ —1
1m x, = Iim
(z,5)—(0,0) Y p—0 p2p

Teniendo en cuenta la equivalencia e — 1 ~ h cuando h — 0, el limite queda

2 0 sip<1;
lim — =41 sip=1;
400 sip> 1.

Por lo tanto, como f(0,0) = 0, la funcién sélo es continua en (0,0) si p < 1, y para el
resto de valores de p la funcién no es diferenciable en (0, 0).
Pasamos al célculo de las derivadas parciales en (0, 0):

0 sip<1/2;
=<1 sip=1/2;
+oo sip>1/2.

of o o f(h,0) = f0,00 -1 R
a5 (0-0) = lim, h = i ST = 1 e

Dada la simetria con respecto a x e y en la definicién de f, el resultado para la derivada
parcial primera respecto de y es idéntico. Por lo tanto, f no sera diferenciable sip > 1/2.
Estudiemos los casos pendientes:

a) p=1/2: si ponemos

0 0
f(O+h,0+ k)= f(0,0) + 8_£(0’0) -h+ 8—5(0,0) k+Vh2+k2-e(h,k), (1)
se obtiene que
el

L _h—k
2 2
k) = VPR

Vh? 4 k?
Estudiamos su limite pasando a coordenadas polares:

2
e’ —1

— pcos(f) — psen(6)

. . p
! h,k) =1 =1 — cos(0) — sen(h).
(h7k)1—>rrl(070)€( ) pl—>nlo 10 ( ) ( )




Puesto que el limite depende de la direccion segun la cual el punto se aproxime al
origen, f no es diferenciable en (0,0).
b) p < 1/2: poniendo también (1), en este caso
N |
by — (PR R
k) = T R e

y pasando a coordenadas polares:

(h,k%:nl(o,o)€<h’ k) = ;li% e ;li% P2+ 0.

Asi, f es diferenciable en (0,0) en este caso.

4.- La funcién es indefinidamente derivable en R?, por lo que comenzamos deter-
minando sus puntos criticos, es decir, aquellos en los que la diferencial de f es nula:

of a2 _
o (x,y) = 3x* — 3ay = 0,
of a2 _
By (x,y) = 3y~ — 3ax = 0.

Distinguimos dos casos:
Caso 1: Si a # 0, por la segunda ecuacién ha de ser z = y?/a, lo que llevado a la
primera obliga a que
2
(y—)2 —ay =0, es decir, y(y® —a®) =0.

a
Entonces, puede ser y = 0, en cuyo caso x = 0, 0 y = a, y entonces x = a. Los puntos
criticos son (0,0) y (a,a).
Caso 2: Si a = 0, el Gnico punto critico es (0,0).

La matriz hessiana de f es

s = (5, ).

Caso 1, punto (0,0): la hessiana es

mi0.0 = (5, o),

de determinante —9a? < 0, con lo que la forma cuadratica asociada es indefinida y el
punto es de silla.
Caso 1, punto (a,a): la hessiana es

6a —3a
H =
raa = (%, ),
para la que Ay = 6a y Ay = 27a% > 0. Por lo tanto, si a > 0 la forma es definida
positiva y el punto un minimo relativo; si a < 0 la forma es definida negativa y el punto
es un maximo relativo.

Caso 2, punto (0,0): la hessiana es nula, y es necesario un estudio de la funcién, que en
este caso es f(r,y) = 2% + y3. Basta observar que, si h > 0, se tiene que

f<_h70) :—h3<O:f(O,O) <h3:f<h70)7

con lo que (0,0) es un punto de silla.



MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Telematica)
Examen final — 10 de junio de 2004
12 Parte — Duracién: de 9:00 a 10:45

Instrucciones: Las soluciones a las cuestiones deben entregarse escritas con
tinta, debiendo figurar en todas las hojas que se entrequen los Apellidos y Nom-
bre, en este orden, del alumno. Cada cuestion vale 6 puntos sobre una nota total
de 100 puntos.

ALUMNOS QUE SE EXAMINAN SOLO DEL SEGUNDO PARCIAL

1.- Probar que la funcién f dada por

f(:c):/ox dt z € R,

1+t
es impar.
> sen(z?
2.- Estudiar la convergencia de / 5(/2 ) dx.
0 X

3.- Cambiar el orden de integracion en la integral iterada

1 2y
/ dy / dx.
0 Yy

4.-Sea D = {(x,y) € R%:0 < 22+y? < 1, © > 0, y > 0}. Estudiar la convergencia
de

dx dy.

[y 7

5.- Dar una expresién paramétrica de la superficie formada por los puntos (z, y, z)
de R? tales que
22:w2+y2, >0, y>0, 1<z<2.

2
6.- Calcular la longitud del arco de la curva de ecuaciéon y = gsc x comprendido

entrex =1y x=3.
7.- Sea ~ la elipse de ecuacién 4x?+y? —8x—4y+4 = 0. Calcular /(4:cy, 22%) dr.
¥

8.- Sea ~ el borde del tridngulo de vértices (0,0), (1,0) y (2,2), con la orientacién
inducida por el triangulo. Calcular

/(6”” +y,y°) dr.
.




MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)

CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Telematica)

Examen final — 10 de junio de 2004
22 Parte — Duracién: de 11:10 a 13:00

Instrucciones: Las soluciones a los problemas deben entregarse escritas con tinta
y en hojas separadas, debiendo figurar en cada una los Apellidos y Nombre,
en este orden, del alumno. La puntuacion de cada apartado, sobre el total de 100
puntos, figura a su derecha.

ALUMNOS QUE SE EXAMINAN SOLO DEL SEGUNDO PARCIAL

1. Sea A={(z,y) eR*:ax>1, z>y>x—e T}
a) Probar que
// ye®/? dx dy
A
converge. 10 puntos
b) Sea V = {(x,y,2) € R?: (x,y) € 4, 0 < z < ¢®/*}. Estudiar la convergencia de
/// yzsemy) sen(x d dy dz. 7 puntos
2.- Calcular el volumen de
V={(z,y,2) eR>2x>0, y>0, 1<2<2, z>z>+y*}. 15 puntos
3.- Sea F:R? — R3 el campo dado por

F(SB,y,Z) = <$+y7$+2y7$_32)

a) Comprobar que existe un campo G de clase C* en R3 tal que rotG = F.
Hallar un campo G con esa propiedad y de la forma

b) Consideremos la superficie
S={(v,y,2) ER*:2® +y* + 22 =4, 2z > 1},

orientada segun la normal con tercera componente positiva. Calcular el flujo de
F a través de S. 12 puntos




MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Telematica)
Examen final — 10 de junio de 2004
12 Parte — Duracién: de 9:00 a 10:45

Instrucciones: Las soluciones a las cuestiones deben entregarse escritas con
tinta, debiendo figurar en todas las hojas que se entrequen los Apellidos y Nom-

bre, en este orden, del alumno. Cada cuestion vale 6 puntos sobre una nota total
de 100 puntos.

ALUMNOS QUE SE EXAMINAN DE TODA LA ASIGNATURA

1.- Dada la ecuacién

22— (3—i)22 +32—(3+1) =0,

comprobar que tiene una raiz que es imaginaria pura y determinarla.

2.- Hallar el desarrollo de Taylor de orden 3 en z = 0 de la funcién

f() = log(1 + 2x)

, € (—1/2,00).
1+x v € (=1/2,00)

3.- Estudiar la existencia de limite en (0,0) para la funcién f dada por

arctg( Y
flay)=q *TY Tty

0 siz+y=0.

) siz+y#Q0,

4.- Probar que la ecuacion
3 4+ 9% 4+ y 4 cos(zy) = 1
define una funcién implicita y = y(z) de clase C*° en un entorno de = = 0, con y(0) = 0.

> sen(z?)

572 dx.

5.- Estudiar la convergencia de /
0

6.- Cambiar el orden de integracion en la integral iterada

1 2y
/ dy / dx.
0 Y

7.-Sea D = {(z,y) e R%:0 < 22+y? < 1, z > 0, y > 0}. Estudiar la convergencia
de

dx dy.

e

8.- Sea ~ el borde del tridngulo de vértices (0,0), (1,0) y (2,2), con la orientacién
inducida por el triangulo. Calcular

j[(ex +y,y°) dr.
.




MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)

CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Telematica)

Examen final — 10 de junio de 2004
22 Parte — Duracién: de 11:10 a 13:00

Instrucciones: Las soluciones a los problemas deben entregarse escritas con tinta
y en hojas separadas, debiendo figurar en cada una los Apellidos y Nombre,
en este orden, del alumno. La puntuacion de cada apartado, sobre el total de 100
puntos, figura a su derecha.

ALUMNOS QUE SE EXAMINAN DE TODA LA ASIGNATURA

1. a) Sea f:(0,00) — R la funcién dada por
1
flx) =~ + log(x).
Estudiar su monotonia, extremos relativos, intervalos de concavidad y convexidad,
puntos de inflexion y asintotas. Esbozar su grafica. 9 puntos
b) Para cada o € R, determinar el nimero de soluciones positivas de la ecuacién
(x +1)log(x) = a. 8 puntos
2.- Estudiar, en funcién del parametro real a, los extremos relativos de
f(z,y) = az® + 12y + az®y, (z,y) € R?. 15 puntos
Indicacion: Se ha de tener en cuenta sia >0, a <00 a=0.
3.- Sea F:R3? — R3 el campo dado por

F(SB,y,Z) = <$+y7$+2y7$_32)

a) Comprobar que existe un campo G de clase C* en R3 tal que rotG = F.
Hallar un campo G con esa propiedad y de la forma

b) Consideremos la superficie
S={(v,y,2) eER*:2® +y* + 22 =4, 2z > 1},

orientada segun la normal con tercera componente positiva. Calcular el flujo de
F a través de S. 12 puntos




MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Teleméatica)
Soluciones del examen final — 10 de junio de 2004

ALUMNOS QUE SE EXAMINAN SOLO DEL SEGUNDO PARCIAL

CUESTIONES

dt
14+t

teo = [ = | e = @,

como se queria demostrar.

. Haciendo el cambio de variable ¢t = —u

1.- Se tiene que f(—z) = /
0

resulta que

2
2.- La funcién f(z) = %
x

y la integral impropia tiene sentido. Dado que el integrando no estd acotado en ningin
entorno de 0, y que el intervalo de integracion no es acotado, descomponemos la integral

o /000 f(z)dx = /01 f(z)dx +/100 f(z)dx.

El integrando del primer sumando mantiene signo constante en (0,1), asi que pueden
aplicarse los teoremas de comparacién. Como sen(x?) es equivalente a 22 cuando x

es continua en (0, 00), luego localmente integrable,

1
. X .
tiende a cero, f(x) es equivalente a 1/z/2, y como / —i/3 converge, también lo hace
o X

el primer sumando.
Para el segundo, notar que no hay conservacion del signo, pero que la integral es
absolutamente convergente, luego convergente. En definitiva, la propuesta converge.

1 2y 2 p(x)
/ dy/ dx :/ d:c/ dy,
0 Y 0 x/2

3.- Basta poner

donde
() = r si0<zx <1,
AT L sit<a<2
. 1 i i i
4.- La funcibn ——— es continua en el abierto D, luego localmente integrable

Va2 +y?
en D, por lo que tiene sentido la integral impropia. El teorema del cambio de vari-
able, pasando a polares, y la aplicacion del criterio de Tonelli nos dan que la integral

es convergente, ya que la integracién iterada tras el cambio de variable se reduce a

w/2 1 -
d&/ dp = —.
o], o=

5.- Una parametrizacion es la dada por ¢: (1,2) x (0,7/2) definida mediante
@(p,0) = (pcos(0), psen(), p).

6.- La longitud pedida viene dada por

/13 1+ (@) de = /13 Vitazde = %(1 L) = 3(4— V2).



7.- Se comprueba inmediatamente que el campo dado es conservativo, por lo que
la circulacion a lo largo de una curva cerrada como es la elipse vale 0.

8.- La férmula de Riemann-Green nos dice que la integral propuesta es igual a la
siguiente integral doble:

//D <a((§f) - a(e;jy))dmdyz —//dedy,

donde D es el interior del triangulo. Como la ultima integral doble representa el area
del tridngulo, que vale 1 dado que tiene base igual a 2 y altura 1, la integral propuesta
vale —1.

PROBLEMAS

1.a) La funcién f(z,y) = ye*/?, (z,y) € R?, es continua en A, y por lo tanto

integrable en cada compacto medible contenido en A (es decir, f es localmente integrable
en A). Asi, la integral impropia tiene sentido. Para probar su convergencia aplicaremos
el criterio de Tonelli, tras comprobar que una integral iterada de |f| (que coincide con
f, por ser ésta positiva) converge. En concreto,

00 T o q z 1
/ d.fE/ yew/Qdy :/ §ex/2y2
1 r—e % 1

dx = — / /2 (2:66_”” — 6_2””) dx
1
- —x/2 1 - —3z/2
= e dr — = e dx,
1 2/

r—e—%® 2
siendo las dos tltimas integrales convergentes (la segunda es inmediata, y la primera
estd tabulada o se puede calcular integrando por partes), con lo que se concluye.

b) La funcién g(z,y,z) = M, (z,y,z) € V, es continua en V', y por lo

tanto localmente integrable en V', y la integral considerada tiene sentido. Puesto que g
no mantiene signo constante en V', conviene acotar su valor absoluto por

yz| sen(z)]
|g(.§C, Y, Z)| = T < Yz = h(.fC, Y, Z)v
donde se ha tenido en cuenta que en los puntos de V' se tieneque x > 1,y >0 y z > 0,
junto con la acotacién |sen(x)| < 1. De acuerdo con el criterio de comparacién, si la
integral impropia de h en V' converge, lo hara la de g. Para estudiar la primera de ellas,

escribimos una integral iterada de h como

x/4
¢ 1
// d:cdy/ yzdz:—//yew/Qd:cdy,
A 0 2)J)a

cuya convergencia ha sido obtenida en el primer apartado. Por lo tanto, el criterio de
Tonelli garantiza que la integral impropia de h converge.

2.- Es sencillo comprobar que el conjunto V' es compacto (cerrado y acotado) y
medible (por ser su frontera unién de un ntmero finito de superficies, de medida nula
en R3). Asi, tiene sentido calcular su volumen como

Volumen(V') = /// ldzdydz.
1%

Ahora bien, el calculo de esta intergal serda mas sencillo si realizamos un cambio a
coordenadas cilindricas:

x = pcos(), y = psen(6), z =z,



para el que el determinante jacobiano es p, positivo en todo punto. Las desigualdades
x > 0, y > 0 se traducen en cos(d) > 0, sen(d) > 0, lo que se verifica cuando
0 € [0,7/2]. Por otra parte, z > 2% + 32 se escribe ahora como z > p?, con lo que el
conjunto transformado de V' por el cambio de variables serd (salvo conjuntos de medida
nula)

U={(p.6,2):0€0,7/2, 1<2<2, 0<p<z}

Entonces, el teorema del cambio de variables garantiza que

///Vldmydz = ///Updpdedz.

Aplicando el teorema de Fubini a la ultima integral, se tiene que

w/2 2 Vz
/// pdpd@dz:/ d@/ dz/ pdp
U
2 2 1 /2 2
:/ d@/ ——/ d@/ zdz
2 Jo 1

:—/ Z}de_—
2y 2 8

Otra forma de resolver el problema consiste en aplicar el método de secciones
(caso particular del teorema de Fubini), pues los cortes de V a z fija, es decir, por
planos horizontales, son sectores circulares de dngulo central /2 y de radio /z.

3.a) El campo F = (F,, F,, F,) es de clase C* en R?, abierto convexo, y es
inmediato que
oF, 0F, OF:
div F(x,y,z) = 8; + 8; + 8,23 =14+2-3=0, (z,y,2) € R3,
por lo que existe un campo G de clase C* en R3 tal que rot G = F. Si G es de la forma
G(z,y,2z) = (0,Ga(z,y,2),Gs(z,y, 2)), la igualdad anterior se traduce en el sistema de
ecuaciones

oGy _0Gy _
oy 0z 4
8G3
=z + 2y,
or Y
0G4
— =z —3z.
o r — 3z
De la segunda y tercera ecuaciones se obtiene, respectivamente, que
x? x?
Gg(.fE, Y, Z) = _7 - 2£Ey + CS(ZJ? Z)v GQ('xv Y, Z) = 7 —3xz + CQ(ZJ? Z);
podemos tomar, por ejemplo, C5 = 0, y hallar C3 imponiendo la primera ecuacién:
oC' 2
—2z + —a; —(=3z) =4y = Cs(y,2) = % + Ds(z).

Eligiendo de nuevo D3(z) = 0, se obtiene el campo

2 2 2
x x Y
G =0, — —3zxz,—— — 2 =—).
(#,9,2) = (0, 7 = 3wz, = — 20y + )
También se podia haber tomado C's = 0, en cuyo caso una solucién seria

2 2

G(z,y,z) = (0, % —3rz —yz, ——

— 2.
5 xy)



b) La superficie S es un casquete esférico, y su borde v viene dado por la curva
de ecuaciones
22 4yt 4 2% =4, z =1,

que, tras sustituir z por 1 en la primera de ellas, es la circunferencia de ecuacién 22 +y? =
3 a altura 1. Por lo tanto, es sencillo parametrizar v como

~(t) = (V3 cos(t), V3sen(t), 1), t €10, 2x],

parametrizacion que define en -« precisamente la orientacion inducida por S cuando
en S se toma la normal con tercera componente positiva. Por lo tanto, estamos en
condiciones de aplicar el teorema de Stokes para escribir, de acuerdo con la primera
solucién del apartado anterior,

/F~nda:/rotG~nda:/Gdr
S S vy

= /0 (0, g cos?(t) — 3v/3cos(t), Gs(v(t)))- (—V3sen(t), V3 cos(t),0) dt
— /0 i (g\/gcosg(t) —9cos®(t)) dt,

integral trigonométrica estandar cuyo valor es —9r.

ALUMNOS QUE SE EXAMINAN DE TODA LA ASIGNATURA

CUESTIONES
1.- 1.- Si la ecuacién 2% — (3 — i)2%2 + 3z — (3 + i) = 0 tiene una raiz imaginaria
pura, sera de la forma z = a7, con a real. Sustituyendo z por a: en la ecuacién resulta
—a*i + 3a® — a%i + 3ai — 3 — i = 0.
Igualando a cero la parte real y la imaginaria del primer miembro de la relacién anterior
nos quedan las dos ecuaciones
302 -3 =0,
a®+a®>—-3a+1=0.
De la primera se deduce que a = =+1, pero de los dos valores obtenidos el tinico que
verifica la segunda ecuacién es a = 1. Por tanto la solucién es z = i.
2.- El desarrollo de log(1 + 2z) es
22)%  (22)3
o) (20)
2 3

8
log(1 + 2x) =2z — + o(z®) =22 — 227 + §w3 + o(z?),

yelde1/(14 z) es
1

1+zx

=1—x+2%— 2%+ o(z?).

Multiplicando ambos y despreciando los términos de grado superior a tres resulta el
desarrollo pedido:

20
22 — 42 + Ewg + o(x?).

3.- Si tendemos a (0,0) segun la recta de ecuacién y = maz, con m distinto de —1,
el limite resulta ser arctg (m/(1 4 m))/(1+ m). Al depender de m, no existe limite en
el punto.



4.- La funcién F(z,y) = 23 + 93 + y + cos(xy) — 1 es de clase C* en R?, y
oF

F(0,0) = 0. Ademas, 8—(0’ 0) # 0, por lo que se puede aplicar el teorema de la funcién
Y

implicita y concluir que existe y = y(x) con las propiedades indicadas en el enunciado.

5, 6, 7, 8.- Coinciden con las del examen del segundo parcial.

PROBLEMAS
l.a) La funcién f es de clase C*™ en (0,00), y
1 1 x-1
f'(x) = =

que se anula sélo si x = 1, mientras que f'(z) >0siz > 1y f'(x) < 0six e (0,1).
Asi, f crece en (1,00), decrece en (0,1) y presenta un minimo relativo (y absoluto) en
x =1, donde f(1) = 1. Por otra parte,

/()

y se deduce inmediatamente que f es convexa en (2,00), céncava en (0,2) y presenta
un punto de inflexién en x = 2. Por ultimo, puesto que

22 x2

2—x
x3

lim f(z) = +o0, lim f(z) =400 y lim Ha) 0,

z—07t T—+00 rz—0t X

se concluye, respectivamente, que la grafica de f presenta una asintota vertical en la
recta x = 0, y que no presenta asintotas horizontales ni oblicuas.

b) La funcién g dada por g(z) = (x + 1)log(z), > 0, es continua en su dominio
y tal que
li =— li = .
lim g(z) =-c0 y  lim g(z)=+o0
Por lo tanto, se puede asegurar, aplicando la definicién de limite adecuadamente, que g
toma todos los valores reales al menos una vez. Pero, ademas,

rz+1 1
g (z) =log(x) + . :E—Hog(:c)—l—l:f(:c)—i—l, x>0,

de modo que, de acuerdo con el estudio realizado en el apartado anterior, para todo
x > 0 se tiene que ¢'(x) > 14+1 =2 > 0, y por lo tanto g es inyectiva y toma cada valor
una sola vez. En conclusidn, la ecuacién tiene exactamente una solucién en (0, 00) para
cada o € R.

2.- Derivando la funcién respecto de x y de y, e igualando las derivadas parciales
a cero, se obtiene el sistema:

2ax + 3az’y = 0, 24y + ax® = 0.
Despejando y en la segunda ecuacién y llevando su valor a la primera resulta
3 2
—azr a
2az + 3ax? (——) = 2ax — —a° = 0.
+ ( 24 ) 8
Una solucion es x = 0, y, dependiendo del valor de a, pueden darse estos casos:
i) a > 0: Existen otras dos soluciones, y las soluciones del sistema resultan ser (0,0),

2 Va 2 Va

(-2 y (- 24,

ii) a < 0: La tnica solucién es (0,0).

iii) a = 0: Entonces todos los puntos de la forma (x,0) son soluciones del sistema, y
corresponden a minimos de la funcién, ya que ésta se reduce a f(z,y) = 12y



Hallando la matriz hessiana

2a + 6axy 3azr?
Hf(.fﬂ,y):( 30/.CC2 y 24 )7

y estudiando la misma en cada uno de los puntos obtenidos como soluciones del sistema
anterior para a > 0 y para a < 0 resulta que:

i) Si a > 0, en el punto (0,0) la matriz hessiana es definida positiva, y se tiene un
minimo relativo. En los otros dos puntos la matriz hessiana tiene determinante
negativo, luego estamos ante puntos de silla.

ii) Sia <0, en el punto (0,0) el determinante de la hessiana es igual a 48a < 0, luego
es un punto de silla.

3.- Es el mismo que para el examen del segundo parcial.



MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Telematica)
Examen extraordinario — 3 de septiembre de 2004
12 Parte — Duracion: de 9:00 a 10:50

Instrucciones: Las soluciones a las cuestiones deben entregarse escritas con
tinta, debiendo figurar en todas las hojas que se entrequen los Apellidos y Nom-

bre, en este orden, del alumno. Cada cuestion vale 6 puntos sobre una nota total
de 100 puntos.

1.- Expresar en forma bindémica el nimero complejo

z = (cos(m/10) +i sen(w/lO))lS.

2.- Probar que para todo xz > 0 se tiene que e* —1 < xe”.

3.- Consideremos la funcién f:R — R definida por f(z) = vat. ;Existe el
polinomio de Taylor de f de orden 3 en x = 07

3
4.- Calcular lim log(1 + 27) log (14 —).
x

r— 400

5.- Sea f una funcién real de clase C! en (0,00) y tal que
f’(:c)+(f(:c))2:0, x> 0.

OF
Se define la funcién F': (0,00) x (0,00) — R dada por F(z,y) = f(z - y). Calcular .

x
en funcién de f.

6.- SiD=(0,1) x (0,1), calcular // max(x,y) dz dy.
D

7.- Dada la curva paramétrica v mediante

~(t) = (t,e', cos(mt)), t €[0,1],

y dado el campo F(z,y,z) = (yz,xz,xy), calcular /F -dr.
¥

8.- Sea S la superficie cuyo soporte es el conjunto
{(z,y,2) eR¥: ~1<z <1, —1<y<l1, z=2a>+19%},

orientada segiin la normal con tercera componente positiva. Calcular

/ ('xvvay) ' d’l‘,
oS

indicando la orientacién que se ha dado al borde de S.




MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Telematica)
Examen extraordinario — 3 de septiembre de 2004
22 Parte — Duracién: de 11:20 a 13:20

Instrucciones: Las soluciones a los problemas deben entregarse escritas con tinta
y en hojas separadas, debiendo figurar en cada una los Apellidos y Nombre,
en este orden, del alumno. La puntuacion de cada apartado, sobre el total de 100
puntos, figura a su derecha.

a) Demostrar que la ecuacién
xsen(x) = 5 cos(x)

tiene en el intervalo [0, 7/2] una unica solucién, que denominamos xo. 6 puntos

b) Probar que la funcién g: [0,7/2] — R, dada por g(x) = z° cos(z), alcanza su

maximo absoluto en el intervalo de definicién, e indicar (no calcular) en qué punto

lo hace. 7 puntos

2.- Determinar los extremos relativos de la funcién

flx,y) = $y€_(x2+y2)/2, (x,y) € R?. 12 puntos

3.- Sea « un parametro real, y consideremos la funcién f:R — R definida por

f(z) =sen(ax) — ax cos(x).

a) Obtener el desarrollo de Taylor de orden 5 de f en x = 0. 5 puntos
b) Estudiar, en funcién del valor de «, la convergencia de la integral
/ LUZ) dx. 9 puntos
0 X

4.- Calcular el volumen de la regién V de R? definida por

V={(z,y,2) ER3:2>0, 2>0, y> +22 <4, v+ 2 <3} 13 puntos




MATEMATICAS I (Ing. Téc. Telec., esp. Sistemas de Telecomunicacién)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Telec., esp. Telematica)
Examen parcial — 8 de febrero de 2005
12 Parte — Duracion: de 9:00 a 10:50

Instrucciones: Las soluciones de las cuestiones deben entregarse escritas con
tinta, debiendo figurar en todas las hojas que se entrequen los Apellidos y Nom-

bre, en este orden, del alumno. Cada cuestion vale 6 puntos sobre una nota
total de 100 puntos.

r—3

2
1.- Hallar los x € R, = # 2, tales que 5 <.

. g . (tg(e))"
2.- Determinar, en funcién de a € R, el valor de lim
70 (1 — cos(2x))

2a+1"

3.- Hallar los valores de las constantes reales a y b para los que la funciéon
i 322+ 2 +a sixz <0,
xr) =
6 bsen(x) six >0,

es derivable en todo R.

4.- Calcular lim (log2 (x+1)— logQ(:c)).

Ir— 00

5.- Hallar el polinomio de Taylor de orden 4 en z = 0 de la funcién

f(z) =log (1 +sen(z)), =€ (=7/2,7/2).

6.- Estudiar la continuidad en el punto (0,0) de la funcién

2
o =) T @200,

0 si (x,y) = (0,0).

7.- Sean f:R? — Ry ¢g:R — R funciones diferenciables, y definamos la funcién
F:R? — R mediante

F(SE,y) = f(“('xvy)?U(wvy))? (.CE,y) € RQv

OF
donde u(z,y) = g(x-y) vy v(z,y) = x +y. Calcular o
x
8.- Demostrar que la funcién f:R? — R dada por
fla,y) = (@ +y,a® +2y+1),  (2,y) €R?,

admite inversa g de clase C* en un entorno del punto (0,0). Calcular el jacobiano de g
en (0,1).



MATEMATICAS I (Ing. Téc. Telec., esp. Sistemas de Telecomunicacién)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Telec., esp. Telematica)

Examen parcial — 8 de febrero de 2005
22 Parte — Duracién: de 11:15 a 13:15

Instrucciones: Las soluciones deben entregarse escritas con tinta, cada pro-
blema en hojas separadas, debiendo figurar en cada una los Apellidos y
Nombre, en este orden, del alumno.

3+ 4x
1. S = ——, x € R. Se pide:
€a f('x) 1 + SEQ p
i) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, extremos relativos y
asintotas de f. 8 puntos
ii) Demostrar que f estd acotada en R y que alcanza un maximo 5 y un minimo
a absolutos, cuyos valores se han de determinar. b puntos
iii) Probar que fijado un valor yo € (v, 3), yo # 0, existen exactamente dos puntos
x1 'y x9 tales que f(x1) = f(z2) = yo. 6 puntos
2.- Se considera la funcién f dada por
fz,y) = 2* — 3wy + 2y + 1, (z,y) € R%
i) Para cada 6 € R, hallar la derivada direccional de f en el punto (1,1) segin el
vector (cos(f),sen(6)). 4 puntos
ii) Obtener los valores de € para los cudles dicha derivada direccional toma el valor
maximo. 7 puntos
iii) Hallar los extremos relativos de la funcién f. 8 puntos
3.- Para ntumeros x e y reales, se consideran los complejos
z = (2% —y) + yi, w = 2y + 2yi.
i) Hallar qué relacién debe existir entre = e y para que el cociente 2/, sea real.
5 puntos
ii) Probar que la relacién obtenida anteriormente define a y como funcién implicita
de = en un entorno de x = 1, con y(1) = 0. 2 puntos
iii) Obtener el polinomio de Taylor de orden 2 de la funcién anterior, y = y(x),
enx=1. 7 puntos




MATEMATICAS I (Ing. Téc. Telec., esp. Sistemas de Telecomunicacién)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Telec., esp. Telematica)

SOLUCIONES DEL EXAMEN PARCIAL DEL 8 DE FEBRERO DE 2005

CUESTIONES

1.- La inecuacion dada es equivalente a las dos siguientes:
2r —3<z(x—2) siz>2
20 —3>z(x—2) siz<2,
esto es,
2> —4zx+3>0 siz>2; 2> —4dzx+3<0 siz<?2.

Las soluciones de la primera son todos los ntiimeros reales z > 3, mientras que las de
la segunda son todos los x que verifican 1 < x < 2. Por tanto las soluciones de la
inecuacién propuesta son los nimeros reales que estan en el conjunto (1,2) U (3, c0).

2.- Usando infinitésimos equivalentes se tiene que

’ (tg(:c))a i x4 Y 1
im = lim ————— = lim —————.
z—0+ (1 — Cos(2$))2a+1 z—0+ ((2:5)2/2) 2a+l o+ 22a+1g3at2

Si 3a + 2 > 0 el limite anterior es infinito, mientras que es cero si 3a + 2 < 0. Cuando
3a+2 =0, es decir, a = —2/3, el limite vale /2.

3.- La funcién es derivable en los dos conjuntos abiertos (—o0,0) y (0,00). El
unico punto a estudiar es x = 0. Para que f sea derivable en dicho punto, es necesario
que sea continua en él. Se tiene que

f(0) = lim f(z) =a, lim f(x) =0,

z—0— z—0t
luego si a = 0 la funcién es continua en el punto x = 0. La derivada por la derecha en
x = 0 vale 6b, y por la izquierda 1, por lo que si 6b = 1 la funcién resulta derivable en
rz = 0.

4.- Aplicando el teorema de los incrementos finitos a la funcién f(t) = log®(t) en
el intervalo [z, z + 1] (lo que es posible siempre que x > 0) llegamos a que
2log(c,)  2log(cy)

log?(z + 1) —log?(z) = (z + 1 — x) . . ,

donde el punto ¢, verifica que = < ¢; < x + 1. Cuando z tiende a infinito, ¢, también
tiende a infinito, y como

21og(t
lim %U:o,

t—o00

se concluye que el limite propuesto es 0.

5.- El polinomio de Taylor de orden 4 para la funcién f en el punto 0 puede
obtenerse calculando las derivadas sucesivas hasta el orden 4 y evaludndolas en 0, o
bien sustituyendo la = en el polinomio de Taylor de orden 4 de g(z) = log(1 + x) en 0
por el polinomio de Taylor de orden 4 de h(x) = sen(x) en 0, y desechando los términos
de grado superior a 4. Si se opta por el primer método conviene darse cuenta de que,
al llegar a la derivada segunda,

—sen(z) (1 + sen(z)) — cos®(x) sen(z) + 1

f// ) = . _ -
) (1 + sen(z)) (1 + sen(z))




se puede simplificar dividiendo numerador y denominador por (1 + sen(:c)), lo que
facilitard el calculo de las derivadas tercera y cuarta. El polinomio pedido resulta ser

x2 23 ot

xr — 7 + F — E
6.- No es continua en (0,0), ya que si se tiende a dicho punto a lo largo de las
parabolas y = ma? (con m # 0) el valor del limite resulta ser Hinﬁ, dependiente de
m
m, luego no hay limite en (0,0). De otro modo, basta observar que el limite siguiendo
una cualquiera de estas pardbolas no coincide con f(0,0) = 0.

7.- De acuerdo con la regla de la cadena, se tiene que

2 ) = I (), 0 51 ) + Ll ), ol ) o )
= I e, 0,909 (amhy + O () o).

8.- El jacobiano de f en (z,y) es

1 1

2z 2| =27

que es distinto de cero en (0,0), donde vale 2. Se puede aplicar por tanto el teorema
de la funcién inversa y concluir que existen un entorno U de (0,0) y un entorno V' de
(0,1) = £(0,0) tales que f aplica biyectivamente U en V', y por tanto existe la aplicacién
inversa f~!, de clase C* en V por serlo f. El valor del jacobiano de la inversa en (0, 1)
es el inverso del jacobiano de f en (0,0), es decir, 1/9.

PROBLEMAS

1.i) La funcién dada es de clase C* en R, por lo que procedemos al estudio de su

derivada:
B 4 — 61 — 422 4(x +2)(x — 1/9)

/
x =—
/(@) (1 +22)2 1+ 22)2
De esta expresion es inmediato que f decrece en (—oo, —2), crece en (—2,1/9) y decrece
en (1/9,00), de modo que la funcién presenta un minimo relativo en z = —2, de valor

f(=2) = —1, y un méximo relativo en 2 = 1/9, de valor f(1/9) = 4.
Nota: No es necesario recurrir a la sequnda derivada para estudiar los puntos criticos,
pues se dispone del signo de la derivada primera.

En cuanto a las asintotas, no habra verticales por ser f continua en R. Por otra

parte,
lim f(z)= lim f(z)=0,

r— 400 Tr— —00

con lo que la recta y = 0 es asintota horizontal, y no habra oblicuas.

ii) De la continuidad de f, del estudio de su monotonia y de sus limites en +o00 y
—o0, se deduce que f toma en (—oo, —2) valores entre —1 y 0, en (—2, 1/9) valores entre
—1y4,yen (1/9,00) valores entre 0 y 4. De este modo, f estd acotada y los extremos
relativos determinados anteriormente son de hecho absolutos, siendo el maximo g = 4
y el minimo o = —1.

iii) Sea yog € (—1,4), y supongamos que yo > 0. Es inmediato que f(—3/4) =0,y
sabemos ya que f(1/9) = 4, de modo que la propiedad de Darboux garantiza que existe
un punto z1 € (—3/4,1/2) tal que f(z1) = yo. La unicidad de 1 en este intervalo se debe
a la monotonia estricta de f en el mismo. Por otra parte, puesto que wETm f(z) =0,



existird zg > 1/9 tal que f(x¢) < 3o, y de nuevo la propiedad de Darboux y la monotonia
estricta garantizan que en el intervalo (1/9,20), y de hecho en (1/9, 00), existe un tinico
xo tal que f(z2) = yo.

Un razonamiento similar permite estudiar el caso yo < 0.
Nota: Se escribe estricto, no extricto; este ha sido un error demasiado comin.

2.i) Por ser polindmica, la funcién f es de clase C*° en R?, y en particular difer-
enciable. Asi, se sabe que

D(cos(@),sen(@))f<17 1) = f/(l, 1) ( COS(@), sen(@))t = (%(1, 1) g—i(l, 1)) (COS(@), sen(@))t

|(171)(cos((9),sen((9))t
= (1 1)(cos(6), sen(@))t = cos(f) + sen().

= (42° -3y -3z +4y)

ii) Se trata de maximizar la funcién g(6) = cos() + sen(f), 6 € R. Para ello,
calculamos los puntos criticos:

g'(0) = —sen(f) + cos(f) =0 si, ysblosi, 6= % +km, keZ.
Ahora, estudiamos la segunda derivada en ellos:

g"(% +km) = —cos(6) —sen(8)|r/atk r = (—1)F1V2.

Por lo tanto, g” (% + k’ﬂ') < 0 para k par, y en los puntos correspondientes g alcanza
méximos relativos de valor /2.

Por supuesto, se puede advertir la periodicidad de g y razonar en un intervalo de
amplitud igual al periodo, 27.
Nota: La direccion de mdximo crecimiento de una funcion en un punto viene efectiva-
mente dada por la del vector gradiente en ese punto, como se ha indicado en bastantes
respuestas; lo que no se ha hecho en general es relacionar este vector con los valores de
0 correspondientes, que eran los pedidos en el enunciado.

iii) Los puntos criticos de f, soluciones del sistema

of

%(:c,y) =423 — 3y =0,
0
a—g(:c,y) =3z +4y =0,

son P1(0,0), P2(3/4,9/16) v Ps(—3/4,—9/16). La matriz hessiana de f es
122 -3

por lo que se tiene que:

0 -3
-3 4
autovalores son de signo opuesto y la forma cuadratica asociada es indefinida. En
conclusion, P; es punto de silla.

b) Hf(3/4,9/16) = (234)4 _43), para la que A; y A son positivos, de modo que

a) Hf(0,0) = , de determinante Ay = —9, lo que garantiza que los

la forma asociada es definida positiva y f presenta en P> un minimo relativo.
c) Hf(—=3/4,-9/16) = Hf(3/4,9/16), con lo que f presenta en P3 un minimo relativo.

Nota: En el caso a), el hecho de que Ay sea nulo ha llevado en numerosas respuestas a
afirmar que el método de los menores principales no da informacion, pasando a calcular



los autovalores de la matriz hessiana. FEste cdlculo no es en absoluto necesario, como
se ha indicado en la solucion.

3.i) Basta calcular

z ((583 —y) + yi) (:cyQ — 2yi) rty? — xy® + 297 +i(=223y + 292 + 2y3)

w o (zy? +2yi) (Y2 — 2yi) x2yt + 4y?

e imponer que la parte imaginaria sea nula, es decir, que

Y

—2x3y +2y* + 2y® = 0.

ii) Sea F(z,y) = —223y + 2y + 293, (7,9) € R%. Es obvio que F es de clase C*
en R?, y se tiene que F(1,0) =0y
OF
@(1,0) = —22° + 4y + 32y*|(1,0) = —2 # 0.
El teorema de la funcion implicita asegura la existencia de un entorno U de x = 1, un
entorno V de y = 0 y una funcién y : U — V de clase C* en U, tal que y(1) =0y

F(z,y(z)) = —22°y(z) + 2y(z)* + zy(z)® =0 para todo = € U. (1)

iii) Derivando en (1) se obtiene que
—627y(z) — 22°y'(2) + dy(2)y' (x) + y(2)* + Bay(2)*y'(z) =0, 2 €U, (2)

y particularizando para x = 1, con y(1) = 0, se deduce que —2y'(1) = 0, de donde
y'(1) = 0. Derivando ahora en (2),

—12zy(z) — 627y (x) — 627y (x) — 22°y" (x) + 4y () + dy(2)y" (z)
+3y(2)*y (x) + 3y* (2)y (2) + 6ay(x)y () + 3zy(x)*y" (v) =0, z €U,

yenx =1, con y(1) =y’ (1) =0, se obtiene que y”(1) = 0. En conclusién, el polinomio
de Taylor pedido es el nulo.



MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Telematica)
Examen final — 4 de julio de 2005
12 Parte — Duracién: de 9:00 a 10:45

Instrucciones: Las soluciones a las cuestiones deben entregarse escritas con
tinta, debiendo figurar en todas las hojas que se entrequen los Apellidos y Nom-
bre, en este orden, del alumno. Cada cuestion vale 6 puntos sobre una nota total
de 100 puntos.

ALUMNOS QUE SE EXAMINAN SOLO DEL SEGUNDO PARCIAL

1.- ;Cudles son los posibles extremos de la funcién f dada por

G -
= —dt R?
fa) = [ e we

2.- Se hace girar alrededor del eje OX la region plana limitada por el arco de
curva y = Ch(x) y las rectas = 0, = a, engendrando un sélido V. Comprobar que
el valor de la superficie lateral de V' (la generada por la rotacién del arco de curva) es
el doble del valor de su volumen.

3.- Dar una expresién paramétrica de la curva interseccion de las superficies

z::c2+y2 y :c2+y2+22:2.

4.- Sea D el recinto acotado del primer cuadrante de R? limitado por las curvas
de ecuaciones x =2y, y> =2 y x = 1. Calcular

// rdxdy.
D

5.- Determinar el adrea limitada por la curva de ecuacion polar

p = /sen(), 6 € [0, 7].

6.- Si f es un campo escalar de clase C2 en R3, hallar qué condicién se debe
cumplir para que V f sea igual al rotacional de un campo vectorial G.

7.- Dado el conjunto D, interior del paralelogramo de vértices (0,0), (1,0), (2,1)
y (1,1), calcular la circulacién del campo F(z,y) = (zy,2? +y) a lo largo del borde de
D, cuando se considera la orientacion inducida por D.

8.- Sea -« una curva plana con origen en el punto (1,0) y extremo en (2,1). ;Se
puede calcular el valor de

/ (2wye$2y,w26$2y) dr
~

con los datos aportados? Justificar la respuesta y, si es posible, calcular dicho valor.




MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)

CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Telematica)

Examen final — 4 de julio de 2005
22 Parte — Duracién: de 11:10 a 13:00

Instrucciones: Las soluciones a los problemas deben entregarse escritas con tinta
y en hojas separadas, debiendo figurar en cada una los Apellidos y Nombre,
en este orden, del alumno. La puntuacion de cada apartado, sobre el total de 100
puntos, figura a su derecha.

ALUMNOS QUE SE EXAMINAN SOLO DEL SEGUNDO PARCIAL

1.- Estudiar, en funcién del parametro real p, la convergencia de la integral
* sen(x)(1 — cos(z
/ ( )( ( )) dx 16 puntos
0 xP
2.- Sea
V={(z,y,2) eR*>0< 2z <1, 22 +¢* > 1}.
Estudiar, en funcién del parametro a € R, la convergencia de la integral
dx dy dz
v 2% .CCQ + y 3/2’

y calcular su valor cuando proceda. 18 puntos

3.- a) Hallar el volumen del recinto acotado V' limitado por las superficies

z= -1, $2+y2 =1, z::c2+y2. 8 puntos
b) Sean F:R3 — R3 el campo dado por
F(z,y,2) = 2z,y —xz+ 2,2+ 1),

y S la parte de la frontera de V no contenida en z = —1, orientada segin la
restriccién de la normal exterior a V. Calcular el flujo de F' a través de S.

10 puntos




MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Telematica)
Examen final — 4 de julio de 2005
12 Parte — Duracién: de 9:00 a 10:45

Instrucciones: Las soluciones a las cuestiones deben entregarse escritas con
tinta, debiendo figurar en todas las hojas que se entrequen los Apellidos y Nom-
bre, en este orden, del alumno. Cada cuestion vale 6 puntos sobre una nota total
de 100 puntos.

ALUMNOS QUE SE EXAMINAN DE TODA LA ASIGNATURA

1+z‘)100

V2

1.- Calcular, expresandolo en forma bindémica, el valor de <

2.- Probar que, para cada x > 0, se verifica que

x
tg(2z) — t < .
arctg(2x) — arctg(z) 22

3.- Estudiar si la funcién f dada por

(z —y)?sen (/a2 + y?)

f(z,y) = 22 + 32 si (z,y) # (0,0),

0 si (z,y) = (0,0),

es continua en (0,0).

4.- Hallar el desarrollo de Taylor de orden 3 en el punto (0,0) de la funcién

fay) =@-y (e -1),  (2y) R

5.- Comprobar que la ecuacién xz3 —yz = sen(z) define z como funcién implicita

0 0
de z e y en un entorno del punto (0,0), con z(0,0) = 0. Calcular 8—2(0, 0)y 8_Z<O’ 0).
€ Y

6.- Si f es un campo escalar de clase C2 en R3, hallar qué condicién se debe
cumplir para que V f sea igual al rotacional de un campo vectorial G.

7.- Dado el conjunto D, interior del paralelogramo de vértices (0,0), (1,0), (2,1)
y (1,1), calcular la circulacién del campo F(z,y) = (zy,z* +y) a lo largo del borde de
D, cuando se considera la orientacion inducida por D.

8.- Sea -« una curva plana con origen en el punto (1,0) y extremo en (2,1). ;Se
puede calcular el valor de

/ (2:cye””2y,:c26$2y) -dr
~

con los datos aportados? Justificar la respuesta y, si es posible, calcular dicho valor.




MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Telematica)
Examen final — 4 de julio de 2005
22 Parte — Duracién: de 11:10 a 13:00

Instrucciones: Las soluciones a los problemas deben entregarse escritas con tinta
y en hojas separadas, debiendo figurar en cada una los Apellidos y Nombre,
en este orden, del alumno. La puntuacion de cada apartado, sobre el total de 100

puntos, figura a su derecha.

ALUMNOS QUE SE EXAMINAN DE TODA LA ASIGNATURA

Para cada o > 0 se considera la funcion f, dada por
2, .2
falx) =aze ™™ ", x> 0.

a) Hallar los extremos relativos de f, y deducir que existe un nimero real M > 0,
independiente de «, tal que para todos @ > 0 y = > 0 se verifica que f,(x) < M.
7 puntos

b) Calcular /fa(:c) dx. 3 puntos

c) Calcular la integral doble / / aze @ dy da, donde D es el abierto del plano
D
(x,a) limitado por las rectas de ecuaciones x = 0, « = 1y a = 2, y por la

hipérbola a = —. 8 puntos
x

Estudiar, en funcién del pardametro real p, la convergencia de la integral

> sen(z)(1 — cos(z))
/0 dx

16 puntos
xP

a) Hallar el volumen del recinto acotado V' limitado por las superficies
z= -1, :c2—|—y2 =1, z::c2+y2. 8 puntos
b) Sean F:R3 — R3 el campo dado por
F(z,y,2) = 2o,y —z+2,2+1),

y S la parte de la frontera de V no contenida en z = —1, orientada segin la
restriccién de la normal exterior a V. Calcular el flujo de F' a través de S.
10 puntos




MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Teleméatica)
Soluciones del examen final (4 de julio de 2005)

EXAMEN DEL SEGUNDO PARCIAL
12 Parte — CUESTIONES

1 _

1.- La funcién g(z) = 1_}_7563 es continua en [0, 00), por lo que el teorema funda-
x

mental del cdlculo integral garantiza que la funcién

G(x) = /096 g(t)dt, x € [0,00),

es derivable en [0,00) y G'(z) = g(x), x > 0. Puesto que h(z) = 22 es derivable en R y
h(R) C [0,00), tiene sentido considerar la funcién

G ohla) = G(hie) =66 = [

que, en virtud de la regla de la cadena, sera derivable y con derivada
2

dt = f(x),

1—=x
o

1+ a6’
Los posibles extremos son los puntos en los que se anula la derivada, es decir, z =
0,1,—1.

f(z) = G'(a*)W(2) = g(a*)22 = 2 z €R.

2.- El valor del volumen viene dado por

7T/ Ch?(z) dz,
0

mientras que el de la superficie lateral es

2 /a Ch(x) \/1 + (Ch'(:c))2 dx =27 /a Ch(z) \/1 + Sh*(z) dx = 2~ /a Ch?(z) dz,

y la conclusién es obvia. No es necesario el calculo de la dltima integral.

3.- Llevando la primera ecuacién a la segunda, se deduce que los puntos de la
interseccién verifican la ecuacién 2z + z = 2, de donde z = 1 0 z = —2. La segunda
opcién no es posible, pues z = 2 + y? > 0, y ha de ser 22 + y2 = 1. Por lo tanto, la
curva de corte es la circunferencia unidad en el plano z = 1, que se puede parametrizar
mediante v: [0, 27] — R3 dada por

v(t) = (cos(t),sen(t),1), t €0, 2m].

4.- Se pueden considerar dos dominios D bajo las condiciones dadas, ambos validos
para dar la solucién. Si se elige

D={(z,y) eR*:0<z <1, ggyg\/%},

es claro que D es cerrado y acotado, es decir, compacto, y su frontera es uniéon de
tres curvas (un arco de pardbola y dos segmentos) y, por lo tanto, de medida nula.
Puesto que la funcién integrando es continua (polinémica) en D, la integral pedida es
de Riemann, y su célculo se puede hacer mediante el teorema de Fubini:

//D:cdwdy:/ol</xf:cdy)d:c:/01<$3/2_%2)dm:§—%:%.



5.- La curva parte de y llega al origen de coordenadas, pues p(0) = p(w) = 0. Por
ser la expresién de p continua en el compacto [0, 7], es inmediato que D es compacto
medible, y su area es la dada por

A(D) = //Dld:cdy.

@(p.0) = (peos(6). psen(9))

es el cambio a coordenadas polares, el transformado del recinto D encerrado por la curva
se expresa facilmente (salvo conjuntos de medida nula) como

@ N(D)={(p,0):0< <, 0<p< /sen(d)}.
En virtud del teorema del cambio de variables y, a continuacién, por el teorema de
Fubini, se tiene que

™ \/sen(0) 1 (™
A(D):// pdpd@z/ </ pdp) d@z—/ sen(f) df = 1.
¢~1(D) 0 0 2 Jo

Otra solucion se basa en el teorema de Riemann-Green, considerando un campo ade-
cuado para transformar la integral doble en una curvilinea a lo largo de la curva borde
de D.

Si

6.- El campo Vf es de clase C! en R3, abierto estrellado; en virtud de una de las
versiones del lema de Poincaré, dicho campo es el rotacional de otro campo si, y sélo si,
div(Vf) = 0 en R3. Esta condicién significa que

of f Ofy_00f 00f  Dof _0f Of Of

div(Vf) = div <%’ dy’ 5) Oz dxr  OyOy 0z0z Ox2  Oy? + 022 0

7.- El conjunto D es un dominio de Jordan cuyo borde estd formado por cuatro
segmentos, y el campo a integrar es de clase C* en R?. Aunque no es dificil parametrizar
los segmentos y realizar el calculo directo de la circulacién, sin duda es més réapido aplicar
el teorema de Green, cuyas hipdtesis se cumplen. Es sencillo comprobar que

D={(z,y) eR*:0<y<1, y<ax<y+1},

con lo que, aplicando también el teorema de Fubini, tenemos que

/8D (zy,2® +y) - dr = //D <%($2 +y) — (%(:cy)) dx dy

1 y+1 1 1
0 Yy 2 0

8.- Denotemos el campo que se pretende integrar por F' = (P, Q). La integral del
campo F' a lo largo de una curva depende solo de los extremos de la misma cuando dicho
campo es el gradiente de un campo escalar en un abierto que contiene a la curva. En

0
este caso, es inmediato comprobar que i G—Q en el abierto estrellado R?, condicién
Y i
que asegura que efectivamente el campo es un gradiente en R?. Ademds, la regla de
Barrow establece que, si F' = V f, entonces

/7F~dr:/7Vf~dr:f(2,1)—f(l,O).

Es sencillo obtener que un potencial puede ser f(z,y) = 69”29, con lo que la integral vale

et —el =et — 1.



22 Parte -PROBLEMAS

1.- La funcién integrando, que llamamos f, es continua, y por tanto localmente
integrable, en (0,00). Dado el posible cardcter impropio de la integral en 0, estudiamos
por separado las integrales en (0,1] y en [1,00). Para la primera, recordamos que
sen(z) ~g z y 1 — cos(x) ~o 2%/2; por otra parte, f es positiva en (0,7), con lo que
procede aplicar el criterio de comparacion calculando

f(x) xx? /227 1

l' —= l - 4 = —.
o 1/xp—3 o 1/xp=3 2

El hecho de que el valor del limite sea finito y no nulo asegura que el caracter de la

1
integral f eselde / d:c/:cp_g, que converge si, y solo si, p — 3 < 1, es decir, p < 4.
0

0
En cuanto a la segunda integral, observamos que
2
@< S w0,

con lo que es claro que, si p > 1, la integral / f converge (de hecho absolutamente)
1

oo
por estar mayorada la integral de |f| por la integral convergente 2dx/xP. Esto no

1
quiere decir que la integral bajo estudio no sea convergente si p < 1. De hecho, para
p > 0 se tiene, mediante una integraciéon por partes haciendo v = =P, que

_ 1 1 cos(2x) — cos(x) | > 1 cos(2z) — cos()
/ f@ ’ +p /1 dx

P 1 xp+1

Es claro que los dos términos a la derecha de la igualdad son convergentes, el primero
por ser p > 0y el segundo por ser p+1 > 1, con lo que la integral a la izquierda converge
también si p € (0,1]. Sin embargo, la situacién cambia si p < 0, pues en ese caso la
oscilacién del numerador de f no es amortiguada por el denominador, y esto resulta,
sin entrar en detalles, en la no convergencia de la integral.

En conclusién, la integral dada inicialmente converge si p € (0,4).

2.- El integrando es continuo en el abierto no acotado V', con lo que la integral
impropia tiene sentido. La definicién del conjunto V' y de la funcién integrando aconse-
jan realizar un cambio de variables a coordenadas cilindricas, (z,y, z) = ¢(p, 0, z), dado
por

x = pcos(d), y = psen(6), z=z.

Salvo conjuntos de medida nula,
e tV)={(p,0,2): 0<f<2m, p>1,0<z<1},

con lo que, en virtud del teorema del cambio de variables, podemos estudiar equivalen-

temente la integral
/ / / pdpdddz dz
-1(V) ZozIOS

El integrando es positivo, y el criterio de Tonelli pide estudiar la convergencia de una
integral iterada, por ejemplo

/02”(/01(/1” ) dz de_/%de/ dp/o

Las dos primeras integrales convergen, mientras que la integral respecto de z converge
si, y so6lo si, & < 1, y de acuerdo con el criterio de Tonelli, esa es la condicién de




convergencia de la integral propuesta. En cuanto a su valor en caso de convergencia, el
teorema de Fubini asegura que coincide con el de una de sus iteradas, que de acuerdo
con el calculo anterior es

—a+1 1 1

()7 (gl = o

3.- a) Se puede describir el compacto medible V' como
V={(r,y,2) eR* :2? +y* < 1, -1 < 2 <2? +¢y°},

lo que hace evidente la conveniencia de trabajar en coordenadas cilindricas. Si ¢ es el
cambio estandar a dichas coordenadas, salvo conjuntos de medida nula se tiene que

e 1(V)={(p,0,2):0<O<2m, 0<p<l, —1<z<p?},

y los teoremas del cambio de variables y de Fubini permiten escribir

Vol(V):///Vld:cdydz://[P_l(v)pdedpdz:/OQﬂ</01</_p12,0dz)d,0)d0
11

3

1
:27r/ p(p?+1)dp =27(5 + =) = —.
) G+7) =3

b) Sea S; la parte de la frontera de V' contenida en el plano z = —1, orientada
segun la restriccién de la normal exterior a V. Es claro que 0V = § + S;. Siendo el
campo F de clase C* en R3, el teorema de la divergencia permite escribir

/ F~nda:/// dide:cdydz:/// 4dxdydz = 4Vol(V') = 6.
S+51 |4 14

Ahora bien, la normal a S; es vertical (por ser S; parte del plano horizontal z = —1)
y F(x,y,—1) = (2z,y — x — 1,0), lo que asegura que en los puntos de S; el producto
escalar del campo por la normal es nulo, y lo serd el flujo a través de S;. Por lo tanto,

/F~nda:67r— F -ndo=6r—0=06m.
S S1

EXAMEN DE TODA LA ASIGNATURA
12 Parte — CUESTIONES

1.- El complejo 1 + i tiene médulo igual a v/2 y argumento igual a 7/4. Por lo

tanto,
<1 +i)100 _ <ei7r/4)100 _ G 25mi T

V2

2.- Aplicamos el teorema de Lagrange de los incrementos finitos a la funcién
f(t) = arctg(t) en el intervalo [z, 2z], donde la funcién es claramente derivable: existird
un punto ¢ € (x,2zx) tal que

f2z) — f(x) = 2z —2)f'(¢), es decir, arctg(2x) — arctg(z) = T

Basta observar que ¢ > z, luego 1/(1 + ¢?) < 1/(1 + 2?), para concluir.

3.- Para que sea continua en (0,0) ha de ser

lim z,y) = 0.
(ac,y)—>(0,0)f( v)



El calculo de limites reiterados o direccionales proporciona el valor 0, pero esto no es
suficiente. Razonamos en coordenadas polares, estimando la distancia entre el posible
valor del limite, 0, y f(pcos(6), psen(f)):

2
pcos(0) — psen())” sen(p)
| f(pcos(8), psen(d)) — 0| = ’ ( 5 ) ’
p
= |(cos(h) — sen(@))2 sen(p)| < 4|sen(p)|.
Puesto que esta tultima expresién tiende a cero uniformemente respecto de 6 € [0, 27|

cuando p — 0, concluimos que f es continua en (0,0).

4.- Por supuesto, es posible realizar el calculo de las derivadas de f de orden menor
o igual que 3 y evaluarlas en (0,0), lo que proporciona los coeficientes del polinomio de
Taylor pedido. Un procedimiento méas rapido es el siguiente: puesto que x — y es un
polinomio, en (0,0) se tiene que
z—y=az—y+o(llyl’);
por otra parte, sabemos que

1 1
et:1+t+§t2+6t3+o(t3), t—0,

de donde es sencillo deducir que

=14 () + gty o) ol ).

Por lo tanto,

few) = (2 —y+o(l@wI?)) (@ +9) + 5@+ + 5@+ ) +o(l@ W)

1 1 1 1
2 2 3 2 2 3 3
=2t =y’ + ga 4 oaty — sayt = oy +o([|(z, y)|?),

expresion que ha de ser necesariamente el desarrollo de Taylor de f en (0,0).

5.- Si definimos la funcién F:R3 — R dada por
F(z,y,2) = 22° — yz — sen(2),
es claro que F' € C*°(R?), F(0,0,0) =0y
OF

5(0,0,0) = 32”2 —y — COS(Z)}(O,O,O) =—-1#0.

Estamos en condiciones de aplicar el teorema de la funcién implicita para garantizar
que existe una funcién z = z(z,y), definida y de clase C*> en un entorno V' de (0,0),
con z(0,0) = 0 y de modo que
3
2(:(e,9)” — y=(a,y) —sen (:(0,9) =0, (w,y) € V. 1)

Derivando respecto de z en (1), se tiene que

(Z(fv,y))3+3w(2(fc,y))22—i(fc,y)—yg—;(:v,y)—cos (2(x,y)) g—;(fv,y) =0, (z,y) eV,

y evaluando en (z,y) = (0,0) se obtiene que 8_Z<O’ 0) =0.
x
Derivando ahora respecto de y en (1), se tiene que

3x(z<x,y>)2§—;<w,y> ~ay) yg—;@,w ~ cos (2(z,9)) g—;@,w —0,  (zy) eV

0
y evaluando en (z,y) = (0,0) se deduce que 8—2(0, 0) =0.
Y



6, 7, 8.- Son las mismas que en el examen del segundo parcial.

22 Parte -PROBLEMAS

1. a) La funcién f, es derivable en (0,00), y sus extremos relativos se presentarin
en puntos que anulen su derivada: la ecuacién

Flz)=ae ™™ taze " (—2a%2) = ae " (1-2a%2%) =0

. . . 2 . . .
tiene como tnica solucién en (0,00) el punto z, = 20 siendo inmediato comprobar

o
que f, crece en (0,x,) y decrece en (z,,00). Por lo tanto, f, alcanza en z, su maximo
absoluto en el intervalo (0,00) (en el que no aparecen otros extremos relativos), cuyo

valor es
5 .

Este ultimo valor, independiente de «, es, por definicion de extremo absoluto, el niimero
M buscado.

2,2
awa:

fa(za) = azqe”

b) Es inmediato que

1 2,2 1 2,2
/fa(:c) dx = ~5a e” Y (=202x) do = —%6_0‘ T+ C, C eR.

c) El abierto D se puede determinar como

1
{(z,0): 1 < a <2, O<:c<a};

aunque la integral pedida es en principio impropia, es obvio que la adherencia de D es
un compacto medible y el integrando una funcién continua, luego integrable, en dicha
adherencia. En esta situacion, la integral de Riemann extendida a la adherencia de D
coincide con la integral impropia sobre D, y es licita la aplicacién del teorema de Fubini
para su calculo:

5 o 2 1/«
// azxe ¢ " drda :/ < fa(x) d:c) dov
D 1 0

:_i 26_a2$2 aczl/ocd 1 1
2c0 1

=0 20 e’

2.- Coincide con el primero de los propuestos para los que se examinan sélo del
segundo parcial.

3..- Coincide con el tercero de los propuestos para los que se examinan sélo del
segundo parcial.



MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Telematica)
Examen extraordinario — 1 de septiembre de 2005
12 Parte — Duracion: de 9:00 a 10:50

Instrucciones: Las soluciones a las cuestiones deben entregarse escritas con
tinta, debiendo figurar en todas las hojas que se entrequen los Apellidos y Nom-

bre, en este orden, del alumno. Cada cuestion vale 6 puntos sobre una nota total
de 100 puntos.

1.- Resolver la inecuacion
r+4

r<< ——
x—2’

x # 2.

2.- Obtener el desarrollo de Taylor de orden 3 en z = 0 de la funcién

f(z) = , :ce(—

mw T
373)

3.- Determinar, si existe, el valor de  lim  f(x,y), siendo

(z,y)—(0,0)
sen(xy) Sy 0,
fla,y) =
0 siy=0.

4.- Determinar los puntos criticos de la funcién f(x,y) = (2% + y2)6$2_y2. i Pre-
senta la funcién en (0,0) un extremo relativo?

sen(zx)
/ 2 dt
5.- Calcular lim 20—
alcular xl_}n’lo tgg (:C)

oo
6.- Estudiar la convergencia de la integral /
2/m

log <sen (1/.38)) dx.

7 .- Calcular

dx dy.

/] s
B((0,0),1) 1 + /(22 4+ 42)3

8.- Sea D el recinto no acotado limitado por el eje OY positivo y el arco de la
pardbola y = x2? contenido en el primer cuadrante. Estudiar la convergencia de

—y
// re dx dy,
D Y

y calcular su valor si procede.




MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Telematica)
Examen extraordinario — 1 de septiembre de 2005
22 Parte — Duracién: de 11:15 a 13:10

Instrucciones: Las soluciones a los problemas deben entregarse escritas con tinta
y en hojas separadas, debiendo figurar en cada una los Apellidos y Nombre,
en este orden, del alumno. La puntuacion de cada apartado, sobre el total de 100
puntos, figura a su derecha.

Dada la funcién f,(x) = 23 —3ax + 16, donde a es un pardmetro real, se pide:
a) Estudiar, en funcién de a, los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f,.

6 puntos
b) Determinar los puntos en los que la funcién f, alcanza sus extremos relativos
(si los hay) y el valor de la funcién en dichos puntos. 5 puntos
c¢) Determinar, razonadamente y en funcién de a, el nimero de raices reales de la
ecuacion f,(z) = 0. 8 puntos

2.- Se considera la ecuacién 23 + 622 — 6y* — 62z = 0. Se pide:
a) Demostrar que dicha ecuacién define z como funcién implicita de x e y en un

entorno de (0,0), con z(0,0) = 0. 4 puntos
b) Estudiar si la funcién asi definida presenta un extremo relativo en (0,0).
10 puntos

3.- Sea S la superficie definida por las relaciones
2?4yt 422 =1, z < 0,

orientada seguiin la normal con tercera componente negativa, y sea S la superficie
dada por
$2+y2:1, 0<z<1,

dotada de la orientacién que define la normal N(z,y,z) = (z,v,0), (z,y,2) € So.
Llamamos S a la superficie suma de S; y So.
a) Dar parametrizaciones de S; y Sa, respectivamente. 6 puntos
b) Consideremos el campo F'(z,y,2) = (x,ay,zy), donde a es un parametro real.
Determinar el valor de a para que exista un campo G de clase C* en R3 tal que
rot G = F, y hallar dicho campo G. 6 puntos
c) Para el valor de a obtenido anteriormente, calcular

/ F -ndo. 7 puntos
s




MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Teleméatica)
Soluciones del examen extraordinario (1 de septiembre de 2005)

12 Parte -CUESTIONES

1.- La inecuacién propuesta equivale a estas dos:
siz>2, a(r—2)<xz+4, esdecir, z?—-3z-4<0;
siz <2, x(xr—2)>z+4, esdecir, 2°—3x—4>0.
Las raices del polinomio #2 —3x —4 son —1 y 4, por lo que dicho polinomio toma valores

negativos en (—1,4) y positivos en (—oo,—1) U (4,00). De acuerdo con lo anterior, el
conjunto de soluciones de la inecuacién es (—oo, —1) U (2,4).

2.- Basta dividir los polinomios de Taylor correspondientes a las funciones e” y
cos(z), ordenados por potencias crecientes de x, para obtener que el polinomio pedido
es

2, 2 3

3.- El limite vale 0, como se puede ver utilizando el desarrollo limitado de sen(zy)
o pasando a coordenadas polares.

4.- Derivando parcialmente respecto de = e y e igualando a cero las derivadas
parciales se obtiene el sistema

(22 + 22(2* + y2))6$2_y2 =0,
(2y — 2y(z? + y2))e$2_y2 = 0.
Como la exponencial no se anula, los puntos criticos son solucion del siguiente sistema:
22 4 22(2® + %) = 0,
2y — 2y(x? +y*) = 0.

La primera ecuaciéon nos da z = 0. La segunda se satisface para y = 0, y también,
si x = 0 para y = £1. En consecuencia los puntos criticos son (0,0), (0,1) y (0,—1).
En (0,0) hay claramente un minimo sin necesidad de ir a la matriz hessiana, ya que la
funcién dada es siempre mayor o igual que cero y en (0,0) vale 0.

5.- Es una indeterminacién del tipo 0/0, pudiéndose aplicar la regla de L'Hépital.
Derivando numerador y denominador se obtiene

2 2 3 5
1
sen®(zx) cos(x) i S0 (z)cos’(xz) iy €08 (x) _

i = .
e x—0 3 th (;c) z—0 3 3

rz—0

3tg(2) cos?(z)

(Nétese que al derivar el numerador se ha utilizado el teorema fundamental del calculo.)
6.- La funcién integrando mantiene signo constante (negativo) en la semirrecta
de integracion, de modo que pueden utilizarse los criterios de comparaciéon. Como

sen(l/x) ~ 1/x cuando x — oo, resulta que la integral tiene el mismo comportamiento
que la de log(1/x) = —log(z), que es divergente.

7.- Haciendo el cambio a polares, la integral se convierte en

2
// 5 drdo,
0,1)x(0,2m) L+




de modo que, con el teorema de Fubini,

r? 2m L2 27 1 2
——drdf = do | ——— dr = —log(1 + 3|, = == log(2).
//m,l)xm,zﬂurs rao= [ an [ = g+ = T oge)

8.- La aplicacién del teorema de Tonelli asegura la convergencia de la integral, ya

que la integral iterada es
0 -y VY 1
/ c- < / :cdw) dy = —.
o Y 0 2

Por el teorema de Fubini, éste es el valor de la integral.

22 Parte -PROBLEMAS

1. a) Puesto que f, es derivable en R, se trata de estudiar el signo de su derivada:

fi(z) = 3(2* — a), zeR.

a

Es claro que si a < 0, f!(z) > 0 para todo z, con lo que f, es estrictamente creciente en
R. Sia=0, fi(x) >0si x#0y fi(0) =0, de modo que fy vuelve a ser estrictamente
creciente en R. Por dltimo, en el caso de que a > 0, es sencillo ver que f/(z) = 0
si, y sélo si, x = £+/a; fl(z) > 0siz < —\/a o x > y/a, mientras que f,(z) < 0
si —va < x < a. Asi, f, crece en (—oo, —+/a), decrece en (—+/a,/a) y crece en
(va, 00).

b) Del apartado anterior se deduce que f, no presenta extremos si a < 0, mientras que
si a > 0 se tiene un maximo relativo en el punto (—+/a, 16+2a /a) y un minimo relativo
en el punto (y/a, 16 — 2a+/a).

c) Para el caso a < 0, el crecimiento estricto de f, obtenido en el primer apartado, y
el hecho de que lim,_,_ fo(z) = —00 y lim, o0 fo(x) = 00 (lo que permite aplicar el
teorema de Bolzano en un intervalo adecuado), aseguran que f, se anula exactamente
una vez en R.

El caso a > 0 requiere un estudio mas profundo. Si observamos que f, crece
estrictamente en (—oo, —v/a), que lim,_, _ o fo(z) = —c0 y que fo(—v/a) = 164+2a/a >
0, es claro que f, se anula exactamente una vez en dicho intervalo. En (—v/a,+/a) la
funcién decrece estrictamente, y su anulacién o no en dicho intervalo depende del signo
del valor que tome en /a:

fa(v/a) =16 —2a+/a < 0 si, y sélo si, a > 4.

Por lo tanto, si a > 4 se tiene una tunica nueva soluciéon de la ecuacion en el intervalo
(—+v/a,v/a), y puesto que lim,_, o fo(x) = 00, un razonamiento idéntico a los anteriores
garantiza la presencia de una tltima solucién en el intervalo (1/a, o).

Sia = 4 se tiene que f4(v/4) = f4(2) = 0, con lo que, de acuerdo con la monotonia
de f,, el punto 2 es la tnica solucién de la ecuacién mayor que —2.

Si0 < a < 4, se tiene que f,(y/a) > 0, y se deduce que f, es estrictamente positiva
en (—y/a,o0).

En conclusiéon, hay tres soluciones si @ > 4, dos si a = 4, y una si a < 4.
2.- a) Consideremos la funcién F: R3 — R dada por
F(x,y,2) =2 +62° —6y> —62.

Es obvio que F es de clase C* en R?, que F(0,0,0) =0 y que

OF
5.(0.0,0) = —6.#0.



Por lo tanto, el teorema de la funcién implicita garantiza la existencia de una funcion
z = z(x,y), definida y de clase C*> en un entorno V de (xo,yo) = (0,0), de modo que
2(0,0) = 0 y para cada (z,y) € V se tiene que

F(z,y,2(z,y)) =0, esdecir, 2°(z,y)+62°>—6y>—6z(z,y)=0. (1)
b) Pasamos al célculo de las derivadas de la funcién obtenida. Derivando respecto de
x en (1) resulta que

0z 0z
322(56, y)%(:c, y)+122—6 %(:c, y) =0, (x,y) €V, (2),

y particularizando en (0,0), se tiene que 8—2(0,0) = 0. Andlogamente, derivando (1)
x
respecto de y queda

0z

0y

0z

32%(z,y) 9

(z,y) =12y — 6 —(x,y) =0, (z,y) €V, (3),

y particularizando en (0,0), se tiene que 8—2(0,0) = 0. Por lo tanto, (0,0) es punto

critico, y procede calcular las derivadas segundas. Derivando (2) respecto de z e y,
respectivamente, se obtiene

0z 2 5 0?2 0?2
62<$7y)<%<$7y)) + 3z (fﬁvy)@(%y) +12_6@<$7y) =0, (:c,y) ev,
y
0z 0z 5 0?2 02z
62<$7y)8_y<$7y)%<$7y)+32 ('xvy)aya:x(wvy)_68y8$<$7y) =0, (:c,y) eV
Evaluando en (0,0) se obtien a—2’2(0 0) = 2 0z (0,0) = 0. Por dltim
valuando e ,0) se obtiene que =-5(0,0) = 2y Byor 00 = 0 or ultimo,

derivando en (3) respecto de y se tiene que

0 2 0? 0?
62(':67 y) <8_;<$’ y)) + 322(':67 y)a—yj (':Ev y) —12-6 a—y§<$7 y) = 07 (':Ev y) € V7
2
y es inmediato que —'z(O, 0) = —2. En conclusién, la matriz hessiana asociada a z(z, y)

en el punto (0,0) es la matriz diagonal con elementos diagonales 2 y —2, que son sus
autovalores, con lo que representa una forma indefinida y el punto (0,0) es de silla.

3.- a) Una parametrizacién de S; es g1: B((0,0),1) — R? dada por

g1($,y) = (wvyv_\/ 1 — a2 _y2)7

que induce en S; la orientacién opuesta a la considerada en el enunciado. Otra posi-
bilidad es recurrir a las coordenadas esféricas para parametrizar mediante la aplicacién
g2:(0,27) x (—7/2,0) — R3 dada por

92(0. ) = (cos(9) cos(y), sen(d) cos (), sen(y)),

que induce la orientacién considerada en S.
En cuanto a S, se puede describir mediante h: (0,27) x (0,1) — R3 definida por

h(0,z) = (cos(f),sen(0), z),

que induce la orientacién dada en el enunciado sobre Ss.
b) Puesto que F es de clase C*™ en el abierto convexo R?, la condicién para que sea
igual a un rotacional es que su divergencia se anule:

divF(z,y,2) =14+a=0 si, y solo si, a=—1.



Para este valor de a, el problema de hallar un campo G tal que rot G = F' tiene infinitas
soluciones, por ejemplo,

G1 (':Ev Y, Z) = (07 %SEQZJ? .CCy) o GQ('xv Y, Z) = ( — Yz, —xz + %SEva 0)

c) Es claro que, aunque se disponga de las parametrizaciones obtenidas en el primer
apartado, el calculo directo del flujo como suma de los flujos correspondientes a través
de S1 y S5 serd trabajoso. Sin embargo, el borde I' de la superficie suma es muy sencillo,
pues se reduce a la circunferencia parametrizada por ~: [0, 27] — R, donde

v(t) = (cos(8),sen(6),1).
La orientacién que induce esta parametrizacién en el borde es opuesta a la inducida por
la superficie suma sobre el mismo, de modo que el teorema de Stokes permite escribir

/F~nda:/r0tG1~nda:/G1~dr
S S r

— _/0 i (0’% 0052(9) sen(6), cos(0) sen(e)) . (_ Sen(@),cos(@),o) a0

= —1/0 ’ cos® () sen(#) df = - cos*(0)

2



MATEMATICAS I (Ing. Téc. Telec., esp. Sistemas de Telecomunicacién)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Telec., esp. Telematica)
Examen parcial — 6 de febrero de 2006
12 Parte — Duracion: de 9:00 a 10:45

Instrucciones: Las soluciones de las cuestiones deben entregarse escritas con
tinta, debiendo figurar en todas las hojas que se entrequen los Apellidos y Nom-
bre, en este orden, del alumno. Cada cuestion vale 7 puntos sobre una nota
total de 100 puntos.

1.- Probar que para cada n € N, con n > 3, se verifica que n? > 3n + 2.

(1- (:os(:c))3

2.- ;Qué valor debe dérsele al parametro real a para que lim = sea

z—0 (z — sen(x)
finito y no nulo? ( )

3.- Una funcién f € C1(R) es tal que f(0) = 1, y |f'(z)] < 2 para todo = € R.
Probar que f(4) pertenece al intervalo (—7,9).

4.- Estudiar si la funcion

f(z,y)

tiene limite en el punto (0,0).

x? +y3

= m7 (z,y) # (0,0),

5.- Calcular la derivada direccional de la funcién f(z,y, z) = ze¥? + cos(x +y + z)
en el punto (0,0,0) segun el vector (1,2, —1).

6.- Consideremos las funciones

Fu,v) = (u® + 0% log(u® + %)),  u(z,y) =2 =y o(z,y) = 2y,

oG
y definamos la funcién G(z,y) = F(u(z,y),v(z,y)). Calcular @(:c, Y).

7.- Hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie de ecuacién
z=a% -3y’ +1
en el punto (1,1).



MATEMATICAS I (Ing. Téc. Telec., esp. Sistemas de Telecomunicacién)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Telec., esp. Telematica)

Examen parcial — 6 de febrero de 2006
22 Parte — Duracién: de 11:15 a 13:15

Instrucciones: Las soluciones deben entregarse escritas con tinta, cada pro-
blema en hojas separadas, debiendo figurar en cada una los Apellidos y
Nombre, en este orden, del alumno.

2
1. Se considera la funcién f(z) = log(z) — % Se pide:
i) Indicar el dominio de f, y estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento,
sus extremos relativos y las posibles asintotas de f. 7 puntos
ii) Dado un ndimero real a, determinar el nimero de soluciones de la ecuacién
f(z) = a. 9 puntos
2.- Sea f:R? — R, continua en R? y tal que
3
i) Determinar f(0,0). 5 puntos
ii) Estudiar la diferenciabilidad de f en RZ. 7 puntos
0
iii) Estudiar la continuidad de 8_f en (0,0). 5 puntos
Y
3.- Se considera la funciéon f dada por

fly) =2 +y* —a2y -3,  (z,y) € R%

i) Hallar sus extremos relativos. 7 puntos
ii) Comprobar que la ecuacién f(x,y) = 0 define a y como funcién implicita de x
en un entorno de z =1 con y(1) = 2. 3 puntos
iii) Obtener el polinomio de Taylor de grado 2 de la funcién y(x), obtenida en el
apartado anterior, en el punto z = 1. 8 puntos




MATEMATICAS I (Ing. Téc. Telec., esp. Sistemas de Telecomunicacién)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Telec., esp. Telematica)
Soluciones del examen parcial de 6 de febrero de 2006

CUESTIONES

1.- Se puede razonar por induccién. La igualdad se cumple obviamente paran = 4,
pues 16 > 14. Si se cumple para un natural n,
(n+1)2 =n*+2n+1> 3n+24+2n+1=5n+3 = (3+2)n+3 > 3n+2+3 = 3(n+1)+2,

como queriamos. Otra opcién es estudiar el signo de la funcién polinémica P(z) =
2% — 3z — 2, comprobando que es estrictamente positiva si z > 4.

2.- En la tabla de desarrollos de Taylor de las funciones elementales se encuentra

que
22
1 —cos(z) = = + x%e1 (x), lim g4 (z) =0,
2 z—0
ZCS 3 .
x —sen(x) = — + x”ea2(x), lim eq(z) = 0,
6 xr—0
de modo que es inmediato obtener que
3 a°
(1 —cos(z))” = = + 2%3(x), lim e3(z) = 0.
8 z—0

Si se desea obtener un valor finito y no nulo para el limite dado, es obvio que el denomi-
nador debe comportarse, salvo constante y términos de orden superior, como %, lo que
se consigue si, y solo si, a = 2.

3.- Basta aplicar el teorema de los incrementos finitos, cuyas hipdtesis se cumplen
por ser f de clase C*(R), en el intervalo [0,4]: existird £ € (0,4) tal que
f(4) = f(0) =(4-0)f(&), dedonde [f(4)—1]=4[f'(§<4-2=8.

Esta desigualdad equivale a que f(4) pertenezca al intervalo (—7,9).

4.- El limite en el punto (0,0) no existe, pues el limite direccional siguiendo el eje
OY, de ecuacion x = 0, no existe:
3 1
lim  f(z,y) = lim Y = lim —.

(z,y)—(0,0) y—0yt g0y
x=0

5.- La funcién f es diferenciable en R? (es operacién vélida de funciones diferen-
ciables como las polindmicas, la exponencial y el coseno). Un resultado teérico permite
escribir

D(1,2,-1f(0,0,0) = f'(0,0,0)(1,2, —1)
= (2 2L Iy jpen2,-1)=(1 0 0)1,2,-1)f=1.

6.- La aplicacion de la regla de la cadena se justifica inmediatamente por ser
F = (F1, F,), u y v funciones de clase C* en R?. Si ponemos

Gla,y) = (Fi(ule.y)v(zy), Fo(ue,y), vle,)) ).



se deduce que

o) = (Gt () ) 5o ) + G o), v(o0) G 0)
T e 0), o) G ) + 2 (ule ). vl ) G )

— (3(u(e,)*(~20) + 3(v(a 1) 21,
2u(x,y) (

2 2
(u(@,9))” + (v(z,y))
expresion que se puede simplificar sin dificultad.

2v(z,y)
22w>,

—2) + 5
D ) + ()

7.- Si llamamos f(z,y) = 2® — 32y% + 1, es obvio que f es diferenciable en R?, y
en ese caso se sabe que la ecuacién del plano tangente a la superficie z = f(z,y) en el
punto (1,1) es

of of

z:f(1,1)+%(1,1)~(:c—1)+a—y(1,1)~(y—1):—1+O~(:c—1)—6(y—1),

es decir, la ecuacion 6y + z = 5.
PROBLEMAS

1.- i) El dominio de f es (0,00), donde la funcién es de clase C*°. Puesto que

lim+ f(z) = —o0, el eje OY es asintota vertical de la grifica de f. Por otra parte, puesto
z—0
que el infinito potencial es de mayor orden que el logaritmico en +o0o, es inmediato que
. . f(=)
l = — l _— = —
Jm f(x) 00 y Jm = 00,

por lo que no hay, respectivamente, asintotas horizontales ni oblicuas. En cuanto a la
monotonia, estudiamos el signo de
1 1—-22 (1-2)(1+2)
f/ (w) g ; — xr = g ;

T T

que es claramente positivo si z € (0,1), donde f crece, y negativo en (1,00), donde f
decrece. En el punto z = 1 se anula la derivada, y es evidente que f presenta en él un
maximo relativo (y absoluto).

ii) Teniendo en cuenta la informacién del apartado anterior y que f(1) = —1/2,
se deduce que:

(1) Si @ > —1/2, la funcién f no toma el valor o en ningin punto, por lo que la
ecuacién f(z) = a no tiene soluciones.

(2) Si @ = —1/2, la funcién f toma este valor sélo en = = 1, por lo que la ecuacién
f(z) = —1/2 tiene una solucién.

(3) Sia< —1/2,la funcién f toma el valor « en dos puntos, uno en el intervalo (0, 1)
(donde f crece estrictamente tomando, en virtud de la propiedad de Darboux,
todos los valores del intervalo (—oo, —1/2)), y otro en el intervalo (1,00) (donde
f decrece estrictamente tomando los mismos valores que en el caso anterior). Por
lo tanto, la ecuacién f(z) = « tiene dos soluciones.

2.- i) Puesto que f es continua en R, lo serd en (0,0), de donde

F0,0)=  limflay).

(z,y)—(0,0)

El valor de este limite se deduce pasando a coordenadas polares:

| f(pcos(B), psen(d)) — 0| = ’%Z@’ = p| cos®(0)| < p.



Como lim Lp = 0, se concluye que el limite buscado vale 0.
p—0
ii) En R?\ {(0,0)} la funcién es cociente de funciones diferenciables (por ser
polinémicas) con denominador no nulo en todo punto, luego es diferenciable. En cuanto

al punto (0,0), es inmediato que

of .. f(h,0) = f(0,0) . h—-0
o OO = T =i =t
af(o 0) = lim 10.2) = £(0,0) _ ;00 = 0.
8y h—0 h h—0
La funcién sera diferenciable en (0,0) si el limite
h
f(h, k) = £(0,0) = (1 0) g2
Y k . hk
im = im
(h,k)—(0,0) Vh? + k2 (h.k)—(0,0) (h? + k2)3/2

vale 0. Basta observar que
—hk? -1

1i —
(hK)2(0,0) (h2 + k2)3/2 22
k=h

para concluir que f no es diferenciable en (0,0). Alternativamente, también se puede
comprobar que, al expresar este cociente en coordenadas polares (p, 6), el limite depende
del dngulo 6.

: ., 0
iii) Las derivadas parciales de f existen en todo R?. Si la funcién —- fuera
continua en (0,0), un resultado tedrico garantizaria que f es diferenciable en (0,0), lo

que no ocurre. Por lo tanto, no puede ser continua en (0,0) (y tampoco lo serd la

Ay
otra derivada parcial). Por supuesto, otra solucién consiste en calcular la funcién
—2x3y
8f — 7 i (x, 0,0),
0 st (z,y) = (0,0),

y comprobar que no existe su limite en el origen.

3.- i) Los puntos criticos son las soluciones del sistema

of

Ox

of

Ay

que resultan ser (0,0) y (1/12,1/6). La hessiana de f es

e = (2 0.

que es indefinida en (0,0), que serd punto de silla, y definida positiva en (1/12,1/6),
donde f presenta un minimo relativo.
ii) La funcién f es de clase C* en R2, por ser polinémica. Ademss, f(2,1) =0
of

y =

Ay
la ecuacién define y = y(z), de clase C* en un entorno U de z = 2, con y(2) =1y de
modo que

—(z,y) =2z —y =0,

“(z,y) =3y  — 2 =0,

(2,1) =1 # 0, por lo que el teorema de la funcién implicita permite asegurar que

2 +y(x)® — xy(z) — 3 =0, xeU. (1)

iii) Podemos derivar la igualdad (1) para obtener:

2z + 3(y(:c)) "(z) —y(x) —xy/(z) =0, x e U. (2)



Evaluando en x = 2 deducimos que
4+3y'(2) —1-2y'(2) =0, es decir,  1/(2) = —3.
Volvemos a derivar, ahora en (2):
2+ 6y(2) (v (2)” +3(y(@) "y (@) — v/ (2) — v/ (2) — 2y (2) =0,  w € U;
si evaluamos en x = 2, se obtiene que
2+54+3y"(2) +6 —2y"(2) =0, de donde  y"(2) = —62.
En conclusioén, el polinomio de Taylor de orden 2 en x = 2 es

1—3(z —2)—31(x —2)%.



MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Teleméatica)
Soluciones del examen final (13 de junio de 2006)

EXAMEN DEL SEGUNDO PARCIAL
12 Parte — CUESTIONES

1.- Calcular /:c V1 + 22/3 dx.

Solucidn: La integral es binomia, y el primer cambio de variable indicado es z%/3 = t,
que transforma la integral en

3
5 / 21+ 1)Y2 at.

Un nuevo cambio de variable, 1 + ¢ = u?, hace aparecer

3 6
3/u2(u2 —1)%du = ?u7— 5u5+u3+0,

que tras deshacer los dos cambios proporciona la solucién,

%(1 T g(l +223 4 (14223 10, CceRr

sen(z)

2.- Calcular ili% P/ arctg(t) dt.

Solucién: La funcién g(x) = arctg(t) es continua en R, por lo que el teorema funda-
mental del cdlculo integral garantiza que la funcién

G(x) = /096 g(t)dt, x € R,

es derivable en R y G'(z) = g(z) para todo z. Puesto que h(xz) = sen(x) es derivable
en R, la funcién f, definida por

sen(z)
f(x) = Goh(z) =G(h(z)) = G(sen(x)) = / arctg(t) dt,
0
es derivable en virtud de la regla de la cadena, y su derivada es
f'(z) = G'(sen(x))h'(z) = g(sen(z)) cos(x) = arctg (sen(z)) cos(z), zeR.

0
Como f es continua en 0y f(0) = 0, el limite propuesto presenta la indeterminacién 0’

y se puede aplicar la regla de L’Hopital, que pide calcular

arctg (sen(z)) cos(x) . arctg (sen(z)) . sen(z) 1
m = lim = lim ——= = —.
z—0 2x z—0 2x z—0 2z 2
Se ha aplicado sucesivamente que

lir% cos(z) =1, arctg (f(z)) ~ f(z) si f(z) — 0, sen(x) ~o .
xr—
3.- Sea D el recinto acotado limitado por las rectas de ecuaciones z = 0, y = 1,

y=2y x4+ 2y =06. Calcular
// xy dz dy.
D

Solucién: Se puede escribir D = {(x,y) € R? : 1 <y <2, 0 <x < 6—2y}. Es claro que
D es compacto (cerrado y acotado) y medible Jordan (su frontera es unién de cuatro
segmentos, y por lo tanto de medida nula). Puesto que el integrando es una funcién



continua en R?, la integral propuesta es de Riemann, y para su calculo aplicamos el
teorema de Fubini, que permite escribir

:cydwdy:/ / zyde | dy = —.
I}, ()=

4.- Estudiar la convergencia de la integral impropia

// dx dy
B((0.0).1) /1 — 22 —y2

Solucion: La forma del conjunto de integracién y la expresién del integrando aconsejan
reescribir la integral en coordenadas polares. Si llamamos ¢(p,8) = (pcos(6), psen(6)),
se tiene que, salvo conjuntos de medida nula, ¢~1(B((0,0),1)) = (0,1) x (0, 27), con lo
que la integral se transforma en

/ / pdpdf
(0,1)x(0,2m) \/1 — ,02.
El integrando es positivo, por lo que calculamos directamente una integral iterada:
2m 1 ) d,O 2m
de_/ —V1-p ) do = 2.
I

Por obtenerse un valor ﬁnlto, el criterio de Tonelli asegura que la integral converge (y
el teorema de Fubini afirma que su valor es 27). Por el teorema de cambio de variables,
la integral original es convergente.

5.- ;Para qué valor del pardmetro real a el campo

F(x,y,z) = (waz,wQZ,x(a + :cy))

es un gradiente? Hallar para dicho valor una funcién potencial de F'.

Solucion: El campo F es de clase C> en R3, que es un abierto estrellado. En virtud del
lema de Poincaré, F' sera un gradiente si, y solo si, su rotacional es nulo. Es inmediato
que rot F(x,y,z) = (0,—a,0), con lo que el valor pedido es a = 0. Para este valor, es
sencillo obtener un potencial de F, por ejemplo, f(z,y,2) = z2yz.

6.- Hallar la integral del campo F(z,y,2) = (yz,zz,2y) a lo largo de la curva
parametrizada por

v(t) = (tcos(t), 1+ tsen(t),e"), t € [0,2m7].

Solucion: Si se aplica la definicién, aparece una integral de Riemann que no se puede
calcular Ahora bien, el campo F es conservativo en R3, pues es el gradiente de
f(z,y,2) = xyz, de modo que, teniendo en cuenta la regla de Barrow,

/F dr = f(y(2m)) — f(7(0)) = f(2m,1,€*™) — £(0,1,1) = 2me>"

7.- Sea ~ la curva frontera de un abierto de Jordan D, orientada en la forma
inducida por D. Si el drea de D es 4 (unidades de superficie), calcular

/(3y+:c2,y2 +x) - dr.
vy

Solucion: El campo a integrar es de clase C* en R?, por lo que estamos en condiciones
de aplicar el teorema de Green:

8 0
2 2 R J 9 9 2
/aD(?)y—F:c Y-+ ) - dr // 8:C(y + x) 8y(3y+:c )) dx dy

~ [[ 2dvdy = —2hrean) =5,



MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Teleméatica)
Soluciones del examen final (13 de junio de 2006)

EXAMEN DE TODA LA ASIGNATURA
12 Parte — CUESTIONES

1.- Hallar el desarrollo de Taylor de orden 4 en el punto z = 0 de la funcién
f(x) = e®sen(x?).
Solucion: Aunque se pueden calcular las derivadas sucesivas de f en 0, esto es laborioso y
aumenta el riesgo de errores en los cédlculos, por lo que es preferible utilizar los desarrollos
ya tabulados. Sabemos que

e
€x:1+$+7+€+ﬂ+$481($), iii%gl(:c)zo,
23
sen(xr) = x — - + zieq(z), lin%)&tg(:c) =0.
r—

Del segundo de estos desarrollos, y aplicando el resultado relativo a la composicién de
funciones, se deduce que

213
sen(z?) = 2% — (566) + () *ea(2?) = 2% + x'e3(x), liHlOéfg(.CC) = 0.
Basta multiplicar para concluir:
2?2 23 a2t
(e )40
f(z) ( to+ 5+t o ata @) (o +atea)
2
=2? +2° + 5 + ztey(x), lim e4(z) = 0.
log(z)

2.- Calcular lim (1 + sen®(z))
x—0*t

Solucidn: La indeterminacion es del tipo 17°°. Si llamamos L al valor del limite (finito
o infinito), tenemos que
_ 2 _ 200N — 1 2
log(L) = xli%l+ log(z) log (1 + sen®(z)) = xlirng log(x) sen”(z) = xli%l+ x* log(z),

donde se han aplicado sendas equivalencias. Preparamos ahora la expresion para utilizar
la regla de L’Hopital:

1 1
lim 2”log(z) = lim og(2) = li /x

= 0.
z—0+ z—ot 1/22  z-0t —2/a23

En conclusién, L = e = 1.
3.- Sea a un parametro real. ;Qué tipo de extremo presenta en (0,0) la funcién
fz,y) = 2* + 22%9° + y* — az? — ay® + 1, (z,y) € R??

Solucion: Es sencillo comprobar en primer lugar que

9 0.0y = 2L 0.0y =

de modo que el punto (0,0) es critico. La hessiana de f en dicho punto es

—2a 0
0 —2a |’

que tiene un autovalor doble de valor —2a. Por lo tanto, si a > 0 la matriz es definida
negativa, y f presenta en (0,0) un méximo relativo, mientras que si a < 0 la matriz es



definida positiva, y f presenta en (0,0) un minimo relativo. El caso dudoso a = 0 se
resuelve observando que para todo (z,y) € R? se tiene que

fa,y) =2 +22%7 +y' + 1= (22 +47) + 1> 1= £(0,0),
con lo que f presenta en (0,0) un minimo relativo (y absoluto).
4.- Comprobar que la ecuacién €Y + cos(z? + y) = 2 define y como funcién

implicita de z en un entorno de z = 0, con y(0) = 0. Calcular y/(0).
Solucion: Si definimos la funcién F:R? — R dada por
F(z,y,2) = " + cos(z® + y) — 2,
es claro que F' € C*(R?), F(0,0) =0y
or — Tty 2 —
@(0,0) ="V —sen(x +y)}(070) =1#0.

El teorema de la funcién implicita garantiza que existe una funcién y = y(z), definida
y de clase C*° en un entorno V de x = 0, con y(0) = 0 y de modo que

etV 4 cos (z® +y(z)) =2, (x,y) € V. (1)
Derivando respecto de z en (1), se tiene que
e Tv(@) (1+9y'(x)) —sen (:c2 +y(2)) (22 +y'(z)) =0, (x,y) eV

y evaluando en z = 0 se obtiene que y'(0) = —1.

1 sen(z)
5.- Calcular lim —2/ arctg(t) dt.
z—0 X 0

Solucién: La funcién g(x) = arctg(t) es continua en R, por lo que el teorema funda-
mental del cdlculo integral garantiza que la funcién

G(x) = /096 g(t)dt, x € R,

es derivable en R y G'(z) = g(z) para todo z. Puesto que h(xz) = sen(x) es derivable
en R, la funcién f, definida por

sen(z)
f(z) = Goh(z) = G(h(z)) = G(sen(z)) = / arctg(t) dt,
0
es derivable en virtud de la regla de la cadena, y su derivada es
f'(z) = G'(sen(x)) ' (z) = g(sen(z)) cos(z) = arctg (sen(z)) cos(x), zeR.

0
Como f es continua en 0y f(0) = 0, el limite propuesto presenta la indeterminacién 0’

y se puede aplicar la regla de L’Hopital, que pide calcular

. arctg (sen(z)) cos(z) — tim arctg (sen(z)) — lim sen(z) 1

z—0 2x z—0 2x z—0 2z 2
Se ha aplicado sucesivamente que

hi% cos(z) =1, arctg (f(z)) ~ f(z) si f(z) — 0, sen(x) ~o .

6.- ;Para qué valor del parametro real a el campo
F(z,y,2z) = (2$y2,$22,$(a +:cy))

es un gradiente? Hallar para dicho valor una funcién potencial de F'.
Solucion: El campo F es de clase C*® en R3, que es un abierto estrellado. En virtud del
lema de Poincaré, F' sera un gradiente si, y solo si, su rotacional es nulo. Es inmediato



que rot F(x,y,z) = (0,—a,0), con lo que el valor pedido es a = 0. Para este valor, es
sencillo obtener un potencial de F, por ejemplo, f(z,y,2) = z2yz.

7.- Sea ~ la curva frontera de un abierto de Jordan D, orientada en la forma
inducida por D. Si el drea de D es 4 (unidades de superficie), calcular

/(3y+:c2,y2 +x) - dr.
vy

Solucion: El campo a integrar es de clase C* en R?, por lo que estamos en condiciones
de aplicar el teorema de Green:

P P
2 2 e 2 _ 2
/8D(3y+:c y? 4+ ) - dr //D <8:c(y + ) ay(3y+:c ))d:cdy

_ //D(_2) dz dy = —2Area(D) = —8.



Solucidn a los problemas propuestos

1.- Se considera la funcién f(x)=(x+1)e™, xeR.

a) Estudiar las asintotas, intervalos de monotonia, extremos relativos e intervalos de
concavidad y convexidad de f.

b) Esbozar las gréficas de f y de g(x) = x* .
c) Determinar, en funcion del parametro real a, el nimero de soluciones de la ecuacién
f(x)=x*+a

a) Esinmediato que se tiene:
lim f(X)=—-00 , limf(x)=0

X——©
de modo que la recta y = 0 es asintota horizontal (cuando x — oo, f(x) tiende a cero
manteniéndose positiva). Habiendo una asintota horizontal, no hay asintotas oblicuas.
Tampoco existen asintotas verticales al ser f continua en todo R.

Como f'(x)=e* —(x+1)e* =—xe™,es f'(x)>0 para x<0y f'(xX)<0 parax>0
por lo que la funcién crece en (—,0) y decrece en (0,). En x =0, Unico punto en

que se anula la derivada, f pasa de creciente a decreciente, luego hay un maximo
relativo, que también es el maximo absoluto, con f(0) = 1.

Calculando la derivada segunda resulta f"(x) = (x—1)e™™, que se anula en x = 1, donde
hay un punto de inflexion, siendo positiva para x > 1 y negativa para x < 1. Con toda
esta informacion es inmediato trazar la grafica de f (x), que se muestra a continuacién

junto con lade g(x) = x*:
3.

-3-

c)Las raices de la ecuacion f(x) = x* +a son las abscisas de los puntos de corte de
las gréficas de f (x) y de x*+a. Si a> 1 no hay puntos de corte, habiendo solo



uno cuando a = 1. En el caso de ser a < 1, hay dos puntos de corte, tal como sugiere
el dibujo anterior, lo que puede formalizarse asi: sea h(x) = (x> + a) — f (x) ; se tiene
entonces h (0) =a—-1<0. Como lim h(x)=limh(x) =, resulta que h (x) toma

valores positivos a partir de un cierto valor x, de x a la izquierda de x =0,y lo
mismo ocurre a partir de un cierto valor x, a la derecha de x = 0. Aplicando el
teorema de Bolzano a los intervalos [x,,0] y [0, X,]se demuestra la existencia de

las dos raices. Ademéas no pueden existir otras debido a que h (x) es monotona
decreciente en (—o,0) y monoétona creciente en (0,0) (basta observar que la

derivada es 2x +xe™) .

2.- Estudiar, en funcion del parametro real «, la convergencia de la integral

J-oo(xz —1)sen3(x)dx
o x*(e* -1

La funcion integrando es continua en (0,0), luego localmente integrable en dicho
intervalo, por lo que la integral impropia tiene sentido.

Descomponiendo la integral en suma de dos
J- (x? —l)sen (x) _ J- 1(x? l)sen (x) J- (x* —=1)sen’ (x)d
x“(e* — x“(e* — x“(e* —
vemos que el mtegrando de la primera conserva signo constante (negativo) en (0,1),
y se comporta en un entorno a la derecha de 0 como la funcién
(x*-)x°  (x*-1) -
X% X - ¥ @2 0 ¥ @2
Por tanto la primera integral sera convergente si a—2<1, esto es, si <3,y
divergente en otro caso.
Respecto del segundo sumando, dicha integral tiene un integrando que no conserva
signo en (1,%), por lo que intentaremos ver si converge absolutamente. Se tiene que

|(x2 —1)sen3(x)| - S S

XU -1 | XU -1 (e*-1)

© XP . .
Como se sabe, _[1 —ﬁxdx converge si £ >0 cualquiera que sea p, por lo que
e

- X27af ) X2—a/(ex _1) ) w» X27a
j ——dx converge, y como lim——-————==1, la integral j —dx es
1 ex Y00 X —a/ex 1 x B

X~ —1)sen

convergente, luego j (x’ a() )( )dx es absolutamente convergente, y por tanto
e

convergente cualquiera que sea el valor de «. En resumen, la integral impropia

propuesta converge siy solosi a <3.



3-SeaV={(x,y,2)eR®:x>0,y>0,x>+y?<1,0<z<x+2}.Si Ses lafrontera
de V orientada segun la normal exterior, calcular el flujo de
F(x,y,z) = (3y+z,x%y,y?z) através de S.

Este es un caso en el que la aplicacion del teorema de Gauss o de la divergencia esta
mas que indicado, ya que se tiene:

”F.nda = j” divFdxdydz = j” (x? + y?)dxdydz .

El recinto V esta limitado por la superficie de un cilindro de revolucién de eje OZ y
radio 1, los planos x =0,y =0,z=0 y z = x +2. Por la naturaleza de V es aconsejable
hacer un cambio a coordenadas cilindricas

X=rcosé@
y =rsend
71=12

cuyo jacobiano vale r. @ variaentre 0y n/2, rentreOy 1,y zentre 0y rcosé+2 por
lo que la integral anterior se transforma en esta:

Iﬂ (x2 + y?)dxdydz = .[Om U:UOWOSM r3dz)drjd¢9 = joﬂlzuol(2+ rcos@)r?’dr)de =

1 wl2
—J'm r—+—cos:9 J' 1+1c0349 d@—e send =—+-.
o o \2 5 2 5

, 45

4.-Calcular de dos formas distintas la integral J'r(xz,y,l).drsiendo I la curva

interseccion de las superficies
xX*+y*=4, x+y+z=1

Lacurva 7" es una elipse cuya parametrizacion es inmediata:

X=2c0s0
y =2send 6 <[0,27]
z=1-2cosfd—2send

Una manera de calcular la integral es aplicando directamente la definicion de integral de
un campo vectorial a lo largo de una curva, obteniendo asi, dado que
x'=-2send

y'=2co0sd
' =2senfd —2cosf



lo siguiente:
jr(xz, y,D).dr = J'OZE (2 cos@(L—2cos@—2send),2send,1).(—2send,2cosd,2send —2cosH)d o =

_[02” (—4cos@send +8cos” fsend +8cos@sen’d + 4sendcos + 2send — 2cos)d b =

2z

=0.

= —%cos3 0+§5en36— 2c0s6 —2sené
0

La otra forma es emplear el teorema de Stokes. La integral anterior es igual al flujo del
rotacional del campo a través de la superficie de plano x + y + z = 1 interior al cilindro.
Como el rotacional es (0, x, 0), y la normal al plano es (1, 1, 1), resulta que

'[r (xz,y).dr = ” _ Xdxdy

siendo D ={(x,y) € R? : x* + y? <1}. Un cambio a polares nos da lo siguiente:

H S xdxdy = j;”(ﬁrcosﬁ.rdr)dﬁ = I;”cosEde:rzdr =0.



MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Telematica)
Examen extraordinario — 6 de septiembre de 2006
12 Parte — Duracion: de 9:00 a 10:45

Instrucciones: Las soluciones a las cuestiones deben entregarse escritas con
tinta, debiendo figurar en todas las hojas que se entrequen los Apellidos y Nom-

bre, en este orden, del alumno. Cada cuestion vale 7 puntos sobre una nota total
de 100 puntos.

1.- Calcular, para a > 0, el valor de lim+ pt/ loglaz)
z—0

2.- Estudiar la continuidad en (0,0) de la funcién f dada por

2% +y? cos (f) siy #0,
flz,y) = Y

x? siy=0.

3.- Sea F la funcién definida en R? por

$y2 o
F(z,y) :/ e'” dt.
1
Calcular VF(1,1).

sen?(x)

4.- Calcular / dx.

cos(z)
5.- Calcular // |zy| dx dy, siendo
D
D = {(z,y) € R? : 2® 43 <r?}, r > 0.
6.- Sea a una constante real y F el campo F(z,y,2) = (vz,yz, — az?). Deter-

minar para qué valores de a existe un campo G en R? tal que rot G = F, y para dichos
valores hallar un campo G que verifique la igualdad anterior.

7.- Sea v la curva resultante de la suma ~y; + 72, siendo
v (t) = (t,0), te[-1,1];
Y2(t) = (cos(t),sen(t)), t € [0, 7].

[y(y, —x) - dr.

Calcular




MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Telematica)
Examen extraordinario — 6 de septiembre de 2006
22 Parte — Duracién: de 11:00 a 13:00

Instrucciones: Las soluciones a los problemas deben entregarse escritas con tinta
y en hojas separadas, debiendo figurar en cada una los Apellidos y Nombre,
en este orden, del alumno. La puntuacion de cada apartado, sobre el total de 100
puntos, figura a su derecha.

Se considera la funcién f,, definida en (0, c0) por
fa(-fC) — 2% eQa—x’

donde a es un parametro real estrictamente positivo. Se pide:

a) Demostrar que f, alcanza su méximo absoluto en el punto = a, y que dicho
méximo vale e*(1tlog(a)), 8 puntos
b) ;Para qué valor de a el maximo anterior es lo menor posible? b puntos
c) Representar graficamente la funcién fi(z) = ze>~%, x € (0,00), determinando
los intervalos de monotonia, concavidad y convexidad, los extremos relativos, los
puntos de inflexién y las asintotas. 7 puntos

2.- a) Hallar el desarrollo limitado de orden 2 en z = 0 de la funcién
g(z) = (z+sen(z)) (1 —e™"). 5 puntos

b) Estudiar, en funcién del parametro real p, la convergencia de la integral

o0 —x
/0 (:c + Sz;l((f:)_(;g)_ ¢ ) dx. 11 puntos
3.- Se considera la regién acotada V de R? limitada por los planos
z =0, z =0, r =1, y =0, y=1,
y por el paraboloide z = 22 + 3% 4+ 4. Dado el campo
F(z,y,z) = (x — 22y —y?, 22(x + Y)),

se pide:
a) Calcular / F - ndo, siendo n la normal exterior a V. 8 puntos

ov.
b) Calcular el flujo de F' a través de la porcién del borde de V' contenida en el
paraboloide, orientada por la normal con tercera componente positiva. 7 puntos




MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Teleméatica)
Soluciones del examen extraordinario (6 de septiembre de 2006)

12 Parte -CUESTIONES

1.- Calcular, para a > 0, el valor de lim+ zl/ loglaz),
z—0

Solucién: La indeterminacién es del tipo 0°. Si llamamos L al limite buscado (finito o
infinito), tenemos que, por las propiedades de los limites y de los logaritmos,

o log(x) log(x)
log(L) = 1 = .
og(L) om0+ log(ax)  z—o0+ log(a) + log(x)

Ahora bien, puesto que lim+ log(x) = —oo, basta dividir numerador y denominador
z—0

de la tltima expresién por log(x) para deducir que el valor del limite anterior es 1, y

concluir que L = e! =e.

2.- Estudiar la continuidad en (0,0) de la funcién f dada por

2% +y? cos (f) siy #0,
flz,y) = Y

x? siy=0.

Solucién: En primer lugar, en virtud de la definicién de f, es claro que f(0,0) = 02 = 0.
Para calcular el limite en dicho punto, separamos las distintas posibilidades:

lim  f(z,y) = lir%:cQ = 0;

(z,y)—(0,0)
y=0
T
lim T,Y) = lim <:c2+ 2 cos (= ):0.
(z,y)—(0,0) f@,y) (z,y)—(0,0) Y (y)
y#0 y#0

En el segundo calculo se ha utilizado que el segundo sumando es producto de la funciéon
x .
y2, que tiende a 0, y de la funcién cos (—), que esta acotada. En conclusion, el limite

existe y coincide con el valor de la funcién en el punto, de modo que f es continua en
(0,0).

Es importante centrarse en el punto indicado, el (0,0), pues en muchas de las
soluciones se ha hecho un estudio general que no se pedia.

3.- Sea F la funcién definida en R? por

2

Ty 5
F(z,y) :/ e'” dt.
1

Calcular VF(1,1).
Solucién: La funcién F es composicién de g: R? — R, dada por g(x,y) = xy?, con la

funcién h:R — R, dada por h(s) = / e!” dt. En virtud del teorema fundamental del
1

célculo integral, sabemos que h/(s) = 652, s € R. Por lo tanto, las derivadas parciales
de F' se obtienen a partir de la regla de la cadena:

aF N 2 ag o ac2y4 2.
o (z,y) = W' (zy )&C(fc,y) =e" Yy

OF gy = W (ay?) 2

99 — Y9
a9 ay(w,y) e xy.



El gradiente pedido es

VF(1,1) = (‘31;(1 1), (?91;(1,1)) = (e, 2e).
4.- Calcular / SS;Q(SZC))

Solucion: Puesto que el integrando es una funcién racional en seno y coseno, e impar
con respecto del coseno, se realiza el cambio de variable sen(z) = t, quedando

2 2 2
sen“(x sen“(x t
/ ( )d:c:/ 2< ) cos(:c)d:c:/ 5 dt.
cos(x) cos?(x) 1—t
Se trata ahora de un cociente de polinomios, en el que se debe comenzar dividiendo
para luego descomponer en fracciones simples:

/1t—2t2dt /<_1_t1—1)dt _t_%/<$_w%)dt

1 1
:—t—§log|t—1|+ log |t + 1|+ C.

Basta deshacer el cambio de variable para concluir:

sen?(x) B 1 1
/ cos(x) dz = —sen(z) - 2 log | sen(x) — 1] + 2 log | sen(z) + 1| + C.

5.- Calcular // |zy| dx dy, siendo
D

D = {(z,y) € R? : 2® 43 < r?}, r > 0.

Solucién: El conjunto D es un compacto medible (una bola cerrada), y el integrando es
continuo en D, de modo que la integral tiene perfecto sentido y es un ntimero real. La
forma de D aconseja realizar un cambio a coordenadas polares, (z,y) = ¢(p, ), donde
x = pcos(f), y = psen(d). Dicho cambio tiene jacobiano igual a p, y es inmediato
comprobar que, salvo conjuntos de medida nula,

o YD) ={(p,0):0<p<r 0<O<2r}=(0,r)x (0,27),

lo que permite aplicar el teorema del cambio de variables para escribir la igualdad

// |zy| do dy = // },0 cos(#)p sen(6)| pdp df.

El teorema de Fubini posibilita el calculo de esta ultima integral como iterada:

/[p_l(D)PS | cos() sen ()| dp df = /0% | cos(6) sen(6)| </0T o dp) 4o
= % /0 N | cos(6) sen ()| d6.

Para concluir, las propiedades de las funciones trigonométricas permiten poner

sen?(0)
2

w/2

Y

27 w/2
/ | cos(0) sen(6)| df = 4/ cos(#) sen(f) df = 4 .
0 0

y la integral pedida vale r4/2.

6.- Sea a una constante real y F el campo F(z,y,2) = (vz,yz, — az?). Deter-
minar para qué valores de a existe un campo G en R? tal que rot G = F, y para dichos
valores hallar un campo G que verifique la igualdad anterior.



Solucion: El campo dado es de clase C* en el abierto convexo R2, por lo que la condicién
necesaria y suficiente para que sea un rotacional es que su divergencia sea nula. Como

oFy, 0F, OF:
div F(z,y,2) = 8; + 8; + 8,23 =z+2z—2az =2z(1 —a),
se deduce que ha de ser a = 1. En ese caso, un campo G = (G1, G2, G3) verifica lo

pedido si se cumple el sistema de ecuaciones siguiente:

0G3  0Gs s 0G,  0Gs 0Gy  0G; 5
— = —_————=yz, — - ——=x—2z".
oy 0z T 0z ar 7 oz oy
Como es sabido, el sistema admite infinitas soluciones; exponemos dos de ellas,
L L 5 L, 2
G(z,y,z) = (gyz — Ty, —5a2 ,O), H(z,y,z) = (0, g%~z ,—:cyz).

7.- Sea v la curva resultante de la suma ~; + 72, siendo
v (t) = (t,0), te[-1,1];
Y2(t) = (cos(t),sen(t)), t € [0, m].

[y(y, —x) - dr.

Solucion: Es sencillo aplicar la definicién y calcular directamente:

L(y,—fv)~dr=/%(y,—:v)~dr+£2(y,—:c)~dr

= / (0, —t) - (1,0) dt + /07r (sen(t), — cos(t)) - (—sen(t), cos(t)) dt

-1

1 i
:/ Odt+/ (—=1)dt = —m.
—1 0

Otra posibilidad es observar que 7 es la curva borde del semicirculo superior unidad D, y
aplicar el teorema de Riemann-Green. Como la orientaciéon dada en  por la parametri-
zacion del problema coincide con la que induce D sobre la curva, se tiene que

/7(% —x) - dr = //D (a%;w) - a(;z)) drdy = —2 - érea(D) = —2g —

Calcular




Problema 1.-

a) Derivando la funcién dada se obtiene:

a-1,2a—x an2a-x

i 2a-x,,a-1
f,(X)=ax""e™ " —x"e™ " = X" (a—-X)
Como el dominio es (0, «), Yy a> 0, el nico punto en que se anula la derivadaes x=a,y
como f.(x) es positiva para x < ay negativa para X > a, concluimos que en x = a hay un

méaximo relativo, que también lo es absoluto, ya que a la derecha de a la funcion decrece hacia
0y entre 0y a crece desde el valor f,(0) =0 hasta el maximo que toma en x = a, que vale

a a(l+loga)

fa (a) — aaEZa—a — aaea — ealogae -

b) Para hallar el minimo de e**'*® derivando respecto de a e igualando la derivada a cero se
obtiene:

1
e (1 4 Joga +a.—) = e*™'9¥ (2 4+ loga) = 0
a
., . . 1
y esta expresion solo se anula si 2+log a = 0, es decir, a = —-. Que este valor corresponde a un
e
. . . 1 .
minimo resulta del hecho de que la derivada de e***'®*es negativa para a < —- y positiva
e

1 ., . . 1
para a >—-, por lo que la funcion e?®19%) nasa de decreciente a creciente y el punto a = —
e e

es efectivamente un minimo.

c) Del apartado a), sustituyendo a por 1, podemos decir que la funcién xe®* tiene un maximo
en x =1, es creciente en (0, 1) y decreciente en (1, =), tiende a cero cuando x tiende a cero y

también cuando x tiende a infinito, por lo que y = 0 es asintota horizontal. Hallando la derivada
segunda se obtiene f,"(x) = e**(x—2), que se anula en x = 2, donde hay un punto de inflexion.
Con esos datos se dibuja la gréfica

2 54

2
157

1
0.5

“ 1 2 3 4 &

X

Problema 2.
a) x+senx tiene por desarrollo de orden 2, 2x. En cuantoa (1-e™), teniendo en cuenta

2 2
_ X X . ,
el de e *que es 1—x +7 , resulta ser x 5 Multiplicando y quedandonos con los

términos de grado 2 e inferior, resulta que el desarrollo pedido es 2x?.



b) La funcién integrando es continua en (0, «), luego localmente integrable, por lo que la

integral impropia tiene sentido.
Estudiaremos por separado cada una de las dos integrales

B “(x+senx)(1—e™)

B ' (x+senx)(1—e™)
- - xP 1+ x*)

xP 1+ x*)

I, R

0 1

Notemos que ambos integrandos son positivos, por lo que podemos aplicar los criterios de
comparacion.
En la primera integral, el integrando puede estar no acotado en un entorno a la derecha de 0,

debido a la presencia de x” en el denominador. De acuerdo con lo obtenido en a), se tiene
(x+senx)1-e)  2x*
XPA+x?)  oxP@A+x%) xPEAL+x)
1

. . dx . .

cuanto a convergencia lo mismo que I — = » Que converge si p - 2 <1 y diverge en otro

X
0

caso. Por tanto |, converge siy solosi p<3.
En cuanto a |, ndtese que
(x+senx)(1-e™) 1
XP(L+x%) = xP2

que , por lo que 1, se comporta en

de forma que la integral converge siy solosi p+2>1,0sea, p>-1.Enconclusion, la
integral propuesta converge siy solosi —1< p < 3.

Problema 3.-

Basta aplicar el teorema de la divergencia para obtener que el flujo total valejjIdedydz :

v
yaque div(F)=1-2x+1-2y+2(x+Yy) = 2. El calculo de la integral triple es inmediato,
ya que se tiene:

1 1 x2+y2+4 1 1 1
2dxdydz = 2 | dx dyJ-dz =2 dx | (X*+y2+4)dy=2] (x° +l+4)dx=§,
\% 0 0 0 0 0 0 3 3

El flujo a través de la porcidn del borde de V contenida en el paraboloide podria hacerse
directamente, pero es mas facil observar que si se calculan los flujos a través de las cinco
porciones planas del borde de V, y se restan del flujo total, obtendremos el valor pedido.
Que este procedimiento sea mas rapido es consecuencia de lo siguiente:

Sobre el plano x=0, el valor del campo es (0, y — y®,2zy) . La normal exterior a la porcion
de plano x=0 que forma parte del borde de V es (-1, 0, 0) .Al multiplicar escalarmente el
valor del campo por la normal anterior obtenemos 0, y por tanto el flujo a través de esa
porcion de plano es nulo. EI mismo razonamiento vale para el resto de las porciones planas
(razonar una a una). En consecuencia, el flujo a través de la porcion de borde comprendida
en el paraboloide es 28/3.



MATEMATICAS I (Ing. Téc. Telec., esp. Sistemas de Telecomunicacién)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Telec., esp. Telematica)
Soluciones del examen parcial realizado el 9 de febrero de 2007

12 Parte — CUESTIONES

1.- Obtener el conjunto de los puntos de R que verifican
|z — 1] + 2|3 — 2z| > 3.

Solucién: Debemos distinguir los siguientes casos. En primer lugar, si z < 1, la
inecuacién se escribe como 1 — z + 2(3 — 2z) > 3, que equivale a z < 4/5. Como de
hecho 4/5 < 1, todos los puntos del intervalo (—o0,4/5) son solucién de la inecuacion.
En segundo lugar, si 1 < x < 3/2, ha de ser x — 1 + 2(3 — 2z) > 3, lo que equivale
a x < 2/3, que es incompatible con la suposicién de partida. Finalmente, si x > 3/2,
deberd ser  — 1 + 2(2z — 3) > 3, lo que conduce a = > 2, que es coherente con la
hipétesis inicial. Con todo, la solucién es (—o0,4/5) U (2, 00).

2.- Calcular lim ——— te () .

z—0 sen (z — sen(z))

Solucién: Aplicando la equivalencia sen(z) ~ xz en z = 0 en el denominador,

escribimos

lim v = tg() = lim Lg(:c)
z—0sen (z —sen(z))  =—0x —sen(x)

A partir de aqui el valor del limite se puede obtener aplicando la regla de L’hopital
dos veces consecutivas. Sin embargo, es més rapido utilizar los desarrollos de Taylor en
z =0,
x3 x3
tg(x) =x + 3 +atei(z), sen(z) =z — 3 + 2t &9 (),

de manera que al sustituir se obtiene

_3/9 .4
lim % /3 —x%eq1(x)
2—0 23/6 — 2t eq(x)

= —-2.
3.- Demostrar que para cada = > 1 se tiene que

2
<1 1) —1 -1)< .
o <logla+1) ~log(e — 1) < ——

Solucién: Se considera la funcién f(x) = log(x), que es derivable en todo su
dominio (0, 00). Para cada = > 1 se puede considerar el intervalo [z — 1,z + 1] C (0, 00).
Entonces f es continua en [z — 1,2+ 1] y derivable en (z — 1,2+ 1), y segtn el teorema
de los incrementos finitos de Lagrange existe un punto { =§(z) conx —1 <€ <x+1
tal que f(z +1)— f(x —1) = f'(&) (x + 1 — (x — 1)), es decir,

2
3

Ahora, como 0 < x — 1 < & < z + 1, es inmediato que

log(z + 1) — log(x — 1)

1 1

< - < ——, y junto con
r+1 & x-1 v

la igualdad previa se prueba inmediatamente el resultado.

4.- Determinar el polinomio de Taylor de orden 6 en x = 0 de la funcién

flx) =

sen(x?)
14 a2

Indicar el valor de £(%)(0).



Solucién: El calculo de las derivadas sucesivas de la funcion dada es demasiado
laborioso. Por ello, recurrimos al procedimiento explicado en el caso de una funcion
dada por un cociente. El desarrollo de Taylor

se obtiene por composicién del desarrollo de Taylor conocido de la funcién sen(z) en
2 = 0 con la funcién 22. Como el denominador de f es ya un polinomio, no es necesario
hacer ningun célculo adicional. Ahora, basta realizar una divisiéon formal de los dos
polinomios (colocdndolos en orden de potencias creciente) hasta obtener grado 6 en el
cociente. Se obtiene asi el polinomio de Taylor de orden 6:

5 6

2 4,9
:c+6:c.

p(z) =

Finalmente, para calcular el valor de f(6)(0), basta recordar que el coeficiente de x°

en el desarrollo de Taylor de f en z = 0 es precisamente f(®)(0)/6!. En este caso el
coeficiente es 5/6 y por tanto f(6)(0) =5 - 5! = 600.

5.- Sabiendo que, para cada 6 € R, se verifica que cos*(6)+sen() > 1/2, calcular

$2y3

1m .
(z,9)—(0,0) % + y*

Solucién: Pasando a coordenadas polares, se ha de estudiar el limite
lim p? cos?(0) p3 sen(9) - cos?(f) sen3(6)
p—0 pt cost(0) + ptsent(d) oo’ cos*(0) + sen*(9)

Para afirmar que el valor del limite previo es 0, basta comprobar que la expresién
cos? () sen(6)
cos*(0) + sen*(6)

admite una cota superior valida para todo valor del dngulo 6 € [0,27]|. Por una parte,
es inmediato que |cos?(6) sen®(0)| < 1. Por otra parte, para acotar la expresién dada,
es necesario minorar (es decir, hacer més pequeno) el denominador. Precisamente con
ese fin se indica que |cos*(#) + sen?(0)| = cos*(6) + sen*() > 1/2 para cualquier valor
de 6. Con todo, la expresién sefialada se puede acotar por 2 para todo 6§ € [0,27], y el
valor del limite es 0.

6.- Determinar los extremos relativos de la funcién

flz,y) =2 +y* + (z+y)* — day.

Solucién: Por tratarse de una funcién polinémica, f es de clase C*° y en particular
es diferenciable. Por tanto sus posibles extremos relativos se encuentran entre los puntos
(x,y) que anulan sus derivadas parciales. Resolvemos entonces el sistema

0

a—i(:c,y) =2r+2x+y) —4dy=4r—2y =0,
of

a—y(:c,y) =2y+2(x+y)—4dr=—2x+4y =0,

cuya Unica solucién es el punto (0,0). Calculamos ahora la matriz hessiana en dicho

punto:
HF(0,0) = (_42 _42).

Se comprueba que los dos menores principales son estrictamente positivos y por tanto
es definida positiva. En consecuencia hay un minimo relativo en el punto (0,0).



7.- Sea f:R — R una funcién de clase C*(R) que posee en z = 0 un extremo
relativo. Se define F:R? — R? mediante F(z,y) = (z + f(y),y + f(x)), (z,y) € R%
Demostrar que F' admite inversa de clase C! en un entorno del punto (0,0).

Solucién: El teorema de la funcién inversa permite resolver la cuestion, siempre
que la funcion F' satisfaga las hipotesis necesarias para su aplicacion. Efectivamente, la
funcién F es de clase C! en R?, por ser f de la misma clase en R. Ademas, llamando
(Fy, F») a las componentes de la funcién F', se tiene que

8F1 8F1 / 8F2 / aFQ

de modo que el jacobiano de F en (0,0) toma el valor 1 — f/(0)2 = 1 # 0, ya que
f(0) = 0 por presentar la funcién derivable f un extremo relativo en 0.

22 Parte — PROBLEMAS

2.- Sea f:R? — R la funcién dada por

3
xy :
si (z,y) # (0,0);
floy) =q =+ ) 7 (0.0
0 si (z,y) = (0,0).
i) Estudiar la existencia de derivadas direccionales de f en (0,0). 5 puntos

f(z,y)

ii) Calcular lim % 4 puntos
) (2.9)=(0,0) /22 4 y?
z=y
iii) Estudiar la diferenciabilidad de f en (0,0). 6 puntos

Solucién: i) La derivada direccional en (0,0) segun el vector (vi,v2) # (0,0) es

— 3
Doy £(0,0) = lim LU001102) = FO.0) - viest
(v1,v2) ) t—0 t -0 U% 4 Uth

Si v1 = 0 la fraccién anterior es nula para cada ¢, luego el limite es 0. Si v; # 0, el
limite es 0/v? = 0.
ii) Es claro que
Yy’
22 4 A4
z,y)— (0,0 x4 + y— + y— +
e Y Y Y Yy
Este limite debe estudiarse lateralmente: si y > 0 vale 1/2; y si y < 0 resulta —1/2, de

modo que no existe el limite pedido.
iii) De acuerdo con i),

of of
%(0, 0) = D(l,O)f<07 0) == 0, a—y(O, 0) = D(071)f<o, 0) == 0,
de modo que el estudio de la diferenciabilidad de f consiste en decidir si la funcién
of of
f(hvk) - f<070) - _<070) h— _<070) -k
e(h, k) = Oz Oy _ _f(hk)

Vh? + k2 Vh? + k2
tiende a 0 cuando (h, k) tiende a (0,0). Segin lo obtenido en ii), la respuesta a esta
cuestién es negativa, y f no es diferenciable en (0,0).



3.- Se considera la ecuacién
sen(z) = 2% +y? + 2yt +1 — €.

i) Comprobar que la ecuacién define a z como funcién implicita de x e y de clase

C®° en un entorno de (0,0), con z(0,0) = 0. 3 puntos
ii) Estudiar si la funcién z = z(x,y) definida anteriormente presenta un extremo
relativo en (0,0). 12 puntos

Solucién: i) La funcién f:R3 — R dada por
flr,y,2) =22 + ¢ + 2fy* + 1 — e — sen(2)
se anula cuando se verifica la ecuacién. Es claro que f es de clase C* en R3, £(0,0,0) = 0
y of
5(07 0,0) = —e* — COS(Z)|(0,0,0) =-2#0,

de modo que se puede aplicar el teorema de la funcién implicita para asegurar la exis-
tencia de una funcién z = z(z,y), definida y de clase C*° en un entorno U de (0,0), con
2(0,0) =0y
f(:c, y, z(x, y)) =22+t +atyt+1— (@Y _ gen (z(:c, y)) =0, (x,y) e U. (1)
ii) Por ser z diferenciable en U, si presenta en (0,0) un extremo relativo el punto
debe ser critico. Derivando en (1) respecto de x se deduce que

0 0
20 +4aty! — N S (@,y) — cos (2(@.) o (2y) =0, @y €U, (2)
y particularizando en (0,0) se obtiene que
0 0 0
04+0—e"2(0,0) — cos(0) 2= (0,0) =0, de donde —<=(0,0) = 0.

ox ox ox

El simetria de f con respecto a las variables x e y permite asegurar que también
0z
dy
siana de z en (0,0). Derivando en (2) respecto de z (y simplificando la notacién por
obviar el punto (z,y) donde se evalian las funciones) se deduce que

0z \2 0? 0z \2 0?

é) - eza—; + sen(z)(é) - cos(z)a—; =0, (xz,y) € U,

(0,0) = 0, con lo que el punto es critico. Determinamos a continuacién la hes-

2 + 1222y — eZ<

0? 0?
y evaluando en (0,0) 28e deduce que 2 — 28—:;(0’ 0) = 0, es decir, a—;(o, 0) = 1. Como

antes, es obvio que (0,0) = 1. Si ahora derivamos respecto de y en (2), se tiene

0y?
0z 0z 02z 0z 0z 0?2
1623y3 — e == — ¢7 — = =0 e U
Yy’ —e 9y or e Byor + sen(z) Oy Oz cos(z) 0 , (z,y) )
. 02z
y al sustituir en (0,0) resulta que (0,0) = 0. Por lo tanto,
0yox

H2(0,0) = ((1) (1))

que obviamente representa una forma definida positiva, lo que asegura que z presenta
en (0,0) un minimo relativo.



Problema 1.

Sean a, b y ¢ parametros reales, y definamos la funcion

1 1 ]

—t— sl Xx<0,
f(x)=12 " x-1

ax® +bx+c si x>0.

Se pide:

i) Determinar para queé valores de los parametros la funcion f es continua y derivable
enx=0.

ii) A partir de ahora, sean b = -1, ¢ = -1/2. Estudiar los intervalos de crecimiento y
decrecimiento de f en funcion del valor de a.

iii) Hallar, si existe, el valor de a para el que f presenta un minimo relativo en x = 1.
iv) Si fijamos ahora también a = 1/3, determinar el nimero de soluciones reales de la
ecuacion f(x) = 0.

Solucion:
Se tiene f(0)=c = lim f(x). Para que f sea continua en x = 0, ¢ debe coincidir con el
x—07

limite en cero, por la izquierda, de f(x), es decir,c = lim f(x) = lim i+i _1 :

X—0~ x>0\ 2 X-=1 2
Una vez establecida la continuidad, la funcién sera derivable si existen las derivadas
laterales en x = 0 y son iguales. Se tiene que

1
fr)=9 (x-1)°
3ax’ +b si x>0.
Los limites a derecha e izquierda de cero valen b y -1 respectivamente, luego b = -1.

si x<0,

ii) La derivada de la funcion

i+i si x<0, 1

f)=42 *x-1 s f'(x)={ (x-1)°
ax3—x+§ si x=0. 3ax? -1 si x>0.

si x<0,

Puesto que para x <0 la derivada es negativa, la funcion f(x) es decreciente para x <0,
independientemente del valor de a. Si a=0entonces f'(x)=-1parax>0,yla

funcidn es estrictamente decreciente en toda la recta real ; lo mismo ocurre si a < 0. En

cambio, sia>0, 3ax® -1 se anula, parax >0, enel punto x = 1 ,siendo f'(x)<0
J3a
para X< 1 y f'(x)>0 para x> 1 . Por tanto f(x) es decreciente para x < L

V3a V3a

. 1 .
y creciente para X > ——, siendo el punto x =

J3a

J3a

un minimo relativo.

1
J3a



iii) Del estudio hecho en el punto anterior se desprende que para que en x = 1 exista un

minimo relativo debe ser 1= i, de donde a = 1/3.
J3a
%Jri si x<0,
iv) Fijando ahora a = 1/3 la funcién es f(x) = x-1
A si x>0.
3 2

Como XIlm f(x) =%, y f(0)= —%, siendo la funcién estrictamente decreciente en la
semirrecta (—oo, 0), concluimos que hay una Unica raiz de f(x) = 0 en (-, 0) - de
hecho, es el punto x = -1. La funcion sigue decreciendo hasta el minimo en x = 1, por lo
que en el intervalo [0, 1] no puede haber otra raiz. Dado que f(1) <0, y que a partir de 1
la funcidn es estrictamente creciente, y tiende a infinito cuando x tiende a infinito, debe
haber otra raiz en (1, ), y solo una por la monotonia. En consecuencia la ecuacion

propuesta tiene dos raices.



MATEMATICAS I (Ing. Téc. Telec., esp. Sistemas de Telecomunicacién)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Telec., esp. Telematica)
Soluciones del examen final (11 de junio de 2007)

EXAMEN DEL SEGUNDO PARCIAL
12 Parte — CUESTIONES

1.- Calcular / V3 -2z — x2dx.

Solucion: Puesto que

:C—i—l)z)’

3—2:c—:c2:4—(:c+1)2:4<1—( .

se realiza el cambio de variable
x4+ 1= 2sen(t), dx = 2 cos(t) dt,
resultanto la integral
/ \/4(1 —sen?(t))2 cos(t) dt = 4/0082(t) dt = 2/ (14 cos(2t)) dt = 2t +sen(2t) + C,
que tras deshacer el cambio proporciona la integral

1 1
2arcsen($+ )+§(:c+1)\/3—2:c—:c2+0, CeR.

2

2.- Hallar los puntos criticos de la funcion definida en R por

2* Cost
f(x) :/1 \/1+—t3dt.

Solucion: El integrando es una funcién continua en R, luego, por el teorema fundamental
del calculo integral y la regla de la cadena, la funcién f es derivable en R y

b cos(z?)
f(x) = 2:67\/1—#7586.

Los puntos criticos son aquellos en los que se anula esta expresion, es decir,
x9 =0, yr = +\/7/2 + km, 2z =—\/7/2+kn, ke{0,1,2,...}.

3.- Dar la expresion de la otra integral iterada de f en D, si

/@ﬂawmwzlwfymwmyw

Solucion: La expresiéon de la integral iterada permite determinar D como el interior del
tridngulo de vértices (—1,1), (0,0) y (1,1). Por lo tanto, la otra iterada sera

/_01( _lf(:c,y)dy) d:c+/01 (/;f(w’y)dy) da.

4.- SiV ={(x,y,2) € R®| 2% + 4% < 2z < 2}, calcular

/ / / Y drdyd
————dxdydz.
V a4+ y?
Solucion: El conjunto V' es abierto y el integrando es continuo en V', luego la integral
tiene perfecto sentido. Es aconsejable aplicar el cambio de variables ¢ a coordenadas
cilindricas,
(2,,2) = 9(p, 0, 2) = (pcos(6), psen(6), 2),



para el que, salvo conjuntos de medida nula, se tiene que
o M V) ={(p,0,2):0 < <21, 0<2<2 0<p<+z}.

Entonces, el teorema del cambio de variables permite escribir

e Ve et = ///w(v) ey o

pudiendo aplicar ahora el teorema de Fubini:

/0% (/02 (/Oﬁp(cos(e) — sen(0)) dp) dz> d = 0.

5.- Dado D = {(z,y) € R? | 224+y? < 16, (x—2)*+y? > 1, (z+1)?>+(y—1)% > 1},
calcular

/c’ﬂp(%”y,w +e" (@ —1)) - dr

cuando en 9D se considera la orientacién inducida por D.

Solucidn: Es inmediato observar que D es el circulo centrado en (0,0) y de radio 4 al que
se le han practicado dos taladros de radio 1, uno con centro en (2,0) y otro con centro en
(—1,1). En particular, D es un abierto de Jordan, y el campo objeto de la integral es de
clase C! en R2. Puesto que el célculo directo no es aconsejable, aplicamos el teorema de
Riemann-Green, que con la orientacién considerada en 0D permite sustituir la integral
original por

//D <%(w +e" T (z —1)) - a%(“”y)) dx dy = //D 1ldzdy.

Esta integral representa el area de D, que es 16m — m — 7 = 14.

6.- Dada f: R — R de clase C'!, se considera el campo definido por

F(z,y) = (@f(a® +97),yf(@® +37)).

Si 7y es la circunferencia de ecuacién x2+4y? = 4x+4y—7 recorrida en sentido antihorario,
calcular
/ F -dr.
v

Solucién: El campo F = (P, Q) es de clase C! en el abierto estrellado R?, y se verifica

0 oP
que —Q = — = 2zyf' (2% +%?) en todo punto. El lema de Poincaré garantiza entonces

ox oy

que F' es un gradiente, y su circulacién a lo largo de cualquier curva cerrada, como la
dada en el enunciado, sera nula.

7.- Parametrizar la superficie
S={(z,y,2) eR® |2 +y* + 22 =R*, 2>y >0, 2> 0}

usando coordenadas esféricas.
Solucion: Si utilizamos las coordenadas esféricas dadas por

x = pcos(f) cos(p), y = psen(f) cos(p), z = psen(p),

la condicién 22 4y + 22 = R? se transforma en p = R, la condicién z > 0en 0 < ¢ < 5
y la condicién x >y > 0 en 0 < 6 < 7. Por lo tanto, la parametrizacién resulta ser

(0, ) = (Rcos(@) cos(p), Rsen(0) cos(go),Rsen(go)), (0,¢) € (0,/4) x (0,7/2).



MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Teleméatica)
Soluciones del examen final (11 de junio de 2006)

EXAMEN DE TODA LA ASIGNATURA

12 Parte — CUESTIONES

1.- Sea p(z) la funcién tal que para cada z € R,

:lc(120—14:lc2+:lc4)jL (2) 5
enxr — X)X .
i 120 + 6 22 P

Calcular lim p(z).

z—0
Solucion: Para cada x # 0 se tiene que

x (120 — 1422 + z%)

o senle) - e e
,0(.36) - .365
En la tabla de desarrollos de Taylor aparece que
sen(zr) = x — $_3 + 56—5 + 2°¢1 (1) con limey(z) =0
~7 6 120 s po0 LT

Por otra parte, dividiendo formalmente (en potencias crecientes de x) es sencillo obtener
que

120 — 14 22 + 2* 2zt . ‘
120 + 6 22 - _F—i—%—}_w EQ(':C)v con alcl_{nOEQ(ZC) =0.

Llevando estas igualdades a la expresion de p, resulta que

2 4
T — %—3 + % + x%¢1(x) —:c(l -=+% +SE4€2(S€))

lim p(x) = lim

x—0 x—0 .CCS
5
R GG Rt 1CO) N
z—0 Z° 120°
€T
2.- Demostrar que f(x) = (et2 — e) dt toma el valor 0 una tnica vez cuando x

0
varia en el intervalo [1, 00).

Solucion: Por ser el integrando continuo, el teorema fundamentaul2 del célculo integral
garantiza que f es derivable en dicho intervalo y que f'(z) = e* —e. Es claro que
f'(z) > 0si x > 1, por lo que f toma sus valores una tnica vez en el intervalo.
Ahora bien, si t € [0,1) se tiene que e’ —e < 0, luego f(1) < 0; por otra parte,
2
lim (e"” —e) = +00, con lo que
t—o0
z 2
lim f(z) = lim (e —e)dt = +o0.

r—00 Ir—00 0

Una aplicacién del teorema de Bolzano en el intervalo [1,b], con b > 1 adecuado de
modo que f(b) > 0, permite concluir.

cos®(x)
1+ a4
[f(z+5) = f(z)| > 57

Solucion: Para cada z € R, el teorema de los incrementos finitos de Lagrange asegura
la existencia de un valor £ € (z,z + 5) tal que

fle+5) = f(z) = (€)= +5-2)=5f( =5

3.- Sea f una funcién cuya derivada es . ¢ Puede existir un valor de x tal

que

cos?(¢)
14¢47




de donde .
s’ (©)] _ .

o +5) — f@)] =51 <

Por lo tanto, la respuesta es negativa.

4.- Sea o > 0. Estudiar la continuidad en R? de la funcién

o arg @y £00);
,Y) =

0 si (z,y) = (0,0)

dependiendo del valor del parametro positivo a.

Solucién: En R?\ {(0,0)} la funcién es operacién valida de funciones continuas, por
lo que es continua. Veamos qué ocurre en (0,0), para lo que expresamos la funcién en
coordenadas polares:

f(pcos(), psen(h)) = p®~* cos®(6) sen(9), p>0.

Sia € (0,1) y 0 € (0,m/2) es fijo, es claro que el limite cuando p tiende a 0 de la
expresion anterior es infinito, con lo que no existe el limite de f en (0,0) y f no es
continua en él.

Si a = 1, el limite en el origen siguiendo cada semirrecta de argumento 6 es
cos(f) sen (), y por depender de 6, tampoco existira el limite de f en (0,0).

Si a > 1, tenemos que

|f(pcos(), psen(d)) — 0] < p*~' — 0 sip—0,

lo que garantiza que ( %nn( )f(:c,y) = 0= f(0,0), y f es continua en (0,0).
z,y)—(0,0
5.- Comprobar que la ecuacién 3 + cos(zry) —y = 1 define y como funcién
implicita de z en un entorno de z = 0, con y(0) = 0. Determinar la recta tangente a la
grafica de dicha funcién en x = 0.
Solucién: La funcién F:R? — R dada por F(x,y) = 2% + cos(ry) — y — 1 verifica que
F(0,0) = 0, es de clase C*® en R3 y
OF
8—(()’ 0) = —zsen(xy) — 1,0 = —1 # 0.
Y
El teorema de las funciones implicitas asegura que en un entorno U de x = 0 se puede
definir y = y(z), de clase C*> en U, con y(0) = 0 y tal que

F(z,y(z)) = 2® + cos (zy(z)) —y(z) =1 =10 para todo z € U.

La pendiente de la recta tangente pedida es y’(0), para cuyo cdlculo derivamos en la
igualdad anterior,

32% — (y(z) + 2y (z)) sen (zy(z)) — y'(z) = 0.
Evaluando en x = 0 deducimos que y'(0) = 0, con lo que la recta tangente es la de

ecuacion y = 0.

6.- Es la cuestion 4 del examen del segundo parcial.
7.- Es la cuestién 6 del examen del segundo parcial.
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CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Teleméatica)
Soluciones del examen final (11 de junio de 2006)

22 Parte — PROBLEMAS

i) Estudiar, en funcién del pardmetro real «, la convergencia de la integral

o e—x
/ dx. 6 puntos
o ¢
~y
ii) Estudiar la integrabilidad de f(x,y) = Z—a en D = {(x,y) e R? | 0 < = < y},
dependiendo del valor de a. 8 puntos
iii) Demostrar que, si a < 1,
oo tl_a oo e—t
/ et dt :/ —dt. 4 puntos
0 1 -« 0 te

Solucién: i) El integrando, al que denominamos f, es continuo en (0,00), luego
localmente integrable. Para el estudio de la integral en (0, 1] basta observar que

f@)
S e = LERA{0},

lo que permite aplicar el criterio de comparacién para deducir que el caracter de la
1
integral es el mismo que el de / —, es decir, converge si, y solo si, a < 1. El estudio
o X

de la integral en [1,00) no es necesario, pues aparece como una de las integrales test, y
resulta ser convergente para todo valor de . Asi, la integral original converge si, y sélo
si, a < 1.

ii) El integrando es continuo en D, abierto de R?, luego la integral impropia tiene
sentido. Como el integrando es positivo, debemos estudiar una de sus integrales iteradas.

Escogemos
/ / —dy | dx :/ ——eY dz :/ dzx.
0 T T 0 T x 0 e
Por el apartado anterior y el criterio de Tonelli, la integral propuesta converge si, y solo
si, a < 1.
iii) Si invertimos el orden de integracion en la integral del apartado ii), se tiene que

-y o0 Y o~y o0 l-a
// e—d:cdy:/ (/ e—d:c) dy:/ e_yy—dy,
p ¢ 0 0o x¢ 0 l-a

con lo que se concluye lo pedido.
Otra solucion consiste en aplicar una integracién por partes adecuada en la primera
de las integrales para llevarla a la segunda.




Solucién a los problemas del examen

1.- Considérese la funcion z = x*> =2y +y* + 2xy.

i) Determinar sus posibles extremos relativos y estudiar de qué tipo es cada uno.

ii)¢, Cuél es el valor minimo de la funcion restringida al segmento que une los puntos
(-2,2)y (3,-3)?

i) Se tiene que

oz

— =2X+2Y,

OX y
@:—4y+3y2 +2X.
oy

Igualando ambas derivadas a cero, y resolviendo el sistema de ecuaciones resultante, se
obtienen los puntos (0, 0) y (-2, 2).
Las derivadas segundas de la funcién son:

0’z 5 0’z

ox? " oxoy

2 =—-4+06y
oy

2

2 2 2 2
por lo que la matriz hessiana en (0, 0) es [2 4}, yen (-2, 2), (2 8]'

Claramente en (0, 0) hay un punto de silla, ya que la forma cuadratica correspondiente es
indefinida, mientras que en (-2, 2) la funcion presenta un minimo relativo por ser la forma
cuadrética definida positiva.

ii) La recta que une los puntos (-2, 2) y (3, -3) es larecta y = - x. La funcidén dada, restringida
al segmento que une dichos puntos es la funcion de una sola variable obtenida sustituyendo y
por —x , en el intervalo [-2, 3] de variacion de x. Es, por tanto, la funcién
X% = 2(=x)% + (=x)® + 2x(-x) , es decir, —3x? — x*. Para buscar el minimo de esta funcion en
el intervalo [-2, 3] derivamos e igualamos a cero:

-6x-3x*=0=>x=0,x=-2.
Como la segunda derivada es negativa en x = 0, en dicho punto hay un méximo relativo, en el
que la funcién vale 0. El valor minimo no puede alcanzarse en un punto interior al intervalo, y
por tanto se alcanza en uno de los extremos, concretamente en 3, donde la funcion vale -54.

2.- Sea f(x,y,z) un campo escalar de clase C? definidoen R® ysea g(x,y,z)=X+Yy+z
i) Probar que el campo vectorial F = Vf x Vg es solenoidal. Verificar ademas que, si
G=(f, f,f) entonces rotG =F.

IF.n do
S

i) Calcular
cuando f(x,y,z)=xy y S es la porcion de la superficie de ecuacion z = x>y + xy® interior
al cilindro x? + y? =1, orientada con normal con tercera componente positiva.




i) Setieneque Vf = (iii] ,Vg=(1,1,1), por lo que F, producto vectorial de
OX oy oz
Vf y Vg, es el campo [i—ﬂi—ﬁﬂ—ij . Calculando su divergencia se
oy 0z 0z OX oX oYy

o't o'f o'f o'f o'f o°f
OX0y OX0Z 0yoZ OyoXx O0Xx 0Loy
o’f o'f o'f o*f o*f  o°f
oXoy oyox ' ozox  oxor ' ozdy  oyer
divergencia de F es idénticamente nula, por lo que F es solenoidal.

obtiene: div F = . Puesto que fes de clase C? el

teorema de Schwarz nos asegura que yla

Es inmediato comprobar, calculando el rotacional de G = (f, f, f), que rotG =F.

i) Como F es el rotacional de G, aplicando el teorema de Stokes se obtiene

jF.n do = jrotG.n do = jG.dr ,
S S T

siendo T la curva de interseccion de las superficies z = x>y +xy®, x> +y*=1. La
proyeccion de dicha curva sobre el plano XY es la circunferencia de ecuacion x* +y? =1,
de modo que una parametrizacion de T" es la siguiente:

X = cost

y=sent

z=cos’t sent+costsen®t =costsent(cos’t+sen”t) =costsent

con te[0,2x]. Esta parametrizacion corresponde a la orientacion inducida por el recinto
interior a la circunferencia y sobre I" nos da la requerida en el enunciado.

Tenemos, por tanto, ¢(t) = (cost,sent,cost sent), con lo que
@'(t) = (-sent, cost,cos’t —sen’t)
En el caso que nos ocupa, el campo G es (xy, xy, xy), por lo que

2r
j G.dr = j(cost sent, cost sent, cost sent).(—sent, cost,cos’t — sen’t)dt =
r 0

2z
:I(—costsen2t+coszt sent +cos’t sent —cost sen®t)dt =
0

sen’t cos’t cos‘t sen’t] T
3 3 4 4

0.

P




3.-Se considera el campo
F(x,y,z) = (yz2%e?, X%, z%)
y la cadena de superficies S =S, +S, con
S, ={(x,y,2) eR*|X* +y? +(z-1)7 =1, 2> 1,
S, ={(x,y,2) eR®|x*+y*=1,0<z<1}.

Calcular J‘F.n do, indicando con qué orientacion de S se efectda el célculo.
S

La cadena de superficies dada no es la frontera de un abierto acotado de R®. Si afiadimos a
la misma el disco D, x* +y* <1, z=0,y orientamos toda la cadena segtn la normal
exterior, el teorema de la divergencia nos dice que

jjjdiv Fdxdydz = j F.nda+J‘F.ndo,
\Y S D

donde V es el recinto limitado por la cadena S+D. Por tanto, el valor de la integral que nos

piden calcular es
j F.ndo = jjjdiv Fdxdydz —IF.nda .
S Vv D

La normal exterior a la superficie D es (0, 0, -1), por lo que su producto escalar por F se

reduce a z*, y dado que el disco D se encuentra en el plano z = 0, el producto escalar es
cero y el flujo del campo a través de D es nulo. En consecuencia,

jF.nda = J‘jjdiv Fdxdydz = Iijzdxdydz.
S \Y \Y

Calculando esta integral triple por secciones, teniendo en cuenta que los planos paralelos al

plano XY cortan a V segun circulos que tienen radio 1 cuando 0<z <1,y 1—(z-1)?
cuando 1< z < 2, resulta

1 2
jijzdxdydz = sz;z dz +j 2i7(l-(z-1)%)dz = NT”
\Y 0 1



MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Teleméatica)
Soluciones del examen de 3 de septiembre de 2007

12 Parte — CUESTIONES

1.- Demostrar que para todo valor de z > 0,
ef —1<ze®.

Solucion: Para x = 0 se tiene la igualdad. La funcién f(t) = e’ es derivable en R,
por lo que, dado un valor arbitrario de z € (0,00), se puede aplicar el teorema de los
incrementos finitos de Lagrange en el intervalo [0, z], obteniendo la existencia de un
punto ¢ € (0,x) tal que

e” — e = ef(x —0), es decir, e’ —1=¢e‘z.

Ahora bien, como la funciéon exponencial es siempre estrictamente creciente y ¢ < z, se
tiene que e® < e”, con lo cual ¥ — 1 < ze”.

Otra solucién consiste en considerar la funcién g(z) = e* — 1 —x e®, y tras observar
que g(0) =0y que ¢'(z) <0 sixz € [0,00), concluir lo pedido. En este razonamiento es
fundamental atender al valor de g en 0, pues en otro caso la conclusién no es vélida.

2.- Probar que no existe el limite

yS

lim ———.
(@.)—(0,0) 22 + y*
Solucion: Basta observar que
3 3 1

(96,1/)—>(§070) e +y y—0y y—0y

r=
que no existe. También se pueden determinar familias de curvas que pasan por el
(0,0) para las que el correspondiente limite depende de un pardametro (por ejemplo,
= \y?/ 2). Lo que resulta incémodo es razonar utilizando coordenadas polares.

3.- Si la funcién f : R? — R, de clase C'!, tiene un maximo relativo en el punto

(1,2) con f(1,2) = 4, calcular la derivada direccional de f en el punto (1,2) en la
direccién del vector (—3,1).
Solucién: Por ser de clase C1, la funcién f es diferenciable en (1,2) y, por presentar en
este punto un extremo relativo, es condicién necesaria que f’(1,2) = 0 (es decir, las dos
derivadas parciales de f en (1,2) son nulas, y lo es también la matriz jacobiana en el
punto). Entonces,

Disnf12) = £A.2-31 =(0 0)( ) =0

4.- Probar que la ecuacion
"t 4+ Ch(z? +y) =2

define una funcién y = y(z) en un entorno de xg = 0 con y(0) = 0. Calcular y'(0).
Solucion: La funcién f(x,y) = e + Ch(a? +y) — 2 es de clase C* en R?, f(0,0) =
141-2=0y

of

Iy
de modo que, por el teorema de la funcién implicita, existen un entorno U de xy = 0,
un entorno V' de yp = 0 y una funcién y = y(z) de U en V, de clase C*°, con y(0) =0

(0,0) = "™ 4 Sh(z® + y)[(0,0) = 1 +0 =1 #0,



y tal que
e ) 4 Ch (22 + y(z)) = 2, zeU.

Derivando esta identidad con respecto de x, se deduce que
e?Hy(@) (1+4/'(z)) +Sh(2® + y(z)) (22 + ¥/ (z)) =0, zeU,
y evaluando en z = 0 resulta que 1+ y'(0) = 0, de donde y’(0) = —1.

5.- Determinar el area del recinto plano limitado por la curva dada en coordenadas
polares por la ecuacién p = /1 + cos(0).
Solucidén: Observamos en primer lugar que f(6) = 1 + cos(#) es periddica de periodo
27, continua y no negativa para todo 6 € [0, 2x]. El recinto plano limitado por la curva,
digamos D, es entonces un compacto medible, y si ¢(p,0) = (pcos(6), psen(f)) es el
cambio a coordenadas polares, es claro que, salvo conjuntos de medida nula,

o 1 (D)={(p,0) :0< 0 <2m, 0<p<+/1+cos(d)}.

Por lo tanto, aplicando primero el teorema del cambio de variable y luego el teorema
de Fubini, podemos escribir que el area es

27 v/ 14cos(8)
// 1d:cdy:// pdpd@z/ </ pdp)d@
D ©=1(D) 0 0

21 02\ /1+cos(6) 1 [2r
_ P == —
_/0 =, do 2/0 (1 + cos(6)) do = .

1+ 22y x?

xy—1 €"cos(z)
la matriz jacobiana de una funcién f(z,y) = (fi(x,y), f2(z,y))? Razonar la respuesta.
Solucion: Para que la respuesta sea afirmativa, cada fila de la matriz dada debe ser el
gradiente de la correspondiente componente de f. Como se observa, f es de clase C*

(en su abierto de definicién), y en este caso es condicién necesaria para lo anterior que
se verifiquen las igualdades

6.- ;Puede ser

) = ) 1) = e ats)

Es inmediato que la segunda de estas igualdades no se verifica en ningtin abierto de R2,
con lo que la respuesta es negativa.

/<x2+y,w>~dr
Y

si v es la elipse centrada en el origen, de ejes los ejes coordenados, y semiejes 2 y 3.
Solucién: Observamos que el campo es de clase C™ en (el abierto estrellado) R? y

7 .- Calcular

0 0
a_y('xQ +y) = %('x) = 17 (:c,y) € RQv

de modo que, segtn el lema de Poincaré, el campo es conservativo. Puesto que la curva
es cerrada, la integral propuesta es nula.
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22 Parte — PROBLEMAS

1. Sea f una funcién de clase C°*° de R en R. Se sabe que

f0)=2, [f(0)=0,

y que para todo x € R se verifica que

f@) + f'(x) + ' (z) =1.

indicar de qué tipo. 0 pun
b) Obtener el polinomio de Taylor de orden 4 de f en z = 0. 6 pun
c) Calcular
_ 2
lim 2fl@) 4+ .
z—0 x (cos(z) — 1)

(1)

a) Estudiar si f presenta un extremo relativo en x = 0 y, en caso afirmativo,

tos
tos

6 puntos

Solucidn: a) De acuerdo con (1), tomando x = 0 se deduce que
FO)+ f/(0)+ f"(0)=2+0+ f"(0) =1, de donde  f"(0) = —1.

Por lo tanto, f presenta un maximo relativo en x = 0.

b) Derivando sucesivamente la relacién (1) se obtiene que
f'@) + f(x) + f"(x) =0,  luego f(0)+ f"(0) + f*(0) =0,
y que
@)+ f" (@) + f77(x) =0, Tluego  f7(0) + f7(0) + f7(0) =0.

Como f'(0) =0y f”(0) = —1, resulta que f”/(0) =1y fYY(0) =0, y el polinomio de
Taylor pedido es

SO, SO0 o FO0) o S0 g, 2 e

Ty(f,0)(z) = f(0) 1 9 3! 4! 2 6

2
x
c) Por el apartado anterior y aplicando la equivalencia cos(z) — 1 ~g —5 queda

x?2 28

2f(2) — 4 +2” 22-F + g ratw) 4+
lim = lim 5
z—0 T ((;os(;n) — 1) z—0 x




2.- Sea D el interior del tridngulo de vértices (0,0), (1,0) y (1,1), y sea f la funcién
definida en el semiplano x > 0 por

f(z,y) = z%ylog(z),

donde a es un parametro real.
a) Estudiar la convergencia de la integral

// f(z,y) dx dy 9 puntos
D
segun los valores de .

b) Calcular, si es posible, el valor de dicha integral para o« = —1. 7 puntos

Solucidn: a) La funcién f(x,y) = 2%ylog(z) es continua en el semiplano z > 0, y por
tanto es localmente integrable sobre el abierto D, contenido en dicho semiplano. Para
estudiar la convergencia de la integral, recurrimos al criterio de Tonelli y calculamos
una integral iterada de la funcién en valor absoluto. En este caso, si (z,y) € D,
y>0y0<z<1, de modo que log(x) < 0y por tanto

|f(x,y)| = —f(x,y) = —2%ylog(z) .

Teniendo en cuenta tanto la geometria de D como la expresién de la funcién, calculamos
la integral iterada

x -1 log(x)
o] 1
/0 (/0 —x og(:c)ydy) dr = /0 - og(z)dx = - /0 poa— dz,

que, de acuerdo con la tabla de funciones test, converge si y sélo si —a—2 < 1, es decir,
siy sélo si, a > —3.

b) Para el valor & = —1 hemos visto en a) que la integral es convergente. Por tanto
podemos aplicar el teorema de Fubini para llevar a cabo su célculo mediante integraciéon
iterada. Asi pues,

flyrens= [ ([ = )= [ e

sin més que integrar por partes y aplicar que lim+ z? log(x) = 0.
z—0

3.- Sea S; la porcién del paraboloide z = 4 — (22 4+ 4?) con z > 0, y sea S la porcién
de la esfera 22 + y? + 22 = 4 con 2 < 0.
a) Hallar el flujo del campo F(z,y,z) = (32,1, 2) a través de la cadena S; + So,
indicando qué orientacion se considera en el calculo. 9 puntos
b) Calcular el drea de Sj. 8 puntos

Solucién: a) El paraboloide de ecuacién z = 4 — (22 + y?) tiene su vértice en el punto
(0,0,4) y se abre hacia abajo (nétese que ha de ser 2 + > = 4 — 2 > 0, de modo
que z < 4). La superficie S; tiene su borde sobre el plano z = 0, en concreto la
circunferencia de ecuacién z? + y? = 4. Por su parte, S, es la semiesfera inferior de la
esfera 22 + y? + 22 = 4, y tiene su borde sobre el plano z = 0, coincidente con el borde
de S1. De este modo S = S; + S5 es una cadena de superficies sin borde y orientable.
Llamando V al abierto acotado que encierra dicha cadena, tenemos que 9V = Sy
podemos aplicar el teorema de la divergencia:

/F~nda:/// dide:cdydz:/// ddxdydz,
S V Vv



considerando en S la orientacién dada por la normal exterior. Para el calculo de la iltima
integral, basta notar que las secciones de V' por planos horizontales con —2 < z < 0
son circulos de radio r = V4 — 22, y para 0 < z < 4 circulos de radio r = v/4 — z, de
manera que

///V4d:cdydz:4(/_OQW(4—22)dz+/047r(4_z)dz) :?W.

b) Para calcular el drea de S; se puede considerar cualquier parametrizacién. Lo
mas sencillo es considerar

¢:B=DB(0,0),2) =R, (2,9) = (z,y.4— (2* +9%)),
para la que el vector normal es

dp Oy B
(% X a—y) (z,y) = (22,2y,1).

Entonces,
Op Oy //
A(S1) = oo X oo = 472 +4y2 + 1
s =[] (5 < 52) @ dway = [[ viFTazTTasa,

que se calcula facilmente mediante un cambio a coordenadas polares y la aplicacién del
teorema de Fubini, resultando

27 2 2 3/2
A(Sl):/o (/0 r\/4r2+1dr)d0:2ﬁu

2

s
=—(17v17-1).
12 6< )

0
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12 Parte — CUESTIONES

1.- Sea la funcién f:R — R dada por f(z) = :c(ecos(””) —1). Probar que la funcién
se anula en infinitos puntos, y deducir que también f’ se anula en infinitos puntos.

Solucién: Para que f se anule debe ocurrir que = 0 o que e°*5(*) = 1, lo cual
ocurre cuando cos(z) = 0, es decir, cuando x = T + km, k entero, lo que prueba que,
en efecto, f se anula en una infinidad de puntos. Aplicando el teorema de Rolle a la
funcién f en cada uno de los intervalos cuyos extremos son dos ceros consecutivos de f,
concluimos que también la derivada se anula en una infinidad de puntos.

2.- Si f y g son dos funciones de clase C* en R tales que
f=9g)=1,  fO)=4g1)==-2  ff(1)=3 g¢"(1)=-1,
hallar lim M

z—1  (x—1)?
Solucién: Se tiene que

flx) =1-2(x—1)+ %(:c —1)? 4 (z — 1)%e1 (), lim e1(x) =0,
y
o) =1-2@ 1)~ (e~ 1P+ @~ 1o,  lme) =0
Por tanto,
y f(:E) B g<$) . <% + % + &1 (:c) — 82(58)) (SC — 1)2 ,
201 (x —1)2 201 (x —1)2 T

1
3.- Demostrar que arctg(2) — arctg(1l) < 5"

Solucién: Aplicando el teorema del valor medio de Lagrange a la funcién arctg(x)
en el intervalo [1,2] se obtiene

1
arctg(2) — arctg(1) = W(Q —1), conl<ec<2.

1
5 < 5 Y se llega al resultado pedido.
c

Por consiguiente, 1 +¢? >1+12 =2,y =
4.- Estudiar la continuidad en (0,0) de la funcién
3

fory) = s S @) #(0.0)

0 si (x,y) = (0,0).

Solucién: La funcién no es continua en (0,0), ya que no existe su limite en dicho
punto, como se puede ver tendiendo hacia (0,0) por rectas y = maz y observando que el

valor del limite, L, depende de m.
1+m?

5.- Calcular la derivada direccional en el punto (1,0) en la direccién del vector
(1,2) de la funcién
z? + y?
= —, ,y) ER? x> 0.
fay) =Tt (@) R a



Solucién: Se tiene que, para cada (x,y) € R? con z > 0,

%< )_2w(1+fvy2)—y2(fv2+y2) % )_2y(1+fvy2) 2zy(a® +y*)
or Y (14 zy?)? oy YT (1 + zy?)?

Puesto que estas funciones son continuas en A = {(x,y) € R? : x > 0}, la funcién f es
diferenciable en A, y en particular en (1,0). Sustituyendo en las expresiones anteriores,

of
It —(1,0) =2
resulta que 8:6( ,0) ,

(1,0) = 0, de modo que la derivada direccional pedida es

dy
0 0
Duaf.0 = a0 = (FLuo Sao)(y)=c oy)-2
6.- Sea z = f(u,v) una funcién de clase C?(R?), y pongamos u(r,y) = xy,

0
v(z,y) = x +y. Sise define la funcién g(z,y) = f(u(z,y),v(z,y)), calcular Gscgy
en términos de las derivadas parciales de f.

Solucién: La funcién g : R? — R es la composicién foh, donde h = (u,v) : R? —
R? y f: R? — R. La funcién h es de clase C*°(R?) puesto que sus componentes, u
y v, son polinédmicas. Por hipétesis f es una funcién de clase C2(R?). La composicién

g = f oh es entonces una funcién de clase C?(R?) y, por el teorema de Schwarz,

29 _ 0 (90 _ 0 (39)_ %
Oxdy Ox \Ody/) Oy \ox/) 0Oyodx’

Al aplicar la regla de la cadena,

B (r9) == G (), o) G (o0) + G (o) o) G o)
= e,y o)+ 2L (i, ), 0 3).

En lo que sigue, por simplicidad, no haremos explicitos los puntos de evaluacion de cada
parcial. Ahora, por la linealidad de la derivacién, la regla de derivacién de un producto
y de nuevo la regla de la cadena,

&g 9 (0g of of
dxdy (z.9) = ox (8_3;) (z.9) = ox [(’M T %]

82f8u+ 0% f @ +8f+ 0% f 8u+82f8v
ou? 0x  OvOu Ox . ou OudvOox Ov? Ox

0% f 0% f of  0*f O’f  0°f 0% f
=02 T avou” T o T ouon? T a0z ~ 92™ T 9uou

En la tltima igualdad se ha utilizado que, por ser f de clase C?(R?), el teorema de
Schwarz asegura la igualdad de las parciales cruzadas segundas de f.

0
(:c+y)+—u+—.

7 .- Determinar los extremos relativos de la funcién

flz,y) = 2%y +y* — 4y.

Solucién: La funcién f es de clase C*°(IR?), por ser polinémica, de modo que los
extremos relativos serdan puntos criticos: la condicién f’(z,y) = 0 conduce al sistema

af of 2

o oy DY) Y
De la primera ecuacién, x = 0 6 y = 0. Si x = 0, la segunda ecuaciéon implica que y = 2.
Si y = 0, la segunda ecuacion lleva a que x = +2. Los puntos criticos de f son entonces

0,2), (2,0), (-2,0).

(z,y) = 22y = 0,



Pasamos al estudio de la matriz hessiana de f, H f(x,y) = (;Z 2; ), en cada uno de
ellos:
(a) Hf(0,2) = (3 (2) , matriz diagonal con autovalores estrictamente positivos

4y 2. Por tanto, H f(0,2) es definida positiva y f presenta un minimo relativo en (0, 2).

(b) HF(2,0) = (0

4 i o
4 92 ) matriz cuyos menores principales son A} = 0, y Ag =
—16. Puesto que As es igual al producto de los autovalores y es negativo, la hessiana
tiene un autovalor positivo y otro negativo, con lo que (2,0) es punto de silla.

(c) Hf(—2,0) = _O 4 _24), matriz cuyos menores principales también son A =
0, y Ay = —16. Razonando como antes se deduce que (—2,0) es punto de silla.

22 Parte — PROBLEMAS

1. Se considera la funcién
2

Se pide:

i) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f y sus extremos
relativos. 6 puntos
ii) Obtener las asintotas de la grafica de f y esbozar dicha grafica. 6 puntos
iii) Fijado un numero real a, determinar el nimero de soluciones de la ecuacién
f(xz) = a en funcién del valor de a. 8 puntos

Solucién: i) Sabemos que € > 0y z2 > 0, para todo z € R. Tenemos entonces
que f es de clase C*°(R) por ser cociente de funciones de este tipo y no anularse el
denominador en ningin x € R. La derivada de f es

;o €'z(2—x)
f (':E) - (SEQ—Few)Q’

cuyo signo coincide con el de z(2 — z), esto es, f'(x) > 0siz € (0,2) y f'(x) < 0 si
x € (—00,0) U (2,00). Obviamente, f'(z) =si z =0 6 x = 2. De este andlisis de la
derivada se deduce que f es estrictamente creciente en el intervalo (0, 2), estrictamente
decreciente en (—o00,0) y en (2,00) y presenta un minimo relativo en x = 0 (f(0) = 0)
y un maximo relativo en x = 2 (f(2) = 4;% <1).

ii) Asintotas verticales: no existen puesto que f estd definida y es continua en R.
Asintotas horizontales: Por 6rdenes de infinitud,

1
li = lim —— =
Jim J@) =l e =0
lo que implica que la recta y = 0 es asintota horizontal de f en 4+00. Por otro lado, es
inmediato que lim f(x) = 1y, por tanto, la recta y = 1 es asintota horizontal de f
r— —0Q0

en —oo

x
Asintotas oblicuas: no presenta por ser lim M = 0.
r—too I

De acuerdo con estos resultados y lo visto en el apartado i) la gréfica de la funcién



f es de la forma:

PR

e

PP ® o

o

D

q

s
N
o Ml
N
s
(2]
[ee]

iii) El estudio de los apartados i) y ii) resuelve el problema. Fijado un nimero
real a, las soluciones de la ecuacién f(x) = a son justamente las abscisas de los puntos
de corte de la recta y = a con la grafica de f. A la vista de la gréafica de f es inmediato

que:
(1) f(z) = a tiene tres soluciones si a € (0, 4;1?).
(2) f(z) = a tiene dos soluciones si a = 4;1?.
(3) f(z) = a tiene una solucién si a € (4;1?, 1) 6a=0.
(4) f(z) = a no tiene soluciones si a € (—o0,0) U [1,00).
2.- Sea f:R? — R la funcién continua en R? determinada por

sen (22 + y?)

s @ #0.0)

flz,y) = (1 +x+y)
Se pide:
i) Comprobar que f(0,0) = 1.
0
ii) Comprobar que a—i(o, 0) =1.
iii) Obtener el desarrollo de Taylor de orden 6 en (0,0) de la funcién

g(z,y) =sen (2? +3?),  (z,y) € R

iv) Estudiar la diferenciabilidad de f en (0,0).

4 puntos
5 puntos

6 puntos

6 puntos

Solucién: i) Puesto que sabemos que f es continua en (0,0), f(0,0) coincidird con
el limite de f en (0,0), o con cualquiera de los limites siguiendo subespacios que pueda

interesar considerar, o con los iterados que existan. Por ejemplo,

, , sen(x?)
(2.)—(0,0) fly) = lim(1 +2) 2 ’
y=0
donde se ha tenido en cuenta que sen(t) ~ t cuando ¢ — 0.
ii) Por definicién, la parcial pedida es
sen(h?)
oo L0 = 700) T L ) sen(h?) — B2
lim = lim = lim .
h—0 h h—0 h h—0 h3

Dado que sen(h) = h + h%(h), con lin%) e(h) = 0, es inmediato que
sen(h?) = h* + h*e(h?) = h? + h*e1(h), con }llin%) e1(h) =0.

(1)




Por lo tanto,
14+ (h2 + hiei(h)) — B2 3 4
97 (0,0) = i (LR + e () iy P2 (Lt Bkt ()

=1.
ox h—0 h3 h—0 h3

Nota: La aplicacién de equivalencias en el limite (1) no es vélida, pues sen(h?) no
aparece como un factor en la expresion bajo estudio. Un método vélido, pero mas
largo, es aplicar tres veces la regla de L’Hopital en (1).

3

t
iii) Sabemos que sen(t) = ¢ — 6 + t3e5(t), con }ir%&tg(t) = 0. Puesto que
lim (2 +5?) =0, es valido escribir
(z,y)—(0,0)
2, .2 ST Gals 92)3 2, 2\3_ (2 2
sen (2% +y°) =2 +y —TjL(:c + %) e2 (2 + v°)

(:c2 + y2)3

2 2
= —+ —

+ I, y)lI°2 (2 + 9).
Basta observar que los tres primeros sumandos conforman un polinomio de grado 6 y

que ( %Hn( )52 (:c2 + y2) = 0 para concluir que la igualdad anterior es el desarrollo
z,y)—(0,0
pedido.

Nota: Otra solucién consiste en aplicar primero la formula para el seno de una suma
y desarrollar cada una de las cuatro funciones que aparecen, combinando luego los
correspondientes desarrollos. Lo que no es aconsejable es calcular las derivadas de g
hasta orden 6, pues requiere un inmenso trabajo.

iv) Es claro, por la simetria de los papeles que juegan x e y en la definicién de f,

0
que —f(O, 0) = 1. Resta comprobar si es 0 0 no el limite en (0,0) de la funcién

dy

sen (22 + y?)
e ):f<w’y)_f<ovo)—f'(ovo)(w,y):(1+w+y) 22 + y?
! VR Ve

2 2

(toty(E2EY)

= < e =(1+z+y)

—1l—-z—y

sen (22 + y?) — (2% + ¢?)

3/2
()

Es obvio que  lim (1 + x4 y) = 1, mientras que, por lo obtenido en iii),

(z,y)—(0,0)
% + y2 ’
sen (:c2 + y2) — (22 +9?) _% + || (=, y)H652 (552 + 212)
3/2 - 3/2 ’
<$2 +y2) <$2 +y2)

expresion que tiende a 0 cuando (z,y) — (0,0). Asi, lim e(z,y) =0,y f es

(z,y)—(0,0)
diferenciable en (0, 0).



3.- Se considera la ecuacién
zcos(x +y) +sen(z) =z +y.

i) Comprobar que la ecuacién define a z como funcién implicita de x e y de clase

C®° en un entorno de (0,0), con z(0,0) = 0. 3 puntos
ii) Calcular la ecuacién del plano tangente a la grafica de la funcién definida
anteriormente en (0, 0). 7 puntos

Solucién: i) La funcién f : R?* — R, dada por
f(z,y,2) = zcos(x + y) +sen(z) — z — y,
es de clase C™ en R3, £(0,0,0) = 0 y, ademas,

%(O, 0,0) = (cos(z +y) + cos(2))] (0,00 =2 #0.

En estas condiciones, el teorema de las funciones implicitas asegura que la ecuacion
f(z,y,2) = 0 define implicitamente una funcién z = z(z,y), de clase C* en un entorno
V de (0,0), con z(0,0) =0, y de modo que

z(z,y)cos(x +y) +sen (z(z,y)) —x—y =0, (xz,y) € V. (2)

ii) Necesitamos calcular las derivadas parciales de z en (0,0), para lo que partire-
mos de la igualdad (2). Si derivamos respecto de x en la misma, obtenemos que

0z 0z
%('xv y) COS<$+y) +Z<SE7 y) ( —S€H(.§E+y)) +cos (Z<SE7 y)) %(SE, y) 1= 07 (':Ev y) € V7
y evaluando en (0,0) deducimos que
0 0 1
25(0,0) —1=0, es decir, 8—;(0,0) =5
0
Dada la simetria de la ecuacion (2) respecto de z e y, es claro que también 8_;<0’ 0) = 3

y el plano tangente es el de ecuacion

0z 0z 1 1
z=2(0,0) + %(0,0)(:c —0)+ a—y(0,0)(y —-0)= % + SY



MATEMATICAS I (Ing. Téc. Telec., esp. Sistemas de Telecomunicacién)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Telec., esp. Telematica)
Soluciones del examen realizado el 23 de junio de 2008

ALUMNOS QUE SE EXAMINAN SOLO DEL SEGUNDO PARCIAL
12 Parte — CUESTIONES

1
1.- Probar que v2(1 — é) < / e "y/3 +sen(x)dr < 2(1 - é)
0

Solucién: Es de sobra conocido que e™* > 0y —1 < sen(z) < 1 para todo = € R.
Por tanto, e"%v/2 < e=%,/3 + sen(x) < e~*2, para todo z € R, en particular, para todo
x € [0,1]. Por la monotonia de la integral tenemos entonces que

1 1 1
/ e V2dx < / e "\/3 +sen(z) dr < / e *2dzx.
0 0 0
Finalmente, por la regla de Barrow,

/01 e dr = (—e")

2.- Sea f una funcién continua en R tal que existe una constante real C' de modo

=0 e '

que

/ fdt=2*>+C, xR
2

Determinar f y C.
Solucién: Al ser f una funcién continua en R, por el teorema fundamental del
calculo y la igualdad del enunciado,

d

%[/;f(t)dt}:f(:c):%[wQ—i—C]:?:c, x €R.

Por tanto, f(xz) = 2z, para todo = € R. Al sustituir en la igualdad del enunciado y
aplicar la regla de Barrow,

/;f(t)dt:/;%dt:tQ

Asi pues, C = —4.

=T

t
=z — 4, rz eR.
t

3.- Calcular el area del recinto limitado por las curvas de ecuaciones respectivas
y =2z —4, y? = 4.

Solucién: Las ecuaciones corresponden a una recta y una parabola, respectiva-
mente, cuyos puntos de corte son (1,—2) y (4,4). Llamemos D al recinto limitado por
ambas curvas.

6




Se sabe que el darea de D es

Area(D) = / /D dz dy.

A la vista de la figura, D esta incluido en el intervalo [0, 4] x [—2,4] y en la frontera de

2
4
D la parabola siempre queda a la izquierda de la recta, esto es, yz < %, para todo

y € [—2,4]. De la aplicacién del teorema de Fubini resulta entonces

4 yid 4 2
Jfytotr= [ (L o= [ (57 =)= (% 2= y)

4.- Parametrizar la curva dada mediante las ecuaciones

2 2 1
z=x"+y°, z::c+y+§.

Solucién: Eliminando z entre las dos ecuaciones anteriores se obtiene el cilindro
que proyecta la curva interseccion sobre el plano OXY, cilindro cuya ecuacion es
1
:c2+y2—:c—y—§:O.

Esta ecuacion es también, considerada como una curva en el plano OXY, la curva
proyeccién de la dada sobre dicho plano, y resulta ser una circunferencia. Completando
cuadrados se puede escribir asi:

(-3 2 1o

Una representacién paramétrica de esta circunferencia es

1 1
z-5= cos(t) T=3 + cos(t)

1 t € [0, 2], es decir, 7 t €0, 2n].
y—5= sen(?) y=5+ sen(t)

A cada punto (z,y) sobre esta curva le corresponde un punto (x,y,z) de la curva
problema, en la que z = = + y + 1/2. Por tanto, una parametrizacién de la curva dada

es

1 \
x = < + cos(t)
2
1
=3 + sen(?) t €0, 2n].
3
z=5+ cos(t) + sen(t)
V

5.- Calcular la integral del campo F(z,y,2) = (2zyz, 22z, 2%y —sen(z)) a lo largo

de la curva I' parametrizada por
~y(t) = (et2 sen(t® —t),t> —t,1 — cos(nt)), t € [0,1].

Solucién: Es claro que el campo vectorial F = (Fy, Fy, F3) es de clase C*° en R3
y su rotacional es nulo:
0Fs 0F, 0OFy O0F; 0F, O
dy 0z 0z Ox dr Oy )(:c,y,z) -
= (2% — 22, 2zy — 22y, 222 — 222) = (0,0,0), (z,y,2) € R3.

rot F(z,y,2) = <

Puesto que R? es abierto estrellado, por el lema de Poincaré, F es alli el gradiente de
un campo escalar f, esto es, F(z,y,z) = Vf(z,y,z), para todo (z,y,2) € R3. Esta



relacion corresponde al sistema de ecuaciones:

.
?(fc’yvz) = Fi(z,y,2) = 2xyz,
T
%(5573172) = Fy(z,y,2) = :c2,z,
0
L af (z,y,2) = F3(2,y,2) = SCQy —sen(z).

Al integrar la primera respecto de x obtenemos

f(z,y, 2) :/%dw:/wazdw:w2y2+0(y,z),

donde C(y, z) es la correspondiente constante de integracién. Al sustituir esta expresién
en la segunda ecuacion tenemos que

of _ 0, _ 2., 9 _ 2
ay<wvyvz) - ay<w yZ+C(y,Z)) =z Z+ ayc<yvz) =Tz,

0
esto es, —C(y,z) = 0. Asi pues, C(y, z) no depende de y, por lo que podemos escribir

Iy
C(y,z) = C(z). Finalmente, de la tercera ecuacién se deduce que
of _ 0, _ 2 d _ .2
L(,y,2) = 5 @2z + C(2) = 2y + 2 C(2) = 2y — sen(2),

d
de donde EC(Z) = —sen(z). Integrando respecto de z obtenemos C'(z) = cos(z) + K,

con K constante de integracion. Tomemos K = 0 y el potencial escalar f sera de la
forma f(z,y,2) = 22yz + cos(z). Ahora, por la regla de Barrow,

/F ~dr = f(v(1)) — f(~v(0)) = f(0,0,2) — £(0,0,0) = cos(2) — cos(0) = cos(2) — 1.

6.-SiD={(z,y) eR?2:0<y<b, 0<x<+9—y}, calcular / (zy, z%y) - dr.
oD
Solucién: D es un dominio de Jordan cuya frontera es la curva unién de los tres

segmentos rectilineos de extremos (2,5), (0,5), (0,0) y (3,0), y el arco de pardbola de
ecuaciéon y = 9 — 22 entre los puntos (3,0) y (2,5). El sentido de recorrido dado se
corresponde con la orientacién inducida en el borde por D. Aplicando la férmula de
Green-Riemann se obtiene:

/OD(:cy,:c Y) dr_// ( d:cdy_// 2wy — x) dx dy =
:/0 </Om(2:cy—:c)d:c)dy:/o <w2y_”%2)

r=+/9—y
dy =

=0

7.- Calcular el area de la superficie S dada por las condiciones

2

R 1<z<2

Solucién: La superficie S admite la parametrizacion
@ :(0,2m) x (1,2) = R3, (6, 2) = (2 cos(h), z sen(d), 2).

El drea de S se calcula mediante la fé6rmula

Area(S) = // l|n(0, 2)|| df dz,
(0,2m)x(1,2)



0 0
donde n(0,z) = g0(9, z) X —SO(O, z) es el vector normal a la superficie en cada punto

00 0z
de la misma asociado a la parametrizacion. Puesto que
0
g—g(@, z) = (—z sen(#), z cos(h),0), a—f(@, z) = (cos(0),sen(h), 1),

tenemos que

In(0, 2)|| = ||(z cos(6), z,sen(0), —2)|| = V2 .

Al aplicar el teorema de Fubini a la integral doble obtenemos el resultado:

2
Area(S) = // V2zdfdz =22n <Z—)
(0,2m)x(1,2) 2

z=

=2
= \/537?.
=1

z

22 Parte — PROBLEMAS

1.- i) Sabiendo que e > 1 4 z para cada x > 0, deducir que la funcién

1
xr) =
/() e — cos(x) — x
es continua en (0, 00). 3 puntos
ii) Estudiar, en funcién del parametro real p, la convergencia de la integral
oo
d
/ :c . 10 puntos
o aP(e* —cos(z) — )

Solucién: i) Es obvio que el numerador y denominador de la fraccién que define
f son funciones continuas en (0,00), y f lo serd si el denominador no se anula en dicho
conjunto. Para comprobar esto tltimo, basta observar que cos(z) < 1 para todo x, con
lo que, segun la indicacion del enunciado, para cada x > 0 se tiene que

e® —cos(x) —x =e€" — (cos(z) +x) > e* — (1 +z) > 0.

ii) Pongamos

De acuerdo con el apartado i), g es continua en (0,00), luego localmente integrable.
Ademas, g es positiva en dicho intervalo, lo que permite aplicar los criterios de com-
paracién para integrales impropias. Dado que g puede ser no acotada en un entorno de
0 y que el intervalo de integracion es no acotado, es necesario realizar el estudio de (por

ejemplo) las integrales
1 00
[o@ar v [ gwa
0 1

Para la primera es necesario estudiar el comportamiento de g en 0, lo que se consigue
mediante el desarrollo de Taylor en 0 adecuado: comparando los desarrollos de la tabla
proporcionada en el formulario, basta desarrollar hasta orden 2 para obtener que

1 1
e’ —cos(xr) —x=1+z+ 5:62 —(1- 5:62) — 1z + 2%e(x) = 2% + 2%(2),
con lir% e(z) = 0. Asi, procede calcular el limite
xr—
glxz) P2 x?

= =lim ———-—-=1€R\{0
z—0 1/2P+2  2—0 2P (e® — cos(z) — x) om0 22 + z%e(x) o



para deducir, por el criterio de comparacion, que las integrales

1 1
dx
G =

tienen el mismo caracter. Ahora bien, la segunda corresponde a una de las funciones
test, y sabemos que converge si, y sélo si, p+ 2 < 1, es decir, p < —1.

En cuanto al comportamiento de g en 400, es claro que el término exponencial
determina el orden de decrecimiento de g, lo que se confirma calculando el limite

r 1
T ICORN c — lim =1eR\{0}.
oo 1 z—o0 €7 —cos(x) —x  w—oo . cos(z) x
xrPe® o eT o e_x

Por lo tanto, las integrales

/ g(z)dx y / x Pe " dx
1 1

tienen igual cardcter. Como la tltima converge para todo p (de nuevo el integrando es
una de las funciones test), también lo hace la dada.

En conclusién, la integral propuesta converge cuando lo hacen ambas, es decir,
cuando p < —1.
Notas: El estudio de la funcién e® — cos(x) — z en 0 no se puede hacer mediante
equivalencias, pues se trata de una suma de funciones. Por otra parte, en muchos
ejercicios se ha intentado la comparacién por mayoracién (en lugar de por cociente),
pero ésta es complicada, y da sélo informacion parcial acerca de la convergencia.

2.- Sea C={(z,y) eR?:2>0, y >z}
i) Si ¢ es el cambio a coordenadas polares, es decir,

2(p.0) = (pcos(6). psen(0)),

determinar (salvo conjuntos de medida nula) el conjunto o =1(C). 6 puntos

ii) Demostrar que la integral
2
LYy
———= drd
I

es convergente y calcular su valor. 12 puntos

Solucién: i) El conjunto C' es el conjunto de puntos del primer cuadrante situados
en y por encima de la pardbola de ecuacién y = y/x. Es un conjunto no acotado, y
parte de él se muestra en la figura adjunta. Incluye el semieje OY positivo, incluido el
origen. El interior del conjunto C' estd dibujado en gris.




Puesto que para un punto (z,y) de C se tiene que = = p cos(f) > 0, se deduce
que cos(f) > 0, y al ser y = p sen(d) > /z > 0 también es sen(f) > 0. De aqui que
el dngulo polar varfa en el intervalo [0,7/2]. La desigualdad y > +/x se traduce en
p sen(x) > /p cos(f) en el plano (6, p). Elevando al cuadrado resulta

cos(f)
sen?(6) M

p? sen?(x) > p cos(h), es decir, p>

cos(6)
) sen?(0)

conjunto ¢~ 1(C), imagen inversa del interior de C, es el representado en gris oscuro.
Sigue siendo no acotado, pero la linea vertical de ecuacién # = 7/2 lo limita por la
derecha. Dicha linea es la imagen inversa del eje OY positivo. Notese que todos los
puntos del segmento [0,7/2] del eje horizontal, en los que p = 0, se aplican sobre el
origen del plano XY. Esto se debe a haber dividido por p en ( 1), pero puesto que tal
segmento es un conjunto de medida nula, podemos prescindir de él.

La curva de ecuacién p = es la que aparece en rojo en la siguiente figura. El

20

o 02 04 06 08 1 12 14 I
L]

ii) El cambio a coordenadas polares transforma la integral propuesta en esta otra:

2
// cos(6) s2en (9) d9 dp.
bl P

En el abierto ¢~1(C) la integral anterior tiene sentido, ya que el integrando es continuo
y por tanto la funcién localmente integrable. Notese que el integrando es positivo. Para
aplicar el criterio de Tonnelli consideramos la integral iterada

w/2 00 2
/ (/ cos(6) s2en (9) dp) 40,
0 cos(0) ’)

sen?(6)

La integral impropia que aparece es convergente y su valor se calcula rapidamente, ya
que

> cos(f) sen?(0) cos(f) sen? () |

dp = — = sen’(),
7 r
por lo que
/2 o0 2 /2 /2 1 _ 2
/ ( cos(9) - () dp) 6 = / sen’ (0) df = / (7008(29)) o =
N 0 0 2
1 w/2 - 1 w/2
== / (1 —2cos(20) + cos®(20)) df = — + - / cos?(20) df =
1), 8 1),
T

1 (™21 — cos(46 3
_ +_/ 1-cos(49) 5 _ 3™
8 4/, 2 16
Por tanto la integral doble es convergente, y por el teorema del cambio de variable, la
original también lo es y su valor coincide con el de la iterada que acabamos de hallar.



3.- SeaV ={(x,y,2) ER3:2>2a%+y?% 22+9y> <1, 2 <2}, y sean las superficies
Slzz:w2+y2, z <1,
orientada segun la normal con tercera componente negativa, y

So=a24+9y =1 1<z2<2,

So.

i) Calcular el volumen de V. 6 puntos
ii) Utilizando el apartado i), calcular el flujo del campo F(x,y, z) = (y, —z +y, 2)
a través de S. 7 puntos
iii) ;Cuadl es el valor del flujo de F a través de la superficie Sa? 7 puntos

orientada segun el vector n(z,y,z) = (x,y,0). Sea S la superficie suma de S; y

Solucién: i) Es claro que V' es cerrado y acotado, pues si (z,y,z) € V se tiene que

2?4yt 22 <1422 =5.

(I

Ademds, su frontera (ver la grafica) es unién de tres superficies en R3, conjuntos
de medida nula, luego V' es compacto medible y tiene sentido el célculo de su volumen

como
Vol(V) = /// ldzdydz.
1%

Un primer método de célculo para esta integral es el de secciones (en definitiva, una
versién del teorema de Fubini), pues el corte, digamos V,, de V por el plano horizontal
a altura z es un circulo, de radio y/z si z € (0,1), y de radio 1 si z € (1,2). Por lo tanto,

Vol(V):/02</ 1dz dy dz—/m dz+/ m(
:/Olw(\f) dz+/1 7T12dz—2+7r—7.

2
Una opcién en este método es sustituir el cdlculo de la integral / m(V,)dz por la
1

féormula del volumen de un cilindro de radio 1 y altura 1.
Otro método es aplicar el cambio a coordenadas cilindricas,

(0,,2) = (0. 6.2) = (peos(). psen(). =),
que permite expresar ¢ (V) (salvo conjuntos de medida nula) mediante las condiciones
z>,02, ,02<1, z < 2,
de modo que

e tV)={(p,0,2) :0<b<2m, 0<p<l1, p><z<2}.



Por lo tanto, teniendo en cuenta el valor del jacobiano de ¢, por el teorema del cambio

de variable se tiene que
Vol(V) = /// pdpdf dz.
e~ 1(V)

Aplicando ahora el teorema de Fubini, concluimos que

Vol(V):/;ﬂ(/ol</pjpdz)dp)d0
:/02ﬂ</01p(2—p2)dp)d9:3§.

ii) El interior de V' es un abierto con frontera (o borde) regular a trozos, y el
campo F es de clase C* en R? y con divergencia idénticamente igual a 2; se puede
aplicar el teorema de la divergencia para obtener que

F - -ndo= /// div F dz dy dz = 2Vol(V') = 3,
oV 1%

donde la orientacién en 9V es la de la normal exterior a V. Ahora bien, el borde de V'
no coincide con S, sino que 0V = S+ 53, siendo S3 la superficie dada por las condiciones
{2? +y? < 1, 2z =2}, y orientando S como se ha descrito en el enunciado y S3 segtin la
normal con tercera componente positiva, orientaciones ambas que coinciden con las que
definen las respectivas restricciones de la normal exterior a V' a S y S3. Parametrizamos
S5 mediante ¢ : B((0,0),1) — R? dada por o(x,y) = (z,y,2), con normal

dp Oy
— X = =(0,0,1
aw ay (':C7 y) ( Y ) )7
que induce la orientacién indicada en S3. Asi,
/F~nda: F - -ndo— F - -ndo
s av S

=37T—// (y,—x +y,2)-(0,0,1) dz dy
B((0,0),1)

= 31 —2m(B((0,0),1)) =37 — 27 = .
iii) Una parametrizacién de Sy es 1 : (0,27) x (1,2) — R? dada por
¥(0, z) = (cos(d),sen(h), z), (0,2) € (0,2m) x (1,2).
Es inmediato que
o o

50~ 5(9, z) = (cos(#),sen(6),0),

de modo que la parametrizacién induce en Ss la orientacién previamente definida en
ella. Por lo tanto, segin la definicién de flujo y gracias al teorema de Fubini,

F -ndo = // (sen(@), — cos(0) + sen(f), z) - (cos(0),sen(6),0) d dz
So (0,2m)x(1,2)

2m
= // sen®(0) df dz = / sen() df = .
(0,2m)x(1,2) 0



ALUMNOS QUE SE EXAMINAN DE TODA LA ASIGNATURA

12 Parte — CUESTIONES

1.- Sea o € R. Demostrar que la ecuacién x = a + 3 sen(x) tiene una tnica raiz
real. .
Solucién: Si para z € R ponemos f(z) = — o — 5 sen(z), = es solucién de la

ecuacién si, y sélo si, f(x) = 0. La funcién f es de clase C* en R y su derivada

f(x)=1- 5 cos(z) es mayor que cero para todo x € R ya que | cos(z)| < 1. Por tanto,

f es estrictamente creciente en R y, si existe un x € R tal que f(z) = 0, éste es tnico.
Ahora, puesto que —1 < sen(x) < 1 para todo = € R, se verifica que

1
T —a— gf(:c)gsc—oz+§, x €R.

DO —

1 1
Ademas, r—a+ 2 < O cuando x < a— 3Y de la segunda de las desigualdades anteriores
se deduce que, en particular, f(aw — 1) < 0. De forma similar, la primera desigualdad
junto con que r —a — 3 > 0 cuando z > a+ 3 implican que, en particular, f(a+1) > 0.

El teorema de Bolzano aplicado a f en el intervalo cerrado y acotado [a—1, a+1] asegura
entonces que existe un x € (o — 1, + 1) tal que f(z) = 0.

2-Si0<a<fpf< g, establecer las desigualdades

1 tg(f) — te(a) 1
cos? () = 8-« = cos?(8)’

Solucién: La funcién f(z) = tg(x) estd bien definida en el intervalo [, ] y es
derivable (en realidad de clase C*°) en (o, 3), ya que 0 < a < 8 < g Su derivada

1
es f'(x) = 20 Por el teorema de los incrementos finitos de Lagrange, existe
cos? (x
70 € (@, 8) tal que f(8) — f(@) = f'(x0)(8 — ), esto es,
tg(8) —tgle) 1
8-« cos2(zg)

Se sabe que la funcién = — cos(z) es positiva y decreciente en el intervalo [«, 3] C
[0,7/2). Por tanto, la funcién x — 1/ cos?(z) es creciente en [, 3]. Asf pues,

1 1 1
cos?(ar) ~ cos?(wp) ~ cos?(B)’

De estas desigualdades y la igualdad anterior se deduce el resultado.

3.- Hallar, si existe, el limite en (0,0) de la funcién

3 2
flzy) = 227132 si (z,y) # (0,0);
’ si (z,y) = (0,0).

. Es diferenciable f en (0,0)?

Solucién: Es inmediato comprobar que el limite de la funcién f cuando (z,y) —
(0,0) a lo largo del camino x = 0 es igual a 1 # f(0,0). Asi pues, f no es continua y,
por tanto, tampoco diferenciable en (0, 0).



4.- Sean f : R?2 - R3 y g : R? — R las funciones dadas por
2

uv
fa,y) = (ul,y)v(z,y), wiz,y)) = (t8°(@). ¢, 2+ cos(zy)),  gluv,w) = 7= 5.
Calcular W(:@y).
Solucién: La regla de la cadena implica que
d(gof) dg ou 0 v dg ow

_ 99 ou %9 9v A = —
200 ) = 02t ,0) 9 )+ O o, 0,0) 9 ) 5 o0, 0) ()
v? 2 tg(x) 2uv?w
1+ w? cos?(x) * (1+w?)? sen(zy)y =
ey 2tg(x)  2tg?(r)e?¥(2 + cos(xy))

T 1 (2 + cos(zy))? cos?(x) * (14 (2 + cos(zy))?)? sen(zy)y.

5.- Es la cuestién 3 del examen del segundo parcial.
6.- Es la cuestion 4 del examen del segundo parcial.

7.- Es la cuestién 6 del examen del segundo parcial.

22 Parte — PROBLEMAS

1.- Considérese la funcién f(z,y) = 22 + 6zy* + 22 + y* — 10.
i) Determinar sus posibles extremos relativos y estudiar de qué tipo es cada uno.
8 puntos
ii) Se considera la ecuacién f(z,y) = 0, una de cuyas soluciones es z = 1, y = 1.
Estudiar si dicha ecuacién permite definir una funcién implicita y = y(z) en un

entorno de z =1 con y(1) = 1. 3 puntos
iii) Si la respuesta en ii) ha sido afirmativa, calcular el polinomio de Taylor de
segundo orden de la y(z) en el punto x = 1. 7 puntos

Solucién: i) Los posibles extremos estaran entre las soluciones del sistema obtenido
igualando a cero las derivadas parciales de primer orden de la funciéon f. Se tiene que

0

of = 622 + 6y + 22 = 0,

ox

0

—f =122y + 2y = 0.

dy
De la segunda ecuacién se obtiene que, o bien y = 0, o x = —1/6. Llevando el valor
y = 0 a la primera ecuacién se obtienen las dos soluciones x = 0, x = —1/3, por lo
que tenemos los puntos A = (0,0) y B = (—1/3,0). Haciendo lo mismo con el valor
xr = —1/6 se llega a la ecuacién 6y* = 1/6, cuyas soluciones son y = +1/6, lo que nos da

otros dos puntos en los que las primeras derivadas se anulan, que son C' = (—1/6,1/6)
y D = (—1/6,—1/6). Las correspondientes matrices hessianas son por el orden A, B,
C' y D las siguientes:

() (7 5) 6o (5 9)

En consecuencia hay un minimo relativo en A, un maximo relativo en B y puntos de
sillaen C'y D.



0
ii) Se comprueba que, en efecto, f(1,1) = 0, que f € C®(R?) y que 8_£<1’ 1)

14 # 0. Por tanto se puede aplicar el teorema de la funcién implicita y existe y = y(x)
en un entorno de z =1 con y(1) = 1, de forma que en dicho entorno f(x,y(z)) = 0.

iii) Puesto que 223 + 6xy?(z) + 22 + y*(z) — 10 = 0, derivando respecto de x se
obtiene:
622 + 6y%(z) + 12zy(x)y’ (z) + 22 + 2y(z)y’(z) = 0.

Sustituyendo z = 1 y teniendo en cuenta que y(1) = 1, resulta 14 4+ 14y/(1) = 0, de
donde y'(1) = —1. Derivando de nuevo,

122+24y(x)y' () +12zy’ () +122[y’ (2))* +122y(2)y" (x) +2+2[y ()]* +2y (2)y" (z) = 0,
y sustituyendo los valores x = 1, y(1) =1, /(1) = —1, se llega a 14y"(1) +4 = 0, luego
y"(1) = —2/7, y el polinomio pedido es

wa—m—%@—lﬂ

2.- Es el problema 1 del examen del segundo parcial.

3.- Es el problema 3 del examen del segundo parcial.




MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Teleméatica)
Soluciones del examen de 2 de septiembre de 2008

12 Parte — CUESTIONES

1.- Calcular lim log (:c + :c2) log (1 + i)

T—00 \/5

1 . . . .
Solucién: Como lim —= = 0, se puede aplicar la equivalencia correspondiente (ver el
xTr— 00 xT

apartado 6.5.1.10 del tema 2 en el formulario),
1 1

log (1+ —=) ~—

sl 2~ 7

también sabemos (ver 6.7 del mismo tema) que

1
Jim 27 =0

El calculo que resta es el del limite

T — 00;

1 1 log(1
lim log (z + 22)—= = lim og(x) + log(1 + x)

=0.

sen(z?) — 1

2.- Determinar el desarrollo de Taylor de orden 3 en x = 0 de f(x) = P
)

Solucidon: Puesto que (véase la tabla de desarrollos de Taylor 3.15 del tema 3

3

sen(x) = x — % + z?e(x), x — 0,

se deduce que

6
sen(z?) — 1 = 2? — % + 2% (2?) — 1= =1 + 22 + 2%¢; (), x — 0.

Para concluir basta dividir —1 4 22 entre 1 + x, ordenados de este modo, hasta llegar a
grado 3 en el cociente, obteniendo que
fl@) = —1+z+ 2% (), z — 0.
3.- Dada la funcién f(z,y) = 2% + 2y? + zy, calcular D1,3f(0,1).

Solucion: La funcién f, por ser polinémica, es de clase C* en R?, y en particular es
diferenciable en (0, 1), de modo que se puede aplicar el teorema 1.7 del tema 5 y escribir

D(l,S)f<07 1) = f,<07 1)<17 3)

En las bases canénicas, la matriz asociada a f’(0,1) es la jacobiana, por lo que calcu-

lamos
of of
—(0,1) =1 —(0,1) =4
o2 (0.1) v 5,00=1

resultando que

Dy f(0.1) = (1 4) (;) _ 13,

t

t+1

2x
4.- Probar que la ecuacién / dt = 1 tiene una sola raiz en (0, 00).
0



Solucidn: La funcién g(t) = e'/(t+1) es continua en [0, 00), y la funcién 2z es derivable
en R, con lo que podemos aplicar el teorema fundamental del calculo integral y la regla
de la cadena para obtener que la funcion

f(:c):/o% o1

t+1

es derivable en [0,00) y

262$
/ JE—

Como f'(z) > 0 si z > 0, se tiene que f es inyectiva, y se anulard a lo sumo una vez.
Ahora bien, f(0) = —1 < 0, mientras que

lim f(x) :/ dt = oo,
T—00 o t+1

dado que tlim g(t) = oo. Por lo tanto, se puede aplicar el teorema de Bolzano en un
—00

intervalo [0, a], con a suficientemente grande de modo que f(a) > 0, y concluir que f se
anula efectivamente en un punto del intervalo (0, 0o).

5.- Sea f una funcién real continua en A = {(z,y) € R? : 22 +y? < 2, y > 22}
Expresar como integral iterada la integral f(z,y) dx dy.
A

Solucion: Dado que f es continua en el compacto medible A, es integrable en A, y
podemos aplicar el teorema de Fubini. Los puntos de corte de las curvas de ecuaciones
respectivas 2% + y? = 2 (circunferencia) e y = x? (parabola) son el (—1,1) y el (1,1).
Para cada = € [—1, 1] la seccién de A correspondiente es el segmento vertical de extremos
(z,z%) (punto sobre la pardbola) y (z,++v2 — 22) (punto sobre el arco superior de la
circunferencia). En consecuencia,

//Af(w,y)d:cdy:/_ll</x;/mf(:c,y)dy) iz,

6.- Estudiar la convergencia de la integral

/ sen’(@+y) . dy.
B

((0,00,1) /1 — 22 — 2

Solucion: La funcién que aparece en el integrando es continua en el abierto que consti-
tuye el recinto de integracién, luego localmente integrable en €l y la integral impropia
tiene sentido. Como

3
sen®(z + y) < 1

| 1_$2_y2|— /T— 22 — 42

si converge la integral

dx dy

1
/B<<o,o>,1> V1—a22—y?

convergera la propuesta. El cambio a polares transforma esta tltima integral en

_r
/(0,27r)><(0,1) V1—p?

que por el criterio de Tonelli-Hobson es convergente, pues la iterada

/0%(/01\/%7@)(19

existe y es finita, ya que vale 27.

dp df



7.- La circulacion de un campo vectorial F' a lo largo de una curva cerrada ~ vale
4. ;Cudnto vale la circulacién del campo F' + G a lo largo de v si G = (yz, zx, zy)?
Razonar la respuesta.
Solucion: Es inmediato que el campo G estd definido en todo el espacio, es de clase
C*°, y su rotacional es nulo, por lo que segin el lema de Poincaré G es el gradiente de
un campo escalar, y en consecuencia su circulacion a lo largo de la curva cerrada v vale
0. Por tanto la circulacion del campo F 4+ G vale 47

22 Parte — PROBLEMAS

1. Se considera la funcién f,, dependiente del pardmetro a € R, definida por

fa(x) = (@ —z)? e ™%, z e R.
Se pide:
i) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f, y sus extremos
relativos.
5 puntos
ii) Obtener las asintotas de la grafica de f, y esbozar dicha gréfica.
6 puntos
iii) Probar que la integral impropia
oo
/ fa(z)dx
«
converge y hallar su valor. 6 puntos

Solucidn: i) Derivando la funcién se obtiene

fl(r) = —2e*""(a—1x) — (@ —2)? e " = —e*"(a—12)(2+a—u1),

y como la funcién exponencial no se anula, los tinicos valores de x que anulan la primera
derivada son x = ay z = a4+ 2. Paraz < a y para z > « + 2 la primera derivada es
negativa, y por tanto la funcién es decreciente, siendo creciente en el intervalo (o, a+2).
Por consiguiente, en x = « hay un minimo relativo, en el que la funcion vale 0, y en
T = a+ 2 un maximo relativo.
ii) Puesto que la funcién estd definida en todo R no existen asintotas verticales.
2 a—zx

Como lim (o —x)“e = 0 deducimos que la recta y = 0 es una asintota horizontal,
Ir—00

y por tanto no existen otras. Nétese que el limite cuando x tiende a menos infinito es
infinito. Con todos estos datos ya es posible hacer un diseno de la grafica:

1
0.8
0.89
0.4

0.2

Gréfioa para alpha=2

iii) Se puede aplicar la proposicién 3.4 del tema 8 para obtener inmediatamente
que la integral propuesta es convergente, pero dado que nos piden ademas calcular su



valor, vamos a integrar por partes, habida cuenta de que las funciones que intervienen,
(a—x)% y ¥~ son de clase C* y el limite de su producto, cuando x tiende a oo existe
y es finito (cero), por lo que se cumplen las condiciones exigidas. Se tiene asi:

/ (a —z)? e Pdr = —(a—2)%e* " — 2/ (v —x)e* " dx

2 a—x

El término —(a — z)° e vale cero. Integrando de nuevo por partes resulta:

(6%
0o o0
+2/ e T dx
<« o

es cero, y la ultima integral es inmediata. El

—2/ (o —z)e* Pdr =2(a—x)e* "

Una vez més el valor de 2(a — x) e*™7

«

resultado pedido es 2.

2.- Se considera la ecuacién
zyz + 2 +y + 2° = sen(2).

i) Comprobar que la ecuacién define a z como funcién implicita de x e y de clase

C®° en un entorno de (0,0), con z(0,0) = 0. 3 puntos
ii) Calcular la ecuacién del plano tangente a la grifica de la funcién z(x, y) definida
anteriormente en (0, 0). 6 puntos
iii) ;Presenta z(z,y) un extremo relativo en (0,0)? 2 puntos

Solucién: i) Consideremos la funcién f : R* — R de clase C°° en R? definida por
flz,y,2) = zyz + 3+ Y+ 23— sen(z).

Un punto (x,y,2) € R? es solucién de la ecuacién si, y sélo si, f(x,y,2) = 0. Se verifica
0

que f(0,0,0) =0y f(O 0,0) = (zy + 32° — cos(z))’(ooo) = —1 # 0. Bajo estas

condiciones el teorema de las funciones implicitas asegura (711176 la ecuacién f(z,y,2z) =0

define a z como funcién implicita de z e y de clase C> en un entorno de (0,0), con

2(0,0) = 0.

ii) Los puntos que pertenecen al plano tangente a la grafica de la funcién z(x,y)
n (0,0) son de la forma

<:c,y,z(0,0) + %(0,0)(:c —0)+ g—;<o,0)(y . 0)), (z,y) € R2.

0z

% 0,0) y =

Ox

hace uso de la regla de la cadena):

Las derivadas parciales —(0,0) se obtienen de las ecuaciones (en las que se

0= e,y >>)(00) (Lwp s + Loz @) -
= (s2(0.0) + oy (o9) + 30 4 3220 ) 5 (0,0) — cos(e(e) 5 (w) | =

= 8:6(0 0),



0= gf(w y,2(x ,y))’m 0 <g_£<$vyvz($’y)) * %(%y,z(:c,y))g—z(%y))’(070) -
= (o=

;c y —i—:cyg (.CE y)+1+32 (.CC y)g—;(:c,y) _COS( <':C y))g;< ’y))’(o,o) -
0z
zl—a—y(0,0).

0 0
Esto es, 8—2(0, 0)=0y 8_Z<O’ 0) =1, y los puntos que pertenecen al plano tangente son
Y Y

de la forma (x,y,y), es decir, satisfacen la ecuacién
z=1y.
A la misma ecuacién se llega desde la condicion
(2.9.2) = (0,0,2(0,0))) - V£(0,0.2(0,0)) = 0,

esto es, los vectores que unen el punto (0,0, z(0,0)) con cada punto (z,y, z) del plano
tangente son ortogonales al gradiente de la funcién f en el punto (0,0, z(0,0)).

iii) La funcién z(x,y) no puede presentar un extremo relativo en (0,0) puesto
que no se satisface la condicién necesaria para ello: que (0,0) sea un punto singular

de z(z,y), esto es,

0z
0y

0 0
8—2(0,0) =0y 8—2(0,0) = 0. Hemos visto en el apartado (ii) que
€ Y

(0,0) = 1.

3.- Sea F' el campo vectorial definido por
F(z,y,2) = (z2,y* — yz, —2y2), (z,y,2) € R3.
i) Comprobar que F es solenoidal en R? y obtener un campo G de la forma
G(z,y,z) = (Gl(:c,y,z),O,Gg(:c,y,z))

tal que
rot G(z,y,2) = F(z,y,2), (z,y,2) € R®. 6 puntos

ii) Sea S la superficie en R? definida por
S={(z,y,2) eR¥: 2?2 +9*=1,1<2<3}
U{(z,y,2) ER*:2® +9° + (2 —3)* =1, 2 < 3}.

ii.2) Aplicando el teorema de la divergencia en un volumen conveniente. 9 puntos

Calcular el flujo del campo F' a través de S respecto a la normal exterior al cilindro:
ii.1) Como una integral curvilinea. 8 puntos

Solucién: i) El campo vectorial F es solenoidal en R? puesto que

. OF OF: OF:
div F(z,y,2) = < 8; + 8y2 + 823

Las componentes del campo G = (G1,0,G3) deben satisfacer el sistema de ecuaciones

)($,y72)22+2y—2—2y:0, (.CE,y,Z)ERS.

( oG
a—;(:c, y,z) = Fi(x,y,z) = zz,
0G4 0G3 o _ .2
g(wvyvz)_ﬁcnvyvz) _F2<$7y72) =Yy Yz,
\ _aa—Gyl<$7yvz) = FS(%ZJJ) = —23127



para todo (z,y,2) € R3. Al integrar la primera y la tercera obtenemos
Ga(wy.2) = [ w2y + Cale,2) = ayz + ol 2),

Gila,y,2) = / 2yzdy + Ci(,2) = y°= + Ci(z, ),

donde C3 y (7 son las correspondientes constantes de integracion. Al sustituir estas
expresiones en la segunda ecuacion llegamos a que

e aCs B
g(wvyvz) - %('xvyvz) =0

y podemos tomar ambas constantes iguales a cero para obtener el campo
G(z,y,z) = (yQZ,O,wyz), (z,y,2) € R3.

ii) S es una cadena de dos superficies, la primera de ellas un cilindro circular
vertical cuyas secciones horizontales son circunferencias de radio 1 centradas en los
puntos de la forma (0,0, z) con z € [1,3], la segunda la semiesfera inferior de radio 1
centrada en el punto (0,0, 3).

ii.1) La frontera 05 de S es la circunferencia horizontal de radio 1 y centro (0,0, 1)
(el borde inferior del cilindro). Si se considera el vector normal n. exterior al cilindro, la
orientacién inducida en 0S5 es la positiva o antihoraria (como curva en el plano z = 1).
Por el teorema de Stokes,

//F~n€da://rotG~neda: G - dr.
S S a8

Para calcular la ultima integral consideremos la paramatrizacion de 05 dada por
v :[0,27] — R : t > (cos(t),sen(t),1),

la cual corresponde a la orientacién requerida puesto que d_z = (—sen(t),cos(t),0). Asi
pues,

G- dr = / ’ (sen®(t),0,cos(t)sen(t)) - ( — sen(t), cos(t),0) dt =
oS 0

_ _/0% sen®(t) dt — —/0%(1 — cos®(1)) sen(t) dt =

t=2m

=0.

COS3 (t) )

Asi pues, el flujo del campo F' a través de S respecto a la normal exterior al cilindro es

nulo:
// F-n.do=0.
S

ii.2) Consideremos el volumen V' limitado por la superficie S y el circulo horizontal
de radio 1 y centro (0,0, 1), al que llamaremos S;. Esto es, OV = S U S;. Recordemos
que en el apartado (ii) hemos visto que div F(z,y, z) = 0 para todo (z,y, z) € R3. Por
el teorema de la divergencia,

/ F~n€da://F~neda+/ F~n€da:/// div F(z,y, z)dxdy dz =0,
oV S Sy 1%
esto es,
//F~n€da:—/ F-n.do.
S S1

= < cos(t) +

t=0



Sea D = (0,27) x (0,1). La parametrizacién de S; dada por ¢ : D — R3, definida
por ¢(6,r) = (rcos(f),rsen(d),1), tiene como vectores normales asociados n(0, 1) jus-
tamente los vectores normales exteriores n.(0,r) a V:

0 Oy
n(0,r) = a—g(e, r) x S2(60,1) = (0,0, ).

Con esta paramatrizacién y gracias al teorema de Fubini obtenemos

/ REXE / /D (r cos(8), 1 sen(8) — rsen(8), —2r sen(9)) - (0,0, —r) d dr =

2m 1
= // 2r? sen(6) d dr = 2/ sen(6) d@/ r? dr = 0.
D 0 0

Asi pues, también de esta forma llegamos a que el flujo del campo F' a través de S
respecto a la normal exterior al cilindro es nulo:

//F~n€da:O.
S



MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Telemética)
Soluciones del examen parcial de 6 de febrero de 2009

12 Parte — CUESTIONES

41
1.- Calcular lim (e + x)log (e i )

T—00 er
Solucion: Es claro que
e’ +1
eI
de modo que se verifica la equivalencia

1
=14+——1 cuando z — 00,
e

41 1
log (e + ) ~— cuando z — oo.
er e’

Entonces,

= lim =1,

r—00 et

x 1 X
lim (e““#—x)log(e : ) cte

donde en el tltimo paso se ha aplicado la regla de L’Hopital, o bien se ha tenido en cuenta que el orden
de crecimiento de la exponencial es mayor que el de los polinomios en infinito.

2.- Probar que
ze® < 2 — % < e para todo x € R.

Solucién: Supongamos que z > 0. La funcién f(t) = e es continua y derivable en el intervalo [z, 2x],

por lo que se puede aplicar el teorema de Lagrange de los incrementos finitos, que asegura que existe
¢ € (z,2x) tal que

e* — % = f(2z) — f(x) = (22 — 2) f'(c) = we.
Como la funcién exponencial es estrictamente creciente y = < ¢ < 2z, es obvio que e* < e© < 2%, y como
x es positivo, multiplicando en esta ultima desigualdad por z se concluye que

2z 2z
)

zet < ze€ = e’ —e” < we

como se queria.
El razonamiento es similar, pero distinto, si x < 0, pues en este caso ha de razonarse en el intervalo
[2z, 2] por ser 2z < x. Por tltimo, para z = 0 la igualdad es trivial.

3.- Hallar el valor del parametro real o para el que

e T +ari+zx—1 _0

lim
z—0 cos(z) — 1
Solucidn: En principio el limite es indeterminado del tipo 0/0, lo que permite aplicar la regla de L Hopital

para obtener el nuevo limite
. —e "4+ 2ax+1 0
lim ———m = —.
z—0 —sen(x) 0
Con la misma técnica, se llega al limite
. e T4+ 2a
lim — = -1 - 2a,
z—0 — cos(x)
que sera 0 sélo si a« = —1/2.

Otra posibilidad es aplicar desarrollos de Taylor en 2z = 0 (todos incluidos en la correspondiente
tabla) hasta orden 2 para todas las funciones presentes (un orden menor de desarrollo no permite lle-
gar a conclusiones, mientras que un orden mayor es innecesario). Lo que no es vélido es el uso de
equivalencias en el numerador (si en el denominador), pues se aplica en sumandos.

4.- Estudiar la existencia del limite
. 2 X
lim  x“ycos (ﬁ)
(z,y)—(0,0) Tty
Solucion: Es claro que ( %urt ):cZy = 0 (se puede razonar muy fécilmente por polares, si se desea),
z,y)—(0,0
x

mientras que la funcién cos ( es acotada. Una propiedad clasica garantiza entonces que el limite

2 + y2>
existe y es 0.

5.- Estudiar la continuidad en el punto (0,0) de la funcién
2

fla,y) = x%yzx si («,y) # (0,0),

0 si (z,y) = (0,0).



Solucién: Puesto que la funcién vale 0 en (0,0), sélo serd continua en dicho punto si tiende a 0 en él.

Ahora bien,
4

. .y 1
lim z,y) =lim =— = - #0
(z,y)—(0,0) f( ’y) y—0 2y4 2 7& ’
z:y2
lo que permite concluir que el limite de f en (0,0), si existe, no serd 0. Aunque no hace falta para
responder, es sencillo ver que f no tiene limite en el origen.

6.- Sea f : R? — R? dada por

f(z,y) = (" cos(y), 1+ 2° +¢°), (z,y) € R%.

Escribir la diferencial de f en el punto (1,0).

Solucion: La funcién dada es claramente diferenciable en todo punto de R? ya que cada una de sus
componentes, f; = e cos(y), fo = 1+ 22 +y? lo es. La diferencial de la funcién en el punto (1,0) es una
aplicacion lineal de R? en R? cuya matriz es la matriz jacobiana de f(z,y) en dicho punto. Puesto que

oh = e” cos(y) on = —e"sen(y)
Ox T Oy ’
ofs ofy
e 2 Ty

evaluando tales derivadas parciales en (1,0) se escribe inmediatamente la matriz jacobiana:

(2 0)

La diferencial de f en (1,0) es la aplicacién lineal de R? en R? dada por

(3 1) ().

7.- Sea f:R — R una funcién de clase C* en R cumpliendo que

fo=1 vy f(0)=2

Se considera también la funcién g: R? — R dada por

g(z,y) = f(ze’ +ye”), (x,y) € R
Calcular el plano tangente a la gréfica de la funcién g en el punto (0, 0).
Solucion: El plano tangente a la gréifica de la funcién g en el punto (0,0) tiene por ecuacién
dg dg

ax(0,0) (z—0)+ 8—y(0,0) (y—0).

Consideremos la funcién h : R? — R : (z,y) — ze¥ + ye®. h es de clase C* en R2. Puesto que g = f o h,
g es de clase C' en R? y, por la regla de la cadena,
dg oh dg oh
—2(0,0) = f'(h(0,0)) =(0,0) =2, —==(0,0) = f'(h(0,0)) —
520.0) = 7 (h0.0)) 0.0 =2, 320.0) = f'(n(0.0))

De esto y que ¢(0,0) = f(h(0,0)) = f(0) = 1 resulta el plano tangente de ecuacién

z—9(0,0) =

(0,0) = 2.

z—1=2x+2y.

22 Parte — PROBLEMAS

1. Sean a,b,c € R. Se define la funciéon
o) = {

22 +ar+b siz>0,
—e"+c¢ sizx<O.

Se pide:

i) Determinar para qué valores de a,b y ¢ la funcién f es derivable en R. 9 puntos
ii) Fijando a =1 y b = ¢ — 1, demostrar que la funcién f tiene una unica raiz real. 8 puntos
iii) Fijando a = 1y b = ¢ — 1, determinar para qué valores de ¢ la tinica raiz real de f es de signo
positivo. 4 puntos
iv) Determinar razonadamente si existe f”(0). Calcular los puntos de inflexién de la funcién f.

4 puntos

Solucion: i) f es de clase C*>° en R\{0} ya que f es un polinomio en (0,00) y composicién y suma de
funciones indefinidamente derivables en (—o0,0). Por tanto, f serd derivable en R si lo es en & = 0,



esto es, si existe f'(0). Para ello deben existir los limites laterales del cociente incremental en x = 0y

coincidir:
o S0 =IO L f0) = 1)
h—0— h h—0t+ h ’

Al aplicar desarrollos limitados obtenemos que

_ _ _—h _ B B
lim M: lim —ette—b lim 1+h+eh)h+c—b
h—0— h h—0— h h—0— h

y el dltimo limite existe si y s6lo si —1 + ¢ — b = 0. En tal caso, el limite es igual a 1. Ahora, por la
derecha,
h) — f(0 h? h+b—10
lim 7f() f(): lim heAah+b =0 =a
h—0+ h h—0+ h
Asi pues, f es derivableen t =0siysélosib=c—1ya=1.
ii) Se ha probado en el apartado (i) que sia =1y b = ¢ — 1 entonces f es derivable en R y, por
tanto, f es continua en R. Ademds,
lim f(z)= lim —e “4+c=—oc0, lim f(z)= lim 2?+2+c—1=o00.
xr— —00 xTr——00 T—00 T——00
Se deduce de ello que existen x1 < 0y x5 > 0 tales que f(z1) < 0y f(x2) > 0. El teorema de Bolzano
asegura entonces que f tiene al menos una raiz en el intervalo (z1,z3). Finalmente, la unicidad de la raiz
de f en R se deriva del crecimiento estricto de f en R, ya que f'(x) > 0 para todo z € R:

2 ix>
f’(x) _ { a:i—l—l s% x>0,
e * siz <O.
iii) En el apartado (ii) hemos visto que f es estrictamente creciente y tiene una unica raiz en R.
Que dicha raiz sea positiva es equivalente entonces a que f(0) =c—1 < 0, esto es, ¢ < 1.
iv) Para que exista f”(0) la funcién f’ debe estar definida en un entorno de 0 y, como se ha probado
en el apartado (i), esto ocurre si y sélo si a =1y b =c— 1. Bajo estas condiciones,
{$2+£+C—1 six >0, , {Qx—i—l six >0,
T) =

e " siz <0,

fz) =

—e T +e¢ six <0,
y existird f”(0) si y sélo si existen los limites laterales del cociente incremental para f' en & = 0y
coinciden. Puesto que
'(h) — f’ 2h+1-1 "(h) — f' —h—1
M:Iim;:ﬁ limM:hmei:—l,
h—0+ h h—0+ h h—0- h h—0- h

£”(0) no existe en ningiin caso. Asf pues, para cualesquiera valores de los pardmetros a, b y ¢ la segunda
derivada de f estd definida en R\{0} por

! (x):{—e_”” six <O0.

Es claro que f’(z) > 0siz > 0y que f’(x) < 0six < 0. Por tanto, x # 0 no puede ser punto de
inflexién de f y en x = 0 la curvatura de f cambia. Para que z = 0 sea un punto de inflexiéon de f es
necesario que f’(0) exista. Por el apartado (i),sia=1y b=c—1, z = 0 es un punto de inflexién de f.

2 six >0,

2.- Se considera la ecuacion
3+ 3ay’z + a2z’ — 3224+ 2 —a=0.

i) Probar que si a # 1 la ecuacién define a z como funcién implicita z = z(x,y) de clase C* en un

entorno del punto (1,0) con z(1,0) = 1. 3 puntos
ii) Comprobar que el punto (1,0) es un punto critico de la funcién z = z(z,y) para cualquier valor
de a # 1. 10 puntos
iii) Estudiar, en funcién del pardmetro real a # 1, si la funcién z = z(z, y) posee un extremo relativo
en el punto (1,0). 13 puntos

Solucion: i) La funcién f(z,y, 2) = 2>+ 3ay?2+az® — 3wz +2 —a es de clase C* en R3, ya que se trata de
un polinomio. El punto (1,0, 1) verifica la ecuacién f(z,y,z) = 0, como se comprueba inmediatamente
sustituyendo. Por ultimo, la derivada parcial de f respecto de z es

of

-~ = 3ay® + 3a2® — 3z
0z

cuyo valor en el punto (1,0,1) es 3a — 3, distinto de cero si a # 1. Por tanto se cumplen las hipdtesis del
teorema de la funcién implicita y se puede asegurar que la ecuacién x> + 3ay?z +az® —3z2+2—a =0



define a z como funcién implicita de (z,y) en un entorno de (1,0) con z(1,0) = 1 cualquiera que sea el
valor del pardmetro a # 1.

ii) Sea z = z(,y) la funcién definida implicitamente por la ecuaciéon x3+3ay?2+az3—3z2+2—a = 0.
Esto significa que cuando se sustituye z por z(z,y) en dicha ecuacién, lo que se obtiene es la funcién
idénticamente nula en el entorno de (1,0) considerado. Por tanto, dado que

23+ 3ay?z(x,y) + az(z,y)® — 3zz(2z,y) +2 —a =0,

se deduce derivando respecto de x y de y:

0z 0z 0z
2 27~ 27~ — _— =
3z” + 3ay B + 3az(x,y) o 3z(z,y) Sxax 0, (1)
bayz(z,y) + 3ayzg—z + 3az(z, y)2g—; - ng—; =0. (2)
Sustituyendo = 1, y = 0, 2(1,0) = 1, se obtiene:
0z 0z
Z1,00-3-32(1
3+3a8 (1,0) =3 — 3(3 (1,0) =0,
0z 0z
22(1,0)- 321
Bag (1,0) =85 (1,0) =0,
es decir,
3a—3) 21,0 =0
8 )
0z
(361—3)6*( ,0) =0,
y como a # 1 se concluye que
0z 0z
21,0 = 1
G010 =0, 52(1,0) =0,

por lo que el punto (1,0) es un punto critico de la funcién z(z,y).

iii) Para estudiar el cardcter del punto (1,0) necesitamos obtener la matriz hessiana. Para ello
derivemos la ecuacién (1) respecto de z, la (2) respecto de y y, o bien (1) respecto de y o bien (2) respecto
de x. De esta manera obtenemos:

0%z 0z 0z 0%z

67 + 3ay® g 5 +6az(z, y)(82> +3az(z,y)? = — 3~ — 3~ —3x-—— =0,

Ox Ox? Ox ox Ox?
0z 0z 5022 02\ 2 5022 0%z
6az(z,y) + 6aya—y + Gaya—y + 3ay? a2 + 6az(z, )(8—y) + 3az(z,y) a7 3x8—y2 =0,
0z 02z 0z 0z 0%z 0z 02z
6ay8 + 3ay? 920y + 6az(x, y)a p + 3az(x, y)? o1y 387/ — 3:10—8%63/ =0.

Evaluando los primeros miembros de estas tres ecuaciones para z = 1, y = 0, z(1,0) = 1, habida cuenta
de que en (1,0) las derivadas primeras de z(x,y) son nulas, por ser un punto critico, resulta:

0%z 02z
6—&—3&8 (1,0) — 38 2(10) 0,
0%z 02z
1 —(1,0) =
6a+3aay (1,0) — 383;2(’0) 0,
0%z 0%z
3 1,0)—3 1,0) =0.
aaxay( '0) 8:173y( )=
De la primera ecuacion se deduce que
9%z —6 -2

—(1,0) = ,
0x? (1,0) 3a—3 a-1
y de manera analoga, de las otras dos se sigue que

02z —6a —2a 0?2z
—(1,0) = = 1,0) =0.
8y2(’ ) 3a—3 a-—1’ 381/( )=
Por consiguiente, la matriz hessiana de z(x,y) en el punto (1,0) es
-2
a—1 0
0 —2a



Como es diagonal, sus valores propios son los elementos de la diagonal principal, y basta ver el signo de
los mismos para saber cémo es la forma cuadrética correspondiente. Se tiene por tanto:

Si a > 1 ambos valores propios son negativos, la forma cuadrética es definida negativa y el punto
critico es un maximo relativo.

Si 0 < a < 1 los valores propios son positivos, la forma cuadrética es definida positiva y tenemos
un minimo relativo.

Si a < 0 los valores propios son de signos distintos, y la forma cuadratica es indefinida, por lo que
no hay extremo.

Queda por estudiar el caso a = 0, ya que en este caso la forma cuadratica es semidefinida positiva.
Pero notando que para a = 0 la ecuacién original se reduce a x> — 3zz + 2 = 0, se puede despejar
explicitamente z obteniendo
3+ 2

3x

En esta funcién de una sola variable, la derivada se anula en x = 1, y la segunda derivada en x = 1 vale
2, luego hay un minimo.




MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Telemdtica)
Soluciones del examen de 19 de junio de 2009

12 Parte — CUESTIONES

ALUMNOS QUE SE EXAMINAN SOLO DEL SEGUNDO PARCIAL

1.- Hallar el desarrollo de Taylor de orden 2 en x = 0 de la funcién

f(x) :/0 i(t—i—l) cos? (t)dt.

Solucion: El integrando h(t) = (t + 1)° cos®(t) y los extremos de integracién u(z) = 0y v(z) = 2z son
de clase C* en R. Por el teorema fundamental del calculo integral, la funcién f es de clase C*° en R y
() = h(v(z)) -V (z) = (22 4+ 1)° cos®(2z) 2,

(x) = [f'(x)] =20 (22 4+ 1)* cos?(2z) — 8 (22 + 1)° cos(2x) sen(2z) .

La evaluacién en x = 0 da: f(0) = / (t + 1)° cos?(t)dt = 0 (por coincidir los extremos de integracion),
0

F1(0) =2, f(0) = 20. Asf pues, el polinomio de Taylor de orden 2 en z = 0 de la funcién f es

F0)+ f(0)z + f”( )x =2z +1022.

/2 3
2.- Demostrar que 0 < / xQ\/sen(x) dx < ;—4
0
s

Solucion: Es claro que 0 < z%y/sen(x) < 22 para todo z € [0, Z]. Una propiedad de la integral de
Riemann permite deducir que

3

/2 /2 /2 3 x=7/2
0 :/ Odx < / 22\/sen(z)dr < / r?dx = % = ;—4
0 0

0 x=0

3.- Parametrizar la curva definida por las relaciones
24yt —22=0, 22+ +22—4dx=4, z>0.

Solucion: Sumando las dos ecuaciones se deduce que 22 + y?> —2 — 2z = 0. Reordenando los términos, la
ecuacién anterior puede escribirse como (x — 1)? +y? = 3, la cual representa una circunferencia de radio
V3 y centro (1,0). Parametrizamos esta circunferencia mediante coordenadas polares obteniendo

x=+3cos(d) +1, y=+3sen(d), 6el0,2n].

De la expresién 22 = 2 + 2z, podemos parametrizar z sin mas que poner

z = \/2+2(\/§cos(9) +1), 6€l0,2q],

de donde concluimos una parametrizacién « : [0, 27] — R? de la curva, dada por

~(0) = (V3cos() + 1, V3sen(0), \/2 +2(V3cos(d) + 1)), 6 € 0,2x].
Una solucién alternativa es la siguiente: Realizando un cambio de variables a coordenadas cilindricas,
(2,9, 2) = ¢(p, 0, 2), dado por
x=pcos(f), y=psen(d), z=z,
permite deducir de la primera ecuacién que p = z. Teniendo en cuenta esto ltimo, en la segunda ecuacién
tenemos que p? —2 cos(f)p—2 = 0. Resolviendo la ecuacién de segundo grado en p obtenemos dos posibles
soluciones: p = cos(f) + y/cos?(0) +2 y p = cos(f) — y/cos?(f) 4+ 2. La segunda no es vélida dado que

p debe ser positivo. De la informacién obtenida podemos concluir una parametrizacién v, : [0, 27] — R3
para esta curva, dada por

71 (0) = ((cos(8) + v/ cos?(0) + 2) cos(h), (cos(0) + v/cos?(0) + 2) sen(f), cos(0) + /cos?(f) + 2).

4.- Dar la expresion de la otra integral iterada de f en V, si

J[ oty = | 1 ( / o f(x,wdx) dy.



Solucion: La expresion de la integral iterada permite determinar V' como el interior del tridngulo de
vértices (0,0), (2,0) y (1,1). Por lo tanto, la otra integral iterada serd

/01 (/01 f(x,y)dy> dx+/12 (/02% f(x,y)dy> da.

5.- Sea D el recinto acotado limitado por la curva de ecuacién polar p = 2 + sen §. Calcular

+
// x2+y2 dw dy.

Solucidn: Puesto que |sen(f)| < 1, se verifica que p(6) = 2 + sen(f) > 0 para todo § € R. Un cambio
a coordenadas polares transforma entonces el recinto D en D' = {(p, 0) € R2:0<60<2m0< p <
2+ sen(@)} y, por el teorema del cambio de variable,

//D xiiz dxdy—//D, 22(p +yg/()’eé)pdpd9:
= //, p COS(G);;P sen(6) pdpdh = // ,[cos(e) +sen(6)] dpd .

La ultima integral se calcula mediante el teorema de Fubini y la regla de Barrow:

// ,[005(9) + sen(0)] dpdf = /0277 [[008(9) + sen(6)] /02+Sen(9) dp} do —

2m 2 27
= / [cos(0) + sen(6)] [2 + sen(6)] df = (2 sen(6) — 2 cos(6) + w + g — COS(TQG)> =,
0 0
donde se ha hecho uso de la igualdad sen?(f) = 1_#5(29).

6.- Dada la curva plana v definida por las relaciones 22 + y?> = 1, y > 0, y con origen en el punto
(1,0), calcular la circulacién del campo F'(x,y) = (ye®,e® + ¢e¥) a lo largo de +.
Solucion: El campo dado estd definido en todo R?, que es convexo, y verifica que

oF, O0F, -

el e R

oy ox
por lo que se puede aplicar el teorema de Poincaré y concluir que el campo es el gradiente de un potencial,
que se calcula inmediatamente y resulta ser la funcién f(z,y) = ye® + ¢’. Como la curva v es la

semicircunferencia de centro (0,0) y radio 1 situada en el semiplano superior, y dado que el punto inicial
es el (1,0), el final serd el (—1,0), de forma que

/F.dr = /Vf.dr = f(=1,0) = f(1,0) = 0.e " +¢” — (0.e" +€°) = 0.
Y Y

7.- Calcular la circulacién del campo

F(z,y) = (yCh(xy) — Shi;cy) , oY + Ch(xy))

a lo largo del borde del dominio D con la orientacién inducida por D, siendo

D={(z,y) eR*: 1< <2, 1-x<y<0}

T

Solucion: El dominio D resulta ser el interior del tridngulo de vértices (1,0),(2,—1) y (2,0), y es un
dominio de Jordan. La orientacion inducida por D en su borde dD es la que corresponde a recorrer el
tridangulo en el orden en que aparecen anteriormente los vértices. De acuerdo con el teorema de Green-
Riemann, se tiene que la circulacién del campo F = (P, Q) es:

/8D(de+Qdy // ———dxdy,

yCh(zy) Sh(zy)

donde P = > Q = xy + Ch(zy). Ahora bien,

x x

oQ 0P  Ch(zy) 2 Ch(xy)

7Y Sh Sl h(zy) — Z282Y) _ sh

5y — Yt ySh(zy) 9 — tySh(zy) .~ y Sh(zy)
por lo que

//D (%—Z—j)dxdy://ljydxdyzf(/lo_xydy)dxzf_(%xydx:—%.



ALUMNOS QUE SE EXAMINAN DE TODA LA ASIGNATURA

1.- Determinar el nimero de soluciones de la ecuacién zsen(x) = 1/2 en [0, 7/2].
Solucidn: Las soluciones de la ecuacién dada son los ceros de la funcién f(x) = xsen(xz) — 1/2, continua
en [0,7/2] y tal que
1 m—1

J0) = =5 <0, fm/n="2

El teorema de Bolzano garantiza que f se anula al menos una vez en el intervalo. Ahora bien,

> 0.

f'(x) = sen(x) + x cos(z) > 0 para cada x € (0,7/2),
con lo que f es estrictamente creciente en [0,7/2] y toma sus valores una sola vez. En conclusién, la
solucion es tnica.
2.- Calcular el limite 1im+ (arctg(z))t/ 108,
x—0
Solucion: El limite presenta, en principio, una indeterminacién del tipo 0°. Si llamamos L a su valor
(finito o infinito), tenemos que, por las propiedades de los limites,
1 t —
log(L) = lim 28rCt8@)) _ =00 ()
z—0+  log(z) —00

Aplicamos la regla de L’Hopital a este dltimo limite:

1/(1+2?)
T (CONPE ° —1
-0t 1/x z—0+ (1 + a?) arctg(z)

En el tltimo paso se ha tenido en cuenta que arctg(z) ~ x cuando  — 0. Por lo tanto, se concluye que
L=e¢'=e

Nota: El limite en (%) se puede resolver aplicando la equivalencia anterior directamente, pero debe
justificarse que su utilizacién “dentro del logaritmo” es valida (el uso permitido se reduce a la sustitucién

de factores por otros equivalentes).

3.- Sea f : R? — R una funcién diferenciable en el punto (1,2) que cumple que D, -3 f(1,2) =5
of of

y D(3,-5)f(1,2) = 3. Determinar 8—(1, 2)y 8—(1, 2).
€ Y
Solucion: Por ser f diferenciable en (1,2), se tiene que para cada vector (v1,v2) no nulo,
of of
Dy, o) f(1,2) = f/(1,2)(v1,v2) = UI%(L 2) + UQ@(L 2).
Por lo tanto, los datos permiten escribir el sistema
of of of of
2—(1,2) —3=—(1,2) =5 3—(1,2) —5=—(1,2)=3
ax(’) ay(’) ? ax(5) 8y(5) ?
0 0
cuya solucién es a—i(l, 2) = 16, 8—5(1, 2)=09.

Las cuestiones 4, 5, 6 y 7 del examen de toda la asignatura son, respectivamente, las
cuestiones 1, 5, 6 y 7 del examen del segundo parcial.

22 Parte — PROBLEMAS

ALUMNOS QUE SE EXAMINAN SOLO DEL SEGUNDO PARCIAL

1. Sea f la funcién definida por f(z) = ze® — sen(z), x € R.
i) Comprobar que f no se anula en (0, c0). 5 puntos
ii) Determinar el desarrollo de Taylor de orden 2 de f en z = 0. 4 puntos
iii) Estudiar, en funcién del pardmetro real «, la convergencia de la integral

o0 xa
o we® —sen(x)

10 puntos

Solucidon: i) La funcién f es continua y derivable en R. Como f(0) = 0, si se prueba que f es estrictamente
creciente en [0, 00) se tendrd que f(x) > 0 cuando = > 0, con lo que f no se anulard en el intervalo (0, c0).
Tenemos que f'(z) = (z+1)e® — cos(x); ahora bien, si z > 0 es obvioque z+1 > 1, ¢* > 1y cos(z) <1,
de modo que f’'(z) > 0.



ii) De la tabla de desarrollos de Taylor disponible obtenemos que
= L5 2 2
e =1+x+§x + z%1 (), sen(z) = x + xea(x),

con lim &1 (z) = lim e2(z) = 0. Entonces,
z—0 z—0

1
flz) = x(l +x+ 5302 + x251(x)) — (z + 2%e2(x)) = 2® + 2”e3(z), con 1ir%53(x) = 0.
xr—

iii) El integrando g(x) = x®/f(x) es, en virtud del apartado i), continuo (y positivo) en (0, c0), luego
localmente integrable. Es necesario estudiar su comportamiento en 0 y en oo para determinar el caracter
de la integral, por lo que estudiaremos las integrales

/01 g(x)dx y /loo g9(x)dz.

Para la primera, de acuerdo con el apartado ii), procede comparar el integrando con la funcién z® /2% =
1/227% pues

2% + 2%e3(7)
2

«
im 9(z) = 1li w = lim /() = lim =1
a0t 1/a2=> a0+ 1/227> o0+ 22 zoot x

1
. s . . 1 X
El criterio de comparacién garantiza que el caricter de fo g es el de / —5—=» que converge cuando
o T

2 —a < 1, es decir, a > 1.

En cuanto a la segunda, es claro que en el infinito el comportamiento de g es equiparable al de la

funcién 2 le=%, pues

v 1
lim ﬂ—lim L:lim — = 1.
z—oo @~ le™®  z—oo re® —sen(x) w—oo 1 —sen(x)/(ze®)

(oo}
Ahora bien, la integral / % le™® dx converge para todo valor de o por ser negativo el coeficiente de
1

. .z ’ oo
z en la exponencial, y también serd convergente fl g
En conclusién, la integral original converge cuando lo hacen las dos estudiadas, es decir, cuando
o> 1.

2. Sea
V={(r,y,2) ER¥: 1 <2, 2°+3>>1}.

i) Estudiar, en funcién de los pardmetros a, 8 € R, la convergencia de la integral

2, .2\8
/// (x+7ay)dxdydz.
\% z

ii) Deducir de lo anterior que la integral

/// sen(a? +y )dxdydz
-

converge. 5 puntos

12 puntos

Solucidon: 1) El integrando es continuo en el abierto no acotado V, con lo que la integral impropia tiene
sentido. La definicién del conjunto V' y de la funcién integrando aconsejan realizar un cambio de variables
a coordenadas cilindricas, (z,y, z) = ¢(p, 0, z), dado por

x=pcos(f), y=psen(d), z=z.
Salvo conjuntos de medida nula,
e (V) ={(p,0,2): 0< 0 <2m,p>1,2>1},

con lo que, en virtud del teorema del cambio de variables, podemos estudiar equivalentemente la integral

/// pp*Pdpdfdz
i) 2

El integrando es positivo, y el criterio de Tonelli pide estudiar la convergencia de una integral iterada,

como puede ser
27 0o e} 25—',—1 27 dz
dp dz d9—/ d9/ / —.
I ol




La primera integral converge, mientras que la integral respecto de p converge si, y sélo si, 8 < —1, y la
integral respecto de z converge si, y s6lo si, @ > 1. De acuerdo con el criterio de Tonelli, ésas son las
condiciones de convergencia de la integral propuesta.

sen(z? + y?)

m es localmente integrable (por ser continua) en V. Se tiene que
22 (x?+y

ii) La funcién f(z,y, z) =
sen(z? + y?) < 1
22+ y2)2| = 222+ 2)2

para todo (z,y,z) € V. La integral propuesta converge sin més que aplicar el criterio de comparacién y
el apartado i) para o =2, § = —2.

|f(x,y,2)| =

3.- Se considera la regién acotada V de R? determinada por
x2+y2+2221, x2+y2§1+22, 0<z<1.
Se pide:

i) Calcular el volumen de V. 7 puntos
ii) Dado el campo F(x,y, z) = (2z, 2y, z), calcular

F -ndo,
v
siendo n la normal exterior a V. 3 puntos
iii) Calcular la circulacién de F' a lo largo de la curva de ecuaciones
24yt =2 z=1 5 puntos

Solucion: i) La regiéon V es exterior a la esfera de centro (0,0, 0) y radio 1 de ecuacién z2 +y? + 22 =1,
interior al hiperboloide circular de una hoja de ecuacién z? 4+ 32> = 1 + 22, y limitada por los planos
horizontales z = 0 y z = 1. Fijada la tercera coordenada z € [0, 1], la correspondiente seccién horizontal
de V es la corona circular S, = {(z,y) € R? : 1 — 22 <22 + y? < 1+ 2%}, cuyo drea es

Area(S.) = (1 + 22) — 7(1 — 2%) = 2722,

El volumen de V es entonces

z=1
2

3

3

1 1
Volumen(V') = / Area(S.)dz = / 2rz?dz = 2m %
0 0

z=0

Un cambio a coordenadas cilindricas (p, 6, w) también permite calcular el volumen de V' de forma sencilla.
La regién V se transforma en V' = {(p,0,w) e R*: 0 <w < 1,0 <0 <2m, V1 —w? < p < V1+w?}y,
por el teorema del cambio de variables, el teorema de Fubini y la regla de Barrow,

Volumen(V) = /// drdydz = /// pdpdf dw =
v v
27 1 Vitw? 3jlw=1 9
:/ l/ l/ Pdpl dw] d9=27r/w2dw=27rw— =T
0 0 1—w?2 3 w=0 3

ii) El campo F(z,y,2) = (F1, Fp, F3) = (2z,2y,2) es de clase C* en R3. Su divergencia es un
campo escalar constante:

div(F):aFl OF; , OF

oz "oy T oz

V es un abierto acotado de R? con frontera regular a trozos. Por el teorema de la divergencia y el célculo

=242+1=5.



realizado en el apartado i),

1
// F-ndaz/// div(F)dxdydz=5-V01umen(V):ﬂ.
oV v 3

iii) Una parametrizacién de la curva T es 7 : [0,27] — R? : § — (v/2cos(6), v2sen(f), 1), la cual induce
la orientacién antihoraria (positiva) en I'. La circulacién de F a lo largo de T siguiendo esta orientacién
es entonces

27 27
/ F-dr = F7(9)))-7'(0)do = / (2v/2cos(6), 2v2sen(6), 1) - (—v/2sen(6), V2 cos(),0) df = 0.
r 0 0

Al mismo resultado se llega al observar que rot(F) = 0 en R3. Basta entonces aplicar el teorema de
Stokes a una superficie conveniente cuya frontera sea I'. También el lema de Poincaré asegura en este
caso que existe un campo escalar f de clase C™ tal que F = Vf en R? (abierto estrellado) y, por ser I'
una curva cerrada, el resultado se deduce de la regla de Barrow.

ALUMNOS QUE SE EXAMINAN DE TODA LA ASIGNATURA

1. Se considera la funcién f dada por

flx,y) =2 +4zy — 2’y + 4%, (z,y) € R

i) Calcular los méximos y minimos relativos de f. 9 puntos
ii) Probar que la ecuacién f(z,y) = 3z + 2y define & como funcién implicita de y en un entorno del
punto y =1 con (1) = 1. 3 puntos
ii) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién x = z(y) en el punto (1,1).
5 puntos

Solucidon: 1) Los posibles extremos relativos se hallan en los puntos que anulan a las derivadas primeras
de f, por lo que habremos de resolver el siguiente sistema:

0 0
—f=3x2+4y—2xy=0, —f=4x—x2+2y:0.
Ox dy
2 _
Despejando y en la segunda ecuacién se obtiene y = x x, y sustituyendo en la primera se llega a la
3
ecuaciéon % — 922 + 8z = 0, cuyas raices son 0, 1 y 8, por lo que los puntos buscados son (0, 0), (1, —5)
y (8,16). Las derivadas segundas de f son:
*f *f *f
— =06 -2y, ——=4-2zx, —= =2,
Ox? v Oxdy * Oy?

por lo que las matrices hessianas en cada uno de los tres puntos criticos hallados son:

H(0,0):(Z 3) H(1,—;)=<g ;) H(8,16)=<_1f2 _212>.

La primera y la tercera tienen determinante negativo, luego corresponden a puntos de silla. La segunda
es la matriz de una forma definida positiva, y en consecuencia el punto (1, —5) es un minimo relativo.

ii) Pongamos g(z,y) = f(z,y) — 3z — 2y, y veamos que se verifican las hipdtesis para aplicar el teorema
de la funcién implicita. En primer lugar, la ecuacién g(z,y) = 0 se satisface para (z,y) = (1,1). Ademas,

3]
g(z,y) € C*(R?) por ser un polinomio. Por ﬁltimo,% = 3z + 4y — 22y — 3, cuyo valor en el punto

(1,1) es 2 # 0. Concluimos por tanto que existen sendos entornos U de 1 y V' de 1 tales que para cada
y € U existe un dnico = z(y) € V de manera que g(z(y),y) = 0. La funcién z(y) as{ definida verifica
que z(1) = 1.

iii) Calculemos la derivada de la funcién x(y) en el punto y = 1. A partir de la ecuacién g(z(y),y) = 0,
es decir, (x(y))® + dyz(y) — y(z(y))? + v* — 3z(y) — 2y = 0, se obtiene al derivar respecto de y:

3(x(y))?' (y) + 4z (y) + dyz' (y) — ((y))* — 2yx(y)a’ (y) + 2y — 32’ (y) —2 = 0.
Despejando z’(y) resulta:
2 =2y + (x(y)* — 4z(y)
3(2(y))? + 4y — 2yx(y) — 3

3 3
Paray = 1es z(1) = 1, de modo que z’(1) = —5 y la ecuacion de la recta tangente es z — 1 = —§(y— 1),
o bien 2x 4+ 3y — 5= 0.

' (y) =

Los problemas 2 y 3 del examen de toda la asignatura son los problemas 1 y 3, respectiva-
mente, del examen del segundo parcial.



MATEMATICAS I (Ing. Téc. Sistemas de Telecomunicacién)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Telemdtica)
Soluciones del examen de 9 de septiembre de 2009

12 Parte — CUESTIONES
T
1+

e Tsen(x) —

1.- Calcular el limite lim
x—0 x3

Solucion: El limite propuesto es una indeterminacién del tipo o Puesto que en el denominador la menor

potencia de z que aparece es de exponente 3, obtendremos los desarrollos de Taylor de grado 3 de la
funcién que aparece en el numerador. Se tiene asi:

3
e Tsen(z) =z — 2% + Ly 23er(z), lim e (x) =0,

3 x—0
con lo cual
_x z 2 a® 3
e Tsen(x) — I+z)(xz—2*4+ = +2°c(x)) —2
. 14+x _ . 3
lim = lim
20 3 £—0 (14 2)z3
23zt 2 =z
(L4 p)2de (2)) ——+ -+ (1 +2z)e(x) 9
= lim 3 3 = lim 3 3 = ——.
z—0 (14 2)z3 z—0 1+2 3

Alternativamente, se puede optar por aplicar la regla de I’Hopital tres veces, con el riesgo de cometer
errores de calculo segun se va complicando la expresién al ir derivando.

2 2
2.- Estudiar la existencia del limite lim M
(2,9)—(0,0) 222 — xy + 242

Solucion: Los limites iterados existen y valen 0, de forma que, de existir el limite, este debe ser 0.
Haciendo el cambio a coordenadas polares (p, 6) la funcién se escribe
p?(cos?(0) sen(0) + cos(6) sen?(0))  p(cos?(0) sen(0) + cos(f) sen?(6))
0%(2 cos2(6) — cos(6) sen(f) + 2sen2(0)) 2 — cos(f) sen(0)
Ahora, | cos?(6) sen(6) 4 cos(#) sen®(6))| < 2 y |2 — cos(6) sen(#)| > 1 cualquiera que sea 6 € [0, 27]. Por
consiguiente,

|p(cos2 (0) sen(0) + cos(6) sen?(8))
2 — cos(#) sen(0)

|§2p.

Puesto que esta expresion (independiente de 6) tiende a 0 cuando p — 0, el limite pedido existe y vale 0.

3.- Sean f : R® - Ry g:R? — R? las funciones dadas por f(z,y,2) = 2% —9* + 2% y g(u,v) =
(u 4 v, uv,u — v). Escribir la matriz jacobiana de la funcién F = f o g en el punto (1, 1).
Solucion: La matriz jacobiana de la funcién f en un punto genérico (z,y,z) es (22 —2y 2z),ylade
g en un punto (u,v) es

1 1
voou
1 -1

Como ¢(1,1) = (2,1,0), la matriz jacobiana de f en g(1,1) es (4 —2 0),ylade gen (1,1)es

1 1

1 1

1 -1

La matriz jacobiana de la funcién compuesta es, segin la regla de la cadena,
1 1
(4 =2 0)1 1 =(2 2).
1 -1
2y+a?

4.- Hallar el gradiente de la funcién F(z,y) = / et dt, (z,y) € R?, en el punto (0,0).

Solucion: El gradiente de F tiene como componenteg las derivadas parciales de la funcién respecto de
z y de y evaluadas en el punto (0,0). Las derivadas se obtienen aplicando el teorema fundamental del
Calculo:

OF ) —Cyt+a®? _ o2 OF 5 _(ay4a?)?

oz T Oy



Evaluando estas derivadas en (0,0) se llega a que el gradiente es el vector (-1,2).

(oo}
1
5.- Estudiar el caracter de la integral impropia / xl/Q(cos (—) - 1)dx.
1 X

Solucion: El integrando, al que denominamos f, es una funcién continua en [1, c0), y por ello localmente

integrable. Es claro que f(z) < 0 para todo 2 > 1, de modo que f es de signo constante y es licito

aplicar los criterios de comparacién para el estudio de la integral. Puesto que lim 1/x = 0, se verifica la
r—00

equivalencia

1

1 2
cos(—)—1~—=(—-) =——, T — 00,
(2) 5(2) =53
lo que sugiere que f se comporta en co como —1/ x3/2. De hecho, segiin la equivalencia anterior,
f@) VN 1
Jim, = = Jim e (eos () —1) = 5
El criterio de comparacion permite concluir que la integral bajo estudio tiene el mismo cardcter que

* dx
;S que converge.

6.- Estudiar la convergencia de la integral impropia

J(/ixye-‘x2+y“2dxdy,
S

donde S = {(z,y) € R? : 0 <z < y}. En caso de ser convergente, hallar el valor de la integral.
Solucion: El integrando es una funcién continua en R?, por lo que la integral impropia tiene perfecto
sentido. Para su estudio conviene aplicar el cambio ¢ a coordenadas polares, dado por (z,y) = ¢(p,0) =
(p cos(6), psen(@)), y cuyo jacobiano es p. Segun el teorema del cambio de variables, la integral propuesta
tiene el mismo caracter y, si converge, el mismo valor, que la integral

// pcos(0)p sen(@)e_”4p dpdf = // cos(f) sen(é’)e_”4 pdpdb, (1)
e=1(9) e C))
donde, salvo conjuntos de medida nula,

e S) ={(p0):0<p, T <0< T}

(obsérvese que los puntos de S estdn en el primer cuadrante y por encima de su bisectriz, de ecuacién
y = x y para cuyos puntos se tiene que § = w/4). Dado que el integrando en (1) es positivo, calculamos
la integral iterada correspondiente,

/00 e pPd -/W/Q cos(f) sen () df = —1(3_”4|ool ser12(6’)|7r/2 _ L
) P ] — 1 g /4= 16

Por ser este valor finito, se deduce por el criterio de Tonelli-Hobson que la integral doble converge, y el
teorema de Fubini nos permite asegurar que su valor es 1/16.

7.- Sea H el campo vectorial H (z,y, z) = (z -y, z—T,x+ y) Comprobar que H es un gradiente
en R? y obtener un campo escalar h tal que H = Vh en R3. Calcular la integral curvilinea / H - dr,
donde I' es la curva parametrizada por :

y(t) = (e ¢, ¢%), te0,1].

Solucion: Es inmediato que rot H = 0 en el abierto estrellado R3, de modo que el lema de Poincaré
garantiza que H es un gradiente. Si H = Vh, se ha de satisfacer el sistema

oh
o =Y
oh
oy
oh
2z oY

una de cuyas soluciones es h(z,y,z) = xz — zy + yz. Con este dato, el célculo de la integral pedida se
reduce a aplicar la regla de Barrow:

/ H - dr = h(y(1)) — h(v(0)) = h(e>*M) 1,1) — h(e,0,0) =1 —0 = 1.



22 Parte — PROBLEMAS

1. Sea a > 0. Se considera la funcién f, : R — R definida por
fa(z) =€ (a®2® — 1), z€R.

i) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos relativos de f, en funcién

de los valores del pardmetro a. 8 puntos
ii) Comprobar que el valor que toma la funcién f, en sus extremos relativos no depende del valor
de a. 3 puntos

iii) Calcular QBTOO fal(x), xgglw fa(z), y determinar los puntos en que f, se anula.

5 puntos
iv) Realizar un esbozo de la gréfica de f; a partir de los resultados obtenidos en los apartados

anteriores. 3 puntos

Solucidon: i) Para cada a > 0, la funcién f, es de clase C* en R, por lo que procedemos al estudio de su
derivada:

"(z) = ae® (a?2? — 1) + €20’z = ae®™ (a®a? + 2ax — 1).
a

Puesto que ae® no se anula para ningun xz € R, los puntos criticos de la funcién se encuentran en las

~1-+2 —14++2
a

soluciones de a?z? 4+ 2ax — 1 = 0, es decir, en 2 = ———— Yy To = . Teniendo en cuenta el

a
signo de f! se deduce que f, es mondtona creciente en (—oo,z1) U (z2,00), mientras que es mondtona
decreciente en (z1,x2). Por tanto, f, posee un maximo relativo en z; y un minimo relativo en zs.

ii) Se tiene que

fa(z1) = ct((=1-v2)/a) (ﬁ(ﬂﬁ _ 1) — e—l—\/§<(_1 _ \/5)2 _ 1) _ e—l—x/E(Q + 2\/5)

a

falwa) = en(T1H/RI (aQ(_l%ﬂV —1) = (-1 V2P - 1) = TR (2 - 2V9),

que no dependen del valor de a.
iii) Se tiene que

: — : ar (2,2 —_
Jmfa(@) = lim e (a%® ~1) = +oo
y
lim f,(z) = lim " (a’z® —1) =0.
T——00 T——00

El primer limite es inmediato mientras que el segundo se puede resolver, bien aplicando los érdenes de
infinitud, o bien a partir de la regla de L’Hopital. Los puntos en los que f, se anula son aquellos en que
1
222 —1 =0, es decir, son los puntos £ = — y x = —.
—a a
iv) De los apartados anteriores, particularizando al caso a = 1 se tiene que f; es una funcién
monétona creciente en (—oo, —1 —v/2) U (=1 + /2, 00) y monétona decreciente en (—1 — /2, —1 + v/2),

teniendo un méximo relativo en —1 — /2 y un minimo relativo en —1 + \/5, siendo f1(—1 — \/5) =
e_l_ﬁ(2 + 2\/5) y fi(—=1+ V2) = e_1+*/§(2 — 2\/5) Ademss, hﬂ_n fi(x) =40y lim fi(z) =0.
zr——+00 T——00

La funcién f; se anula en los valores x = —1 y x = 1. Con esos datos se dibuja la grafica que sigue.

a




2. Se considera la ecuacién cos(z) = 22 + ze¥ + 1 + 2. Se pide:
i) Demostrar que dicha ecuacién define z como funcién implicita de = e y en un entorno de (0, 0),
con z(0,0) = 0. 3 puntos
ii) Calcular el plano tangente a la gréfica de la funcién asi definida en el punto (0, 0). 7 puntos

ii) Determinar el valor de lim 2(2,y)

AR .
(2,9)—(0,0) /22 4 32 4 puntos

Solucion: i) Definamos f : R® — R mediante
f(xaya Z) = 2? +zeY +14 yQ - COS(Z).

0
Se tiene que f es una funcién de clase C*° en R3. Ademds, f(0,0,0) =0y a—f(O, 0,0) =1 #0, con lo
z
que basta aplicar el teorema de las funciones implicitas para concluir lo pedido en el enunciado.

ii) La ecuacién del plano tangente a la gréfica de z(z,y) en el punto (0,0) es

0z 0z
z=2(0,0)+ %(0,0) ST+ a—y(0,0) Y.

Dado que en un entorno de (0,0) se verifica que
cos(2(x,y)) = 2% + z(x, y)e’ + 1+ ¢,

bastard calcular las correspondientes parciales respecto a x y respecto a y en la expresion anterior y

0 0
evaluar en (0,0) para obtener los valores de —Z(O, 0)y a—z
Y

3 (0,0), respectivamente. Por una parte se tiene
z

que

0z 0z
—sen (e, 1)) 5 (0, ) = 20+ 5w,

3]
de donde é(o, 0) = 0. Por otro lado,

0z 0z
—sen(z(, y))a—y(x, y) = %(x, y)e! + z(x,y)e¥ + 2y,

0
de donde 8_2(0’ 0) = 0. Como z(0,0) = 0, sustituyendo en la expresién del plano tangente en (0,0) se
Y

tiene que dicho plano es el dado por z = 0.

iii) A partir del desarrollo de Taylor de orden 1 para la funcién z en el punto (0,0) se tiene que
z(z,y) = e(z,y)\/2% 4+ y?, con (z,y) en un entorno adecuado de (0,0) y &(z,y) una funcién verificando
que lim e(x,y) = 0. De aqui se deduce que

(z,y)—0
| 2(x,y) I ey vV +y* I —0
x ; 2 2 (x S 2 b} o 1m E($,y) - Y
(#,9)—(0,0) \/2* + ¥y (z,9)—(0,0) VIt 4y (z,9)—(0,0)

3.- Sea V laregién acotada de R? situada en el primer octante y determinada por los planos coordenados
y el plano z 4+ y = 1 e interior a la esfera centrada en el origen y de radio unidad; es decir,

V= {(x,y,z)€R3:0<x, O<y,z+y<l,0<z< \/1—x2—y2}.
i) Calcular el flujo entrante en V', a través de su frontera 9V, del campo vectorial F' dado por
F(z,y,2) = (Ch(yz) + 22y, Sh(zz) — zy?, Sh(zy) + 22). 9 ps

ii) Sea S la parte de OV que satisface 2% + y? + 22 = 1. Calcular la circulacién a lo largo de 95,
indicando la orientacion escogida en 0.5, del campo G definido por

G(z,y,2) = ( — ay,sen(y), % +y* + Sen(z)). 9 ps

Solucidn: Como se puede ver en los dibujos abajo, la regién V es el interior de la esfera de centro (0,0, 0)
y radio 1 (condicién z < /1 — 22 — y?), excepto la parte que queda a la derecha (en el dibujo) del plano



vertical z +y =1 (condicién = + y < 1), en el primer octante (condiciones 0 < z, 0 < y, 0 < 2):

i) La frontera de V, 9V, consta de cuatro superficies planas, tres de ellas contenidas en los planos
cartesianos ¢ =, y = 0, z = 0, y la cuarta contenida en el plano z + y = 1, més una superficie curva
contenida en la esfera z? + 32 + 22 = 1. Calcular directamente el flujo entrante en V a través de OV del
campo vectorial F' implica entonces sumar los flujos correspondientes a cada una de las cinco superficies
que conforman OV. Los calculos se simplifican notablemente al utilizar el teorema de la divergencia.
Puesto que V es un abierto acotado de R? con frontera regular a trozos y F es un campo vectorial de
clase C™ en R?, el teorema de la divergencia asegura que

/ F-nidaz—/// div(F) dx dydz,
v v

donde n; denota el vector unitario normal a OV e interior a V' en cada punto de V. Ahora,

0OF, O0F, OF:
div(F) = 8—361+8—y2+8—; =2xy — 2zy + 2z =2z

y, por el teorema de Fubini,

///Vdiv(F)dxdydz:///VQdedydz=/Ol[/Ol_x[/om%dz} dy| dv =

=/01[/01_x(1—x2—y2)dy} clac==/01 [(1—352)(1—35)—%} dx:%.

ii) La frontera de la superficie S, 95, es unién de las tres curvas regulares que resultan de la
interseccién, en el primer octante, de la esfera x2 4+ 3% + 22 = 1 con cada uno de los tres planos verticales
r=0,y=0, x+y=1. Al ser S una superficie orientable con borde y G un campo vectorial de clase

C* en R3, por el teorema de Stokes,
Gdr = // rot(G) - ndo,
as s

donde en 95 se considera la orientacién inducida por S. Tenemos que
aGg _ 8G2 8G1 _ aGg 8G2 _ aGl) _ (2 9 .73)
Oy 0z’ Oz ox ' Ox Oy Y e

rot(G) = (
Una parametrizacién de S es

YD =R (2,y) — (v,y, /1 —22—y2), D={(z,ycR*:0<2x<1,0<y<1—2z},

con vectores tangentes y vector normal

a_w — (1,0, _736), a_w — (0,1,—73}),

ox 1/1—$2—y2 ay /1_x2_y2

_ 0 (——2 Y 1)
dr Oy Vi—a2 =2 122 —y2 /)

La orientacién en S asociada a 1 induce en 9S la que implica recorrerla de (0,0,1) a (1,0,0), de aqui a

(0,1,0), y finalmente a (0,0,1). Al aplicar el teorema de Fubini,

€ Y
rot(G -ndaz// 2y, —2x,x) - , ;1) dedy =
//s (@) [O,I]X[O,l—x]( ) (\/1—362—y2 V1—a2 -2 )

:/01 [/Ol_xxdy]dxz/olx(l—x)dxz(%2—%3)‘::%.

n




MATEMATICAS I (Ing. Téc. Telec., esp. Sistemas de Telecomunicacion)
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Telec., esp. Telemdtica)
Examen final — 3 de junio de 2010

ALUMNOS QUE SE EXAMINAN SOLO DEL SEGUNDO PARCIAL

12 Parte. Cuestiones — Duracién: de 9:00 a 10:45
(Cada cuestién vale 7 puntos sobre una nota total de 100 puntos.)

$2

1.- Calcular/mdx.

2.- Calcular el limite ) -
lim —/ log(3 + €') dt.
1

z—o0 2

3.- Parametrizar la curva dada por la interseccién del cono 22 + 22 = 32 y el cilindro z? 4 2% = 1,
con y > 0.

4.- Determinar el 4rea de la regién de R? limitada por el eje de ordenadas y la curva definida en
coordenadas polares por p(f) = e??, 0 € [-7/2,7/2].
5.- Calcular el drea de la grafica de la funcién f(z,y) = x + y? definida en el abierto D = {(x,y) €

RZ:0<y<1, 0<z<y/1+2y%}.

6.- Escribir las dos integrales iteradas correspondientes a la integral multiple

/ /D f(z,y)dzdy,

donde D = {(z,y) € R? : y > 0,9? < x < 2y*}, asumiendo que f es integrable en D.
7.- Comprobar que el campo vectorial
F(x,y,2) = (2 cos(x +y) — 2z sen(x +y),e* — 2x sen(x + y), y *)
es conservativo y determinar f tal que Vf = F en R3. Calcular la integral de linea fr F - dr, siendo T la

curva interseccién de las superficies 222 + 3> =1y z+y = 1.

22 Parte. Ejercicios — Duracién: de 11:00 a 13:00

1.- Estudiar, en funcién del parametro a € R, a > 0, el caracter de la integral

/OO log(1 + z) (1 — cos(x)) de.
0 (1 +x)

12 puntos

A
x2+y2’x2+y2
D={(z,y) eR*: 1 <2?+¢y* <4,0< 2z <y}

2.- Calcular la circulacién del campo F(x,y) = ( ) a lo largo del borde del abierto

12 puntos
3.- Sea
V={(r,y,2) ER*:0<20<y, 0<z, 2+ +2< 1,2 +y <1}
i) Calcular el volumen de V. 10 puntos
ii) Calcular el flujo exterior a V' a través de 9V del campo
F(2,y,2) = (sen(zy) + 2°, y sen(z), cos(z) — 2(y cos(zy) — 3)).
5 puntos

iii) Si S es la parte de V incluida en el paraboloide 22 + y? + z = 1, calcular la circulacién

/ (xyayZan) 'dTa
a8

indicando la orientacién considerada. 12 puntos




ALUMNOS QUE SE EXAMINAN DE TODA LA ASIGNATURA

12 Parte. Cuestiones — Duracién: de 9:00 a 10:45
(Cada cuestién vale 7 puntos sobre una nota total de 100 puntos.)

1.- Probar que existe un punto z € (0, 7) tal que
1

sen(xg) + cos(zg) = 2010°

2.- Estudiar la existencia del limite

$3y2

11m —_—.
(z,9)—(0,0) 26 + y*

3.- Determinar los extremos relativos de la funcién

fz,y) = 2® — 2y — 3z + 24y.

4.- Calcular el limite

T—00 I

1 T
lim —2/1 log(3 4 €") dt.
5.- Determinar el 4rea de la regién de R? limitada por el eje de ordenadas y la curva definida en
coordenadas polares por p(f) = e??, 0 € [-7/2,7/2].

6.- Escribir las dos integrales iteradas correspondientes a la integral multiple

/ /D f(z,y)dzdy,

donde D = {(z,y) € R? : y > 0,9? < x < 2y*}, asumiendo que f es integrable en D.

7.- Comprobar que el campo vectorial
F(z,y,2) = (2 cos(z +y) — 2z sen(z + y), e — 2z sen(x + y),y )

es conservativo y determinar f tal que Vf = F en R3. Calcular la integral de linea fr F - dr, siendo T la
curva interseccién de las superficies 222 + 3> =1y z+y = 1.

22 Parte. Ejercicios — Duracién: de 11:00 a 13:00

1. Se considera la funcién f : R — R definida por
flx) = (2> =3)e ™, zeR.

i) Estudiar monotonia, extremos relativos, intervalos de concavidad y convexidad, puntos de in-

flexién, asintotas y puntos de corte con los ejes de f. Esbozar su grafica. 8 puntos
ii) Determinar el cardcter de la integral fooo f(z)dz y calcular su valor en caso de que converja.
5 puntos

i) Demostrar que la ecuacién
2?y + 2y +sen(x — y) +cos(z +y) =1

define una funcién y = y(z) de clase C*° en un entorno del punto del punto z = 0, con y(0) = 0.
4 puntos
ii) Calcular el polinomio de Taylor de orden 2 de la funcién y(z), definida en i), en el punto = = 0.
8 puntos

y@) — o

iii) Calcular el valor de lim 5

x—0 xT

4 puntos




3.- Sea
V={(2,9,2) €R*:0<2,0<y,0< 2,22+  +2< 1,z +y <1}

i) Calcular el volumen de V. 8 puntos
ii) Calcular el flujo exterior a V' a través de 9V del campo

F(x,y,2) = (sen(zy) + 2%, y sen(z), cos(z) — z(y cos(zy) — 3)).

iii) Si S es la parte de V incluida en el paraboloide 22 + y? + 2 = 1, calcular la circulacién

/ ($y,y22,$) 'dTa
a8

4 puntos

indicando la orientacién considerada. 10 puntos

SOLUCIONES

ALUMNOS QUE SE EXAMINAN SOLO DEL SEGUNDO PARCIAL

Cuestiones

1.- Solucion: Haciendo el cambio de variable x = sen(t) se tiene que
x? sen(t)? sen(t)?
/7(1 R dx = / A= sen(t)2)2 cos(t) dt = / A= sen(t)7)72 cos(t) dt
2
:/Mdt:/tg(t)th:/(1+tg(t)2)dt—/1dt
cos(t)?

=tg(t) —t + C = tg(arcsen(z)) — arcsen(x) + C, C € R.

2.- Solucién: La funcién F(z) = [ log(3 + €') dt es de clase C*° en R. Para probarlo basta aplicar
el teorema fundamental del cdlculo integral a la funcién f(t) = log(3 +¢e'). Ademds, F'(x) = log(3 + €%),
x € R. Es ficil observar que lim F(z) = oo, puesto que

T —00

F(z)= /ll log(3 +e')dt > /j log(3) dt =log(3)(z — 1), = >1.

El limite presenta una indeterminacién co/oo que se puede resolver usando la regla de I'Hopital:

x

.1 r® o v logB4+e") 3w 1 1
Jf&ﬁ/l tos(3 et = T e = T T M e T Y

3.- Solucion: Siusamos coordenadas cilindricas para representar los puntos de la curva,

x = pcos(h),
y=w,
z = psen(6),

teniendo en cuenta que w =y > 0 tenemos que
P=uwi=p=w vy pPP=1=p=1
Por tanto, la aplicacién « : [0, 27r] — R3, dada por
~(0) = (cos(8), 1, sen(h)),
es una parametrizacién de la curva.

4.- Solucion: Llamemos D a dicha regioén, incluyendo las curvas que la limitan. Es claro, por su
propia definicién, que D es un compacto medible en R?, y su drea viene dada por la integral (de Riemann)

A:// 1dz dy.
D

Si (z,y) = ¢(p,8) = (pcos(f), psen(h)) es el cambio a coordenadas polares estdndar, salvo conjuntos de
medida nula se tiene que

o N D) ={(p,0): —1/2 <0 <7m/2, 0< p< e}



Recordamos que el jacobiano de ¢ es igual a p en cada punto. El teorema del cambio de variables establece

que
A= // pdpdd,
¢~ (D)

siendo esta integral convergente. Basta aplicar el teorema de Fubini y calcular las integrales inmediatas
que aparecen para concluir:

/2 e?0 1 /2 1
A:/ (/ pdp) dez—/ '’ dh = ~ (¥ —e7?T).
0 2 8

—7/2 —7/2

5.- Solucidn: Es bien conocido que una parametrizacién de la gréfica de f viene dada por ¢(z,y) =
(z,y, 7 +y?), (z,y) € D, cuyo vector normal es

(2.2) 0 = (Lo -Lie1) = 1201

Entonces el area de la grafica de f es

Op Oy
A= .Vt
//p (axxay)(x’y)Hd””dy

:/1(\/W

1
\/2+4y2dx)dy=/ \/5(1+2y2)dy= g\/ﬁ
0

El célculo de la integral se ha hecho aplicando el teorema de Fubini.

Nota: Conviene subrayar que el drea de la grafica de f NO tiene nada que ver con el calculo de
la integral [[ p f(x,y)drdy. Como f es positiva, esta tltima proporciona, por ejemplo, el volumen del
conjunto V = {(z,y,2) € R3: (z,y) € D, 0 < z < f(z,y)}, pero se trata de un problema completamente
distinto.

6.- Solucion: Es muy sencillo dibujar la regiéon D y obtener que, por el teorema de Fubini, se verifica

//Df(x,y)dxdyz/ooo(/\/i;f(x,y)dy) dx:/ooo( yjy2 fx,y) dz) dy.

7.- Solucion: Es inmediato comprobar que el rotacional de F, que es de clase C*°(R?), es idéntica-
mente nulo en el abierto estrellado R, por lo que, gracias al lema de Poincaré, el campo es un gradiente.
Resolviendo el correspondiente sistema, se obtiene que

que

f(@,y,2) = 2w cos(x +y) + ye

es un potencial de F'. De acuerdo con la regla de Barrow, la integral de F' a lo largo de una curva
(suficientemente regular) dependerd sélo de los extremos de la misma y, en particular, serd 0 si la curva
es cerrada. Este es el caso para la curva I' dada, pues es el corte de un cilindro eliptico con un plano no
paralelo a su eje de revolucién (el eje OZ).

Ejercicios

1.- Solucion: Para todo o > 0, el integrando

f(z) = log(1 +f) (1 — cos(z))

z(1+ x)
estd definido y es continuo en (0,00) y, por tanto, localmente integrable en dicho intervalo. Ademas,
f(z) > 0, para todo z € (0, 00), lo que nos permite utilizar los criterios de comparacién directamente con
f=1f|. Al ser @ > 0, la integral es impropia en ambos extremos de integracién. Por la aditividad de la
integral respecto del intervalo, podemos escribir

/—><>o f(x)dz = 1 f(x) dx+/1—>00 f(z) de.

—0 —0

Las equivalencias en zg = 0 log(1 + ) ~g x y 1 — cos(x) ~g 22/2 son de sobra conocidas e implican que
la funcién f(z) es equivalente a 1/(22%~3) cuando # — 07, es decir,

lim /(@)

— =1.
z—0+ 1/(2.%0‘_3)



El criterio de comparacién (Corolario 2.3 del Tema VIII) asegura entonces que las integrales

lf(x)dx y l/1 L dx

—0 2 —0 xa_s

tienen el mismo caracter. La segunda integral corresponde a una de las funciones test y converge si y
sblo si a — 3 < 1, esto es, a < 4.
Por otro lado, puesto que 0 < 1 — cos(z) < 2, tenemos que

log(1 + )2
0< <=
Ademas,
log(1+x) 2
lim U
r—oo log(x)2
potl

siendo el denominador una funcién test para la que fl_koo lzg(f—ﬁ)f dx converge siy sélosi a+1 > 1. Las

desigualdades anteriores y el criterio de comparacién (Teorema 2.1 del Tema VIII) aseguran entonces que
—00 .. ,
. ] (x) dz es convergente para todos los valores permitidos del pardmetro « > 0.
En conclusién, si a > 0, la integral f:ooo f(z) dx converge cuando « € (0,4).

2.- Solucion: El conjunto D es un dominio de Jordan, siendo el campo a integrar de clase C* en R%\ {0},
que es un abierto que contiene a D. Por lo tanto, podemos aplicar la férmula de Green-Riemann,
obteniendo que

_ 0 _ v 9, —r Y
aDF.dr_//D(ax(waQ) ay(x2+y2))dxdy—//D GRS

Teniendo en cuenta la forma del conjunto D parece adecuado realizar un cambio a coordenadas polares.
El valor de la integral anterior y el de la integral una vez realizado el cambio a coordenadas polares
coincidird por el teorema del cambio de variables. Tras el cambio, la integral queda

—4
// pcos(é?psen(@) pdpdo,
e=1(D) p

siendo el conjunto ¢~ 1(D) = {(p,0) eR?>: 1< p< 2,0 € (r/4,7/2)}.
Aplicando el teorema de Fubini, la integral anterior vale

—4/12 (/:/2 wdp)dez —4(/12 %dp)(/:ﬂ cos(9) sen(e)de)

/4 /4

— (~4)(05(2) ~ log(1)) (—XED) 72 — _1o502)

3.- Solucidn: La regién V estd contenida en el primer octante (condiciones 0 < x, 0 < y, 0 < z), interior
al paraboloide circular de ecuacién 22 +y? + 2z = 1 (condicién 22+ + 2 < 1) e incluida en el semiespacio
que contiene el origen de coordenadas y limitado por el plano vertical « +y = 1 (condicién z +y < 1):

i) El volumen de V es, por el teorema de Fubini,

Vol(V):///dedydz=/Ol [/Ol_x[/ol_x2_y2 dz} dy} do =

:/01[/01_ (1 -2~ y?) dy] dxz/ol [(1-#)(1-@-%} dr =1



ii) La frontera de V', OV, consta de cuatro superficies planas, tres de ellas contenidas en los planos
cartesianos ¢ =, y = 0, z = 0, y la cuarta contenida en el plano z + y = 1, més una superficie curva
contenida en el paraboloide 2% +4%+2 = 1. Calcular directamente el flujo saliente de V a través de OV del
campo vectorial F' implica entonces sumar los flujos correspondientes a cada una de las cinco superficies
que conforman OV. Los calculos se simplifican notablemente al utilizar el teorema de la divergencia.
Puesto que V es un abierto acotado de R? con frontera regular a trozos y F es un campo vectorial de
clase C™ en R?, el teorema de la divergencia asegura que

//avF'nedU = ///Vdiv(F) dx dydz,

donde n. denota el vector unitario normal a 9V y exterior a V en cada punto de 0V. La divergencia de

F' es constante,

OF, 0F, OF
div(F)za—xl-i-a—yQ-i-a—;:?),

y, teniendo en cuenta el apartado (i),

/// div(F dxdydz—///wadydz:s-vow):

iii) La frontera de la superficie S, 95, es unién de las tres curvas regulares que resultan de la
interseccién, en el primer octante, del paraboloide 2 + %2 + 2z = 1 con cada uno de los tres planos
verticales t = 0, y = 0, x +y = 1. Al ser S una superficie orientable con borde y el campo vectorial
G(z,y,2) = (vy,yz?, 1) de clase C*° en R3, por el teorema de Stokes,

Gdr = // rot(G) - ndo,
88 s

donde en 9S se considera la orientacién inducida por S. Tenemos que

0Gs 090Gy 0G1 0Gs 0G2 0Gy

rOt(G):(é)y e T an o ay):(x,o,—z).

Una parametrizacién de S es
Y:D =R (2,9) — (z,y,1 —2? —3y?), D={(z,ycR?*:0<2<1,0<y<1—uzx}

con vectores tangentes y vector normal

o o
— = (1 -2 — = 1.-2
ax ( ’0’ x’ ay (0) ) y))
aw o
= (2z,2y,1).
830 Oy = (22,24,1)

Por tanto, al aplicar el teorema de Fubini,

//rot ndaz// (2,0, =1+ 2% +9?) - (22,2y,1) de dy =
[0,1]%[0,1—]

:/0 [/01 (3 14 P ) dw:/ol ((3x2—1>(1—x>+%)m:_%.

La orientacién en 9S inducida por n implica recorrer 9S de la siguiente forma: de (0,0,1) a (1,0,0) a
(0,1,0) a (0,0,1). Con esta orientacién,

1
Gdr=—-.
8s 6

ALUMNOS QUE SE EXAMINAN DE TODA LA ASIGNATURA

Cuestiones

1.- Solucion: Consideremos la funcién f : [0, 7] — R, dada por

f(z) = sen(x) + cos(x).

Obviamente f es continua en [0,7] y f(0) =1 > 535 > —1 = f(r), de forma que el resultado es

consecuencia del teorema de Darboux.



2.- Solucion: Si consideramos el limite a través de los subespacios definidos por y = Az, para A # 0,
se tiene que

. 22y _ 22(a)?
11m = 1m
@n=00 g6yt 2026 + (M)t
y=Az
A2 A1

:il—{%xQ—i—)\‘l T T
El hecho de que el resultado dependa del supespacio (de ), implica que el limite no existe.

3.- Solucion: La funcién f es de clase C* en R?. Las soluciones del sistema

%(x,y) =322 -3=0
%(x,y) = —6y> +24=0

son los puntos criticos de f, que resultan ser (1,2), (=1,2), (1,—2) y (=1, —2). La matriz hessiana de f

es
Hf(xay):<6§ _?2?]).

En (1,2),
2= (5 ).

que es indefinida, por ser sus autovalores 6 y —24, uno positivo y otro negativo. Asi, este punto no es
extremo.
En (-1,2),

win- (3 8,)

que es definida negativa, por ser sus autovalores —6 y —24, los dos negativos. Asi, este punto es maximo
relativo.
En (1,-2),

nraa- (8 5),

que es definida positiva, por ser sus autovalores 6 y 24, los dos positivos. Asi, este punto es minimo
relativo.
Por tltimo, en (-1, —2),

wie - (3 8)

que es indefinida, por ser sus autovalores —6 y 24, uno positivo y otro negativo. Asi, este punto no es
extremo.

4.- Solucion: Véase la solucién de la Cuestion 2 del examen para el segundo parcial.
5.- Solucion: Véase la solucién de la Cuestion 4 del examen para el segundo parcial.
6.- Solucion: Véase la solucion de la Cuestién 6 del examen para el segundo parcial.

7.- Solucion: Véase la solucion de la Cuestion 7 del examen para el segundo parcial.
Ejercicios

1.-Solucidn: i) La funcién es de clase C* en R, por lo que procedemos al estudio de su derivada:
fl(@)= (=22 +22+3)e ™ = —(z+1)(z — 3)e ™.

De esta expresién deducimos que f decrece en (—oo, —1), crece en (—1,3) y decrece en (3,00), de forma
que la funcién presenta un minimo relativo en = —1, con f(—1) = —2e, y un méximo relativo en z = 3
de valor f(3) = 6e~3. Para estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, realizamos un estudio
de la segunda derivada de la funcién:

()= (2 =4z —1)e ™ = (x — 24+ V5)(z — 2 — V/B)e %,

de donde se tiene que f posee puntos de inflexién en z = 2 — /5y & = 2+ /5. Ademds, la funcién f”
es positiva en (—o00,2 — v/5) U (2 + /5, 00) y negativa en (2 — /5,2 + v/5).



En cuanto a las asintotas, no hay verticales ya que f es continua en R. Ademas,
lim f(x) =0,
r—00

asintota horizontal (para T — 400), mientras que

fz)

. lim f(z) = lim

T——00 T——00

= —"—OO,

ncia de asintotas horizontal ni oblicua cuando x — —oo. Resolviendo la
1e f corta al eje de abscisas en z = —/3 y « = /3. El corte con el eje
= f(0) = —=3. Con los datos anteriores se puede realizar un esbozo de la

-2 -1 0 1 2 3 4 5

i) El cardcter impropio de la integral es sélo debido a que el intervalo de integracién es no acotado.
Dado que f es positiva para todo x suficientemente grande y positivo, y teniendo en cuenta que

lim _f(x)

Qe—x =1

)
Tr—00 I

. . . . . . . . o0 _
el criterio de comparacién para integrales impropias asegura que la integral del enunciado y fo z2e ?dx
tienen el mismo cardcter. Esta tdltima es convergente (el integrando es una funcién test), por lo que
concluimos que la integral del enunciado es convergente.

2.-Solucién: i) La funcién f: R? — R dada por
fz,y) = 2%y +sen(z — y) + cos(z +y) — 1

se anula cuando se verifica la ecuacién. Es claro que f es de clase C*° en R?, £(0,0) =0y

%(o, 0) = 2 — cos(a — y) — sen( + )| (0.0) = —1 # 0,

por lo que podemos aplicar el teorema de la funcién implicita asegurando la existencia de una funcién
y = y(z), definida y de clase C* en un entorno U de x =0, con y(0) =0y

22y(x) 4 sen(z — y(x)) + cos(z +y(z)) =1, zeU.
ii) Derivando en la expresién anterior se tiene que
2zy(w) + 2%y () + cos(a — y(x))(1 =3/ (z)) — sen(z + y(2))(1 + ¢/(2)) =0, 2 €U.
/

Basta evaluar en = 0 la igualdad precedente concluyendo que 3/ (0) = 1. Derivando la nueva igualdad
obtenemos

2y(w) + 4y (2) + 2y (2) - sen(z — y(2)) (1 — 3/ (2))?
—cos(z — y(@))y" () — cos(z + y(@))[(1 +4/(2))* —y"(2)] =0, z€U.

Evaluando en & = 0 se tiene que y”(0) = —4. Por lo tanto, el polinomio de Taylor de la funcién y = y(z)
de grado 2 en x = 0 viene dado por

Tu(y.0)(x) = 4(0) + 1/ 0)z + L1002 = 2~ 222

iii) Teniendo en cuenta el apartado anterior,

— — 9272 2 _
ylx) —x g T2 +e(x)z® —x

lim 5

r—0 x r—0 x
para cierta funcién e(z) — 0 cuando z — 0. Por lo tanto, el limite anterior vale —2.

3.-Solucion: Véase la solucion del Ejercicio 3 del examen para el segundo parcial.



MATEMATICAS I (Ing. Téc. Telec., esp. Sistemas de Telecomunicacién)

CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL (Ing. Téc. Telec., esp. Telematica)

Examen extraordinario — 16 de julio de 2010

1.- Determinar el valor de a € R de forma que el limite lim

12 Parte. Cuestiones — Duracién: de 9:00 a 10:45
(Cada cuestién vale 7 puntos sobre una nota total de 100 puntos.)

2

cos(x) — 1+ %)

tome un valor
z—0  (sen(z) — xz)*

finito no nulo.

2.- Calcular el polinomio de Taylor de orden 2 en el punto (0,0) de la funcién

flz,y) = /O’!H-?l‘ cos(t?) dt.

23 3
Yy +ay .
. . N - — > si(z,y) #(0,0),
3.- Estudiar la diferenciabilidad en (0,0) de la funcién f(z,y) = x4 +y
0 si (x,y) = (0,0).
(arctg(x))3/2

oo
4.- Estudiar el cardcter de la integral impropia / 0
0

dx.

23+ 22)2(x + 5)

5.- Sea D = {(z,y) €eR? : —x <y <z, 22 +y? > 1}. Estudiar, en funcién del pardmetro real

el caracter de la integral impropia / / 0
D

dxdy
22 + y2)

6.- Calcular el volumen de la regién V de R3 definida por

V={(r,y,2) eR®: -1 <a<1, -1<y<1, 2>0, 2> +3>+2 <2}

7.- Calcular el drea de la gréifica de la funcién f(z,y) = x + y? definida en el abierto

D={(z,y) eR?: 0<y<1, 0<z<+/1+2y2}.

22 Parte. Ejercicios — Duracién: de 11:00 a 13:00

1. Se considera la funcién f : R — R dada por
x
T)=———, z€R
0= 7T

i) Determinar la ecuacién de la recta tangente a la funcién f en 2 = 0. 3 puntos

ii) Estudiar los puntos de corte con los ejes, paridad, asintotas, monotonia y extremos relativos de

la funcién f. Esbozar su grafica. 9 puntos

iii) Calcular el 4drea determinada por la funcién f y el eje de abscisas en el intervalo [0, 1]. 7 puntos
2.- Se considera la ecuacién

P4y +ry+z+e—1=0.

i) Demostrar que la ecuacién anterior define a z como funcién implicita de (z,y), z = z(z,y), en

un entorno del punto (0,0) con 2(0,0) = 0. 3 puntos

ii) Estudiar si la funcién z = z(x, y) presenta un extremo relativo en (0, 0). 12 puntos
3.- Consideremos el campo F : R? — R3 dado por

F(z,y,2z) = (2y,22,20 + 1), (z,y,2) € R®,

y la superficie S = 57 U Ss, siendo

S ={(z,y,2) eR¥: 2+ =1,0<2<1} v So={(z,9,2) eR®:2? +9* + 22 =1,2<0}.

Indicando la orientacién considerada, calcular f s F' - ndo mediante:

i) el teorema de la divergencia en un volumen adecuado; 8 puntos

ii) una integral curvilinea utilizando el teorema de Stokes. 9 puntos




SOLUCIONES

Cuestiones

1.- Si usamos los conocidos desarrollos de Taylor del seno y el coseno,
2 4 3

cos(z)=1— % + % +atei(z) vy sen(r) =z — % + 23e5 (),
con lim 1 (z) = lim eo(z) = 0, entonces
z—0 r—0
2 ot

(cos(x) -1+ %)a B

ii—{% (sen(z) — x)

|

1 1 a
da( — —
— lim =] (4! +51(x)) — lim |x|4a—12 (4! +51(x))
z—0 19 1 4 -—0 1 4-°
(—g—i-az(x)) (—g—i-az(x))
Puesto que lim (~ QUL ! ())4— L e ded
uesto que xl—% (4!—1-81(30)) = @ne yx%(—3!+52x = (3!)4,86 educe que
z2\a 00 si 4a — 12 < 0;
(cos(x)—l—i——) 14
lim 2) _J B e
z—0  (sen(z) —x)* (4he 7
0 sida —12 > 0.

En conclusién, el limite es finito y no nulo si, y sélo si, a = 3.

2.- Puesto que la funcién g(t) = cos(t?) es de clase C* en Ry u(z,y) = y + 22 es de clase C* en R?
la aplicacion combinada del teorema fundamental del calculo integral y de la regla de la cadena implica
que f es de clase C* en R? y sus derivadas parciales son

0 0
O () =2 coslly +207) ¥ () = cos((y +22)%).
T dy
Derivando otra vez se tiene que
2 2 92
G = ~S(rk22) sen((y-+20), 5L = ~a(y-+20) sen((y+20), ¥ G = ~2y-+2a) sen((y-+20)),
Entonces el polinomio de Taylor de orden 2 de f en el punto (0,0) es
B 1 /0f of
T(e,y) = 0,0)+ 37 (5, (0.0 = 0) + 5-(0,0)(y = 0))+
1 *f 2, o5 0% 0% f 2
— (== - 29— —0)(y — Z2(0,0)(y — 0)?) =2z +y.
+ 51 (522 (0.0 = 07+ 2525-(0,0)(& = 0)(y = 0) + 55 (0,0)(y = 0)°) =2z +y
3.- En primer lugar calculamos las derivadas parciales de f en (0,0):
gy (00 = lim === = = i, 0 =0.

0
De manera aniloga se prueba que —f(0,0) = 0. Entonces f es diferenciable en (0,0) si, y sélo si,

dy
lim e(x,y) =0, donde

(z,y)—(0,0)
of of
oy BN 00 (G000 +500-0) a0
’ V(& =02+ (y—0)? (@2 +y2)%/2

Si hacemos un cambio a coordenadas polares para estudiar el limite, resulta que
r4(cos(0)? sen () + cos(#) sen()3)

g(r cos(0),rsen(d)) = (r2)3/2

= 7 (cos(#)® sen(6) + cos(6) sen(6)?).

Para todo 6 € [0, 27] se tiene que
le(r cos(), rsen(8))| < 2r,

lo que implica que 1irn+ g(rcos(f), rsen(d)) = 0 uniformemente para 6 € [0,2n]. Esto implica que
r—0

lim e(x,y) =0y, por tanto, f es diferenciable en (0, 0).
(z,y)—(0,0)



Nota: en realidad la solucién es mucho mas facil, puesto que f(z,y) = zy para todo (z,y) € R?, como se
puede ver simplificando la fracciéon que define la funcion.

4.- La funcién integrando, que llamaremos f, es continua en (0, 00), luego localmente integrable en dicho
intervalo. Es necesario realizar el estudio de la convergencia de, por ejemplo, las integrales

/Olf(x)dx y /:of(x)dx

En el primer caso tendremos en cuenta la equivalencia arctg(z) ~o  para deducir que
f(z) . 21/223/2 1
iy 3ot = I ey o) 20 < RO

Se deduce que f tiene signo constante en un entorno de 0, por lo que es valido el criterio de comparacién

para concluir que fol flx)dx y fol dx/xz'/? tienen el mismo cardcter. Como la segunda es conocida y
converge, la primera también converge.
Para el estudio en el segundo intervalo basta observar que
(/22 _ (n/2)?
(3 +22)2(x+5) = ar
como la integral de la funcién a la derecha es convergente, la integral de f en (1,00) también. En
conclusién, la integral propuesta es convergente.

0< flz) <

, Tz >1;

5.- El aspecto de la funcién integrando y del conjunto aconsejan realizar un cambio a coordenadas polares,
x = pcos(f), y = psen(f). Es sencillo comprobar que la desigualdad z2+y? > 1 equivale a p > 1, mientras
que —x < y < z se traduce en —cos(f) < sen(#) < cos(d), de donde ha de ser —7/4 < 6 < 7/4 (una
representacién gréfica del conjunto D puede ser de gran ayuda). Entonces, el estudio de la integral pedida
se reduce, por el teorema del cambio de variables, al de

P
/(1,00)><(—7r/4,7r/4) (p?)e

El integrando es positivo, por lo realizamos directamente una integral iterada para aplicar el criterio de

Tonelli:
71'/4 (oo} dp T (oo} dp
( 2 1)d9 D) 2a—1"
—x/a NJ1 pPYT 2/ pe

Esta ultima integral es conocida, y converge si, y sélo si, 2a — 1 > 1, es decir, cuando a > 1, en cuyo
caso, por el criterio de Tonelli, converge la integral en coordenadas polares.

dp do.

6.- El conjunto V es cerrado, por estar definido mediante desigualdades no estrictas entre funciones
continuas, y acotado, pues estd claramente contenido en el paralelogramo [—1,1] x [-1,1] x [0,2]. Su
frontera es una unién finita de curvas y superficies (porciones de cinco planos y de un paraboloide, y
sus intersecciones), por lo que V es un compacto medible, y estd plenamente justificado el calculo de su

volumen, dado por
// / ldxdydz.
v

El teorema de Fubini permite calcular esta integral como iterada, del modo siguiente:

///M_y dy)dx‘/_ll</_11(2—x2—y2>dy)dx

! ! 16
:/ (2y — 2%y — y/3| dx—/ (4—2x2—2/3)dx=§.

—1 —1

7.- Esta es, sin modificacién alguna, la cuestion 5 del examen de junio de 2010 para los alumnos que se
examinaban sé6lo del segundo parcial. Repetimos aqui la soluciéon que se di6é entonces.

Es bien conocido que una parametrizacién de la gréfica de f viene dada por ¢(x,y) = (z,y, x +y?),
(x,y) € D, cuyo vector normal es

(22 2= (e o)1

Entonces el area de la grafica de f es

A

/1( m

dx dy

1
\/2+4y2dx)dy=/ \/5(1+2y2)dy= g\/ﬁ
0



El célculo de la integral se ha hecho aplicando el teorema de Fubini.

Nota: Conviene subrayar que el drea de la grafica de f NO tiene nada que ver con el cédlculo de la
integral [f p f(xz,y)drdy. Como f es positiva, esta tltima proporciona, por ejemplo, el volumen del
conjunto V = {(z,y,2) € R3: (z,y) € D, 0 < 2z < f(z,y)}, pero se trata de un problema completamente
distinto.

Ejercicios

1.- i) La funcidn f es de clase C*° en R, y en particular es derivable en 2z = 0. Por tanto, la recta tangente
tendrd ecuacién y = f(0) + f/(0)(z — 0). Es claro que f(0) = 0 y a partir de la expresién de la primera
derivada de f,

43
4l —r——e
fo) = 2/aThl _aivl-l 1-at
$4+1 ($4+1)3/2 (x4+1)3/2’

obtenemos que f/(0) = 1. La recta tangente a f en & = 0 es la recta de ecuacién y = x.

ii) Resolviendo la ecuacién f(x) = 0 es claro que f corta al eje de abscisas en @ = 0. Se tiene entonces
que el corte con el eje de ordenadas se produce para y = f(0) = 0. Es inmediato comprobar que
f(=x) = —f(z) por lo que la funcién f presenta simetria impar.

En cuanto a las asintotas, no hay verticales ya que f es continua en R. Ademads, se tiene que

Jim f(r) = lim ——— r = x4 1

por lo que concluimos que la recta y = 0 es una asintota horizontal (para x — 4o0c). El comportamiento
de f en —oo queda determinado teniendo en cuenta la simetria de f. Podemos afirmar entonces que f
no presenta asintotas oblicuas.

De la expresién para f/(z) dada en i) y teniendo en cuenta o
que 1 —at = (1—-22)(1+2%) = (1 —2)(1 +2)(1+2?), se deduce o0
que f decrece en (—oo, —1), crece en (—1,1) y decrece en (1, 00), os
de forma que la funcién presenta un minimo relativo en x = —1, °
con f(—1) = —/2/2, y un maximo relativo en 2 = 1 de valor .
) =v2/2.

Con los datos anteriores se puede realizar un esbozo de la o
grafica. o

iii) De la tabla de primitivas inmediatas se considera
/ 2(730))4_16[30 = ArgSh(u(z)) + C = log (u(x) + u?(z) + 1) +C
u?(x
con u(z) = z? de donde se deduce inmediatamente que

/1f< )d 1/1 o = 5log (« + Vo +1)| ) = Floa(1 +v2)
xr)axr = — ——axr = — 10 X X = — 10, .
0 2Jo V(x?)?+1 2 % 2 %

r=

Nota: también se puede razonar como una integral binémica.

2.- i) Definamos f : R? — R mediante
f@y,2) =2+ +ay+z+e — 1.

3]
La funcién f es de clase C*° en R3. Ademas, f(0,0,0) =0y 8f (0,0,0) = (1 + ez)|(0 0.0) = 2 # 0, con

lo que basta aplicar el teorema de las funciones implicitas para concluir lo pedido en el enunciado. La

funcién z = z(z,y) serd también de clase C* en el entorno de (0,0) donde estd definida.

ii) Puesto que
fa g z(z,y)) = 2% +° +ay + 2(x,y) + 0V —1=0,

las derivadas parciales del término de la izquierda son nulas:

2 02
20 +y+(1+e )%(x,y)=0,

0z
2+ x4+ (14 €*)—(z

a_y( ,y)ZO.



0 0
Al evaluar en (z,y) = (0,0), como z(0,0) = 0, obtenemos que 8—2(0,0) = 8—2(0,0) = 0. Por tanto,
x y

(z,y) = (0,0) es un punto critico de la funcién z = z(z,y). Para determinar si z = z(x,y) presenta
un extremo relativo en (0,0), debemos estudiar la matriz Hessiana. Derivamos de nuevo las ecuaciones
anteriores para obtener las igualdades

2

0z 2 0°z
2+6z(%(x,y)) + (1 +62)W(xay) = 0;

L (0% 2 L 0%z
2+e(8_y(x’y)) +(1+e)8y2(xay)_oa
0z 0z 22
1 F— — 1 o =0.
+e ay(x,y)ax(x,y)ﬂ +e )ayax(x,y)
0? 0? 02 1
Al evaluar otra vez en (x,y) = (0,0), llegamos a 8—3;(0’0) = a—yz(0,0) =-1y ay—;x(0,0) =3
, 0%z 0%z 1 . .
Ademds, por el lema de Schwarz, ——(0,0) = (0,0) = —=. Por tanto, la matriz Hessiana de
0x0y 0yox 2

z(z,y) en (0,0) es
Hz(0,0) = (__1}2 __1{2> :

sus menores son Ay = —1 y Ay = 3/4, y la matriz es definida negativa. En consecuencia, la funcién
z = z(x,y) presenta un méximo relativo en (0, 0).

3.- i) Si consideramos el circulo de centro (0,0,1) y radio 1 situado en el plano z = 1 y lo representamos
por Ss, la superficie suma S + S3 es la frontera de un abierto acotado V', 9V = S + S3. Por el teorema
de la divergencia,

/// div(F)dxddeZ/ F-nedaz//F-neda—i—/ F.n.do,
1% oV s Ss

donde n. es vector normal a OV exterior a V. Puesto que

. OF, 0F, OF3

div(F)= — 4+ — 4+ —
v(F) ox oy 0z

//F-nedaz—/ F-n.do.
s S

Una parametrizacién de Ss es la aplicacién v : (0,1) x (0,27) — R? dada por
(r,0) — (rcos(f),rsen(d), 1),

con vectores tangentes y vector normal

:0,

tenemos la igualdad

o o
o (cos(6),sen(6),0), 50 (—rsen(f), r cos(h), 0),
_ oY _ _
nw—arxae—(o,o,r)—ne,
de donde
/F-neda:— F'nedaz—// (2rsen(6),2,2rcos(d) +1)-(0,0,r)drdd =
S S3 (0,1)x(0,2m)

_ _/01(/0277(%%05(9) +r)db) dr =~

ii) S es una superficie orientable cuyo borde 9S es la circunferencia de centro (0,0,1) y radio 1 situada
en el plano z = 1. Una parametrizaciéon de 9 es la aplicacién ¢ : [0, 27r] — R? dada por

0 +— (cos(#),sen(h), 1)

con vector tangente ¢’ (0) = (—sen(d), cos(f),0). La orientacién definida en 05 por esta parametrizacién
es la opuesta a la inducida por el vector normal n. a S considerado en el apartado anterior.
Por otro lado, al ser div(F) = 0 en R? (abierto estrellado), existe un campo G tal que
0G 0Gy 0G 0G3 0G 0G
rot(G):( 3 2, 1 3, 2 1):F
oy 0z 0z Or = O oy
en R3. Si suponemos G = 0, una solucién obtenida mediante cdlculo de primitivas es de la forma

G(z,y,z) = (0, 2?4z, 22+ 7).




Por el teorema de Stokes,

//F-nedaz//rot(G)-nedaz Gdr
s s a8
27

= —/ (0, cos®(6) + cos(6), —2 cos(0) + sen?(0)) - (—sen(h), cos(d),0) df

0

= /0277((:053(9) +cos?(A))df = —.





