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Capitulo 1

Espacios normados.

Hay problemas en el Anélisis Matematico que son més féciles de abordar si se plantean en un marco
abstracto convenientemente elegido. En muchos casos este marco consiste en un espacio vectorial dotado de
una topologia, donde la estructura lineal y la estructura topoldgica estan relacionadas adecuadamente. El

concepto de norma, que ya fue introducido en los espacios euclideos, proporciona una relacién de ese tipo.

1.1. Espacios normados.

A lo largo del curso K denotard indistintamente el cuerpo R de los niimeros reales o el cuerpo C de los

nimeros complejos.

Definicién 1.1.1 Sea E un espacio vectorial sobre K. Una aplicacién de E en R, que denotaremos por || ||,

es una norma sobre E si verifica las cuatro propiedades siguientes:
NI1. ||z|| > O para cada x € E.
N2. ||z|| =0 si, y sélo si, z = 0.
N3. ||[Az]| = |Al ||=|| para cada = € E y cada A € K.
N4. ||z +y| < |z| + ||y|| para cada z,y € E.

Un espacio normado es un par (E, || ||) donde E es un espacio vectorial sobre K y || || es una norma

sobre E.
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Espacios normados.

Observacién 1.1.2 Cuando hablemos de un espacio normado escribiremos F en lugar de (E, || ||), obviando
la norma, salvo cuando aparezcan varias y sea necesario distinguirlas. En la misma linea, si M es un subes-
pacio vectorial de E se considerard como un espacio normado provisto de la norma dada por la restriccion

a M de la norma de FE.

Asumiremos que el alumno estd familiarizado con los resultados bésicos derivados del concepto de dis-
tancia y de la topologia que ésta define, puesto que los ha estudiado en la asignatura de Topologia. Se
pueden encontrar resumidos en el apéndice A. Iremos introduciendo a lo largo del curso aquellas definiciones

y proposiciones que aun no se han visto en el Grado y que son necesarias para el desarrollo de la asignatura.

Proposicion 1.1.3 Si E es un espacio normado sobre K la aplicacién d : E x E — R definida por
d(z,y) = ||lz -yl
es una distancia sobre F.

Dicha distancia se llama la distancia inducida por la norma, y la topologia asociada a esta distancia se

conoce como la topologia de la norma.

Proposicién 1.1.4 Sea E es un espacio normado sobre K. Se verifica la sequnda desigualdad triangular:

[l = llyll] < lz =yl para cada z,y € E.

Proposicién 1.1.5 Sea E un espacio normado sobre K. Las aplicaciones siguientes son continuas cuando

en los espacios £ x E y K x E se considera la topologia producto correspondiente:

1. (z,y)»2z+yde ExEenE.
2. (Mz)—~ A de Kx Een E.

3. z—||z|| de E en R.

Observacién 1.1.6 Un espacio vectorial dotado de una topologia para la cual las operaciones de suma y
producto por escalares son aplicaciones continuas se dice que es un espacio vectorial topoldgico. Por tanto,
un espacio normado es un espacio vectorial topoldgico. Sin embargo, hay espacios vectoriales topoldgicos que
no son espacios normados: el espacio de las funciones holomorfas en un abierto del plano complejo dotado
de la topologia de la convergencia uniforme sobre los compactos de dicho abierto (denominada la topologia

compacta-abierta) es un ejemplo de ello.

Corolario 1.1.7 Sean E un espacio normado sobre K, a € E y A € K con A # 0. La traslacion T, y la

homotecia Dy, aplicaciones de F en E dadas por

Tu@)=a+z y Da(x)=Aa,
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Espacios normados.

son homeomorfismos de F en E.

Este resultado, y en particular, la invariancia de la topologia por traslaciones (que se deduce por ser T,

un homeomorfismo), permite caracterizar los entornos de cualquier punto a partir de los entornos de 0:

Corolario 1.1.8 Sean F un espacio normado sobre K y a € E. Un conjunto V es un entorno de a si, y sélo

si, V.= a+ U donde U es un entorno de 0.

Proposicién 1.1.9 Sea F un espacio normado sobre K. Sia € E y r > 0 se verifica que:
1. B(a,r)=a+ B(0,r) y B(a,r) = a+ B(0,r).
2. B(0,7) =rB(0,1) y B(0,7) = rB(0,1).
3. B(a,r) es la adherencia de B(a,7) y B(a,r) es el interior de B(a,r).

El resultado anterior no es védlido en general en espacios métricos (de hecho, los dos primeros apartados

no tienen sentido, a menos que haya una estructura vectorial subyacente).

Proposicién 1.1.10 Sean E un espacio normado y M un subespacio de E. Entonces M es un subespacio

cerrado de F.

1.2. Ejemplos.

1.2.1. Espacios euclideos y espacios de sucesiones
Lema 1.2.1 Siz,y >0y 0 <X <1, entonces

2yt A <+ (1= Ny
Ademids, si A € (0, 1) se tiene la igualdad si, y sélo si, z = y.

Definicién 1.2.2 Se dice que dos nidmeros reales p,q € (1,00) son un par de exponentes conjugados si

11
S =1
P q

También se considera que 1 e oo son exponentes conjugados.

Proposicién 1.2.3 (Desigualdad de Holder en K™) Sean p y g exponentes conjugados, p,q € (1, 00).

Siz= ($1,$27-~-a$n)7y = (y17y2a"'7yn) € KTL’ entonces

n n 1/p n l/q
>l < (; 2/”) (; ) (1.1)
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Espacios normados.

Proposicién 1.2.4 (Desigualdad de Minkowski en K") Sea p € [1,00). Si & = (21,22,...,%Zpn),y =
(y1,92,---,Yn) € K", entonces

(z": |75 + yk\p) v < (f: |xk|p> v + (zn: |yk|p) 1/p. (1.2)
k=1

k=1 k=1
Definicién 1.2.5 Sea n € N. Para cada ndmero real p > 1 y para cada x = (21, 22,...,2,) € K" se define
- 1/p
oy = (3" )
k=1

Llamamos a ||z|/, la p-norma de x.

Proposicién 1.2.6 Sea n € N. Para cada nimero real p > 1 la aplicacién || ||, : K* — R dada por

n

1/p
||, = (Z \xkv’) siz = (21,0, ...,2,) € K",

k=1

define una norma en K" .

Definicién 1.2.7 Sea n € N. Para cada x = (21, x2,...,x,) € K" se define
[2lloc = méx{|z1], [z2], ..., zal}-

Llamamos a |||/« la norma infinito o norma del supremo de .

Proposicién 1.2.8 Sea n € N. La aplicacién || ||« : K® — R dada por
|z|loo = max{|x1],|za|, ..., |Tn]} slx=(x1,29,...,2,) € K",
es una norma en K”.

Definicién 1.2.9 Sea p > 1. Se define /7 = (P(K) como el conjunto de las sucesiones z = {z,}52, de

elementos de K tales que Y 7 | |z, |P < co. Para cada x = {2, }32; € ¥ se define

> 1/p
ol = (3 leal?)
n=1

Llamamos a ||z|, la p-norma de x.
Definicién 1.2.10 Se define £ = ¢*°(K) como el conjunto de las sucesiones acotadas de elementos de K.
Para cada x = {,}22; € £*° se define

|2]lco = sup{|an| :n=1,2,...}.

Llamamos a ||z||lo la norma infinito o norma del supremo de x.

Como subconjuntos de £*° representaremos por:

(i) c al conjunto de las sucesiones convergentes,
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Espacios normados.

(ii) ¢ al conjunto de las sucesiones que convergen hacia 0, y
(iii) ¢gp al conjunto de las sucesiones con un nimero finito de términos no nulos.

Las desigualdades de Holder y Minkowski se pueden extender facilmente a estos conjuntos de sucesiones,
simplemente aplicando el caso finito a las sumas parciales y tomando limites (conviene distinguir los casos

p=1ype(1,00)). Se obtienen entonces los siguientes resultados:

Proposicién 1.2.11 (Desigualdad de Hélder) Sean p,q € [1, 00| exponentes conjugados. Para cada x =

{3771}30:1 € e Yy = {yn}%o21 € Eqv se tiene que ry = {xnyn}zozl € El Yy
leylly < [lllp [lyllq- (1.3)

Proposicién 1.2.12 (Desigualdad de Minkowski) Sea p € [1,00]. Si x,y € ¢P, entonces z +y = {z,, +

Yntpoy €Ly
Iz +yllp < lzllp + l[yllp-

Proposicién 1.2.13 Sea p € [1,00]. El conjunto ¢ = ¢(K) es un espacio vectorial sobre K y la aplicacién
I I : ¢ — R define una norma en ¢P.

Ademas, los conjuntos ¢, ¢y y cgp son subespacios vectoriales de £°°.

Observacién 1.2.14 Sip,q € (1,00), p < g, se verifican las siguientes contenciones (ver el ejercicio 18)

Coo CLLC P CllCeyCec ™.

1.2.2. Espacios de funciones

Definicién 1.2.15 Sean A un conjunto no vacio e Y un espacio normado. Se denota por Z(A,Y) el conjunto

de las funciones f: A — Y acotadas. Si f € B(A,Y), se define

[fllso = sup{[l.f (z)]|

Llamamos a || f||oc la norma del supremo de f. Si Y = K escribimos Z(A,K) = £(A).

cx € A}

Si A es un espacio topolégico, se definen:
(i) BE(A,Y) como el conjunto de las funciones f: A — Y continuas y acotadas;

(ii) %o(A,Y) como el conjunto de las funciones f: A — Y continuas que se anulan en el infinito, es decir,

tales que para cada £ > 0 existe un conjunto compacto K C A tal que ||f(z)|| <esiz ¢ K;y

(iii) %.(A4,Y) como el conjunto de las funciones f: A — Y continuas y de soporte compacto, es decir,

aquellas para las que existe un conjunto compacto K C A tal que f(z) =0six ¢ K.
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Espacios normados.

Recordemos que

y que si A es compacto, entonces € (A,Y) = BE(A,Y) =6 (A,Y) =6.(A,Y).
Proposicién 1.2.16 Sean A un conjunto no vacio e Y un espacio normado. El conjunto #(A,Y) es un
espacio vectorial sobre K y la aplicacién || || : B(A,Y) — R es una norma en Z(A,Y).

Si A es un espacio topolégico, los conjuntos 6.(A,Y), €5(A,Y) y BE(A,Y) son subespacios vectoriales
de B(A,Y).

Observacién 1.2.17
1. Si A = N resulta que #(N) = ¢(°°.

2. La norma || || también recibe el nombre de norma de la convergencia uniforme sobre A. La razén
es obvia: la convergencia de una sucesién de funciones en %(A,Y) con esta norma es precisamente la

convergencia uniforme de dicha sucesién de funciones en A.

1.2.3. Los espacios L*

Sean m la medida de Lebesgue en R™ y X un subconjunto medible-Lebesgue de R™.
Recordemos que si f es una funcién medible en X, para cualquier nimero real p > 0 la funcién |f|P es

medible.

Proposicién 1.2.18 (Desigualdad de Hélder) Sean p y ¢ exponentes conjugados, p,q € (1,00). Si f, g

son dos funciones medibles en X no negativas, entonces

. 1/p a 1/q
g S . .
/Xf dm<(/Xf dm) (/Xg dm) (1.4)

Proposicién 1.2.19 (Desigualdad de Minkowski) Sea p € [1,00). Si f,g son dos funciones medibles

en X no negativas, entonces

(/X(f—Fg)P dm)l/p < (/X fP dm)l/p + (/X g° dm)l/p. (1.5)

Las demostraciones son analogas a las del caso finito, sustituyendo sumas por integrales.

Definicién 1.2.20 Sea p un ntmero real, 0 < p < co. Para cada funcién compleja f medible en X, se define

151, = ([ 15 am) .

En principio, || f]|, es un elemento de [0, oo].
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Espacios normados.

Se define .#P(X) como el conjunto de todas las funciones complejas medibles en X para las que el

valor || f||, es finito, es decir,
LP(X)={f: X = C: fesmedibley | f|l, < co}.

Llamamos a || f|, la p-norma o la norma Z7 de f.

Definicién 1.2.21 Una funciéon f compleja medible en X estd esencialmente acotada en X si existe un

ntumero real o > 0 tal que

m({z € X :|f(z)| > a}) =0.

En estas condiciones se dice que la constante a es una cota superior esencial de f.

Se define el supremo esencial de f por
I/ llcc = inf{c : @ es una cota esencial de f}.

Si el conjunto {« : « es una cota esencial de f} es vacio (es decir, si f no estd esencialmente acotada),
entonces se define || f||oo = 0.

Se denota por Z*°(X) el conjunto de las funciones esencialmente acotadas en X.

Proposicién 1.2.22 Si f es una funcién esencialmente acotada en X, entonces su supremo esencial || f|] s

es una cota superior esencial de f.

Observacion 1.2.23 El alumno debe ser consciente de que no es lo mismo hablar del supremo esencial que
del supremo, es decir, que hemos utilizado el simbolo || f||« con dos significados diferentes: no representa la

mismo en Z*°(X) que en B(X). Por ejemplo, si consideramos la funcién f: R — R dada por

fl@)=0 siz#0;  f(0)=1;
entonces || f|lcc = 0 como elemento de .Z*°(R) y, sin embargo, |f|lcc = 1 como elemento de #(R). El

contexto nos indicard cudl es la eleccién correcta.
Proposicién 1.2.24 El conjunto £?(X), 0 < p < oo, es un espacio vectorial.

Proposicién 1.2.25 (Desigualdad de Hélder) Sean p,q € [1, oo] exponentes conjugados. Si f € £P(X)
y g € Z9X), entonces fg € LX)y
Ifglly < £y llgllq- (1.6)

Proposicién 1.2.26 (Desigualdad de Minkowski) Sea p € [1,00]. Si f, g son dos funciones de £?(X),
entonces f+¢g € ZP(X) y
1f +gllp < fllp + lgllp- (1.7)
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Proposicién 1.2.27 Sea 1 < p < oco. Para f,g € £P(X) y A € C se verifican las siguientes propiedades:
SN1) (I £ll» = 0;

SN2) | fllp =0si, y sélosi, f =0 c.s,;

SN3) [[Afllp = [ALF 1w

SN4) [ +gllp < [Ifllp + llgllp-

La proposicién anterior demuestra que || -/, define una seminorma en £P(X), es decir, cumple las
propiedades SN1, SN3 y SN4, pero un elemento puede tener norma nula sin ser nulo. Por tanto, resulta

natural dar la siguiente definicion.

Definicién 1.2.28 En .£?(X) se define la siguiente relacién de equivalencia:
f~g si,ysélosi, ||f—gllp=0 si,ysélosi, f=gcs enX.

Denotaremos por LP(X) el espacio cociente definido en .Z?(X) por la relacién ~. Si [f] es un elemento de

LP(X) se define
LA Ml = 11 £1l

siendo f un representante de [f]. Esta definicién es coherente (no depende del representante elegido) y

resulta que || ||, es una norma en LP(X).

Observacion 1.2.29 El alumno sabe que si E es un espacio vectorial y M es un subespacio vectorial,

entonces la relacion ~ definida por
x~y si,ysélosi, z—ye M,
es una relacién de equivalencia y el conjunto cociente, que se representa por E/M, tiene estructura de
espacio vectorial con las operaciones de suma y producto por escalares definidas mediante los representantes
(véase [14]).
Esta es la situacién que nos ocupa, donde M = {f € ZP(X): ||fll, =0} = {f € ZP(X): f=0cs.} es

el subespacio de ZP(X) que se estd considerando.

1.3. Espacios de Banach.

Aunque la estructura de espacio normado es bastante rica, veremos que muchos resultados fundamentales

requieren una propiedad adicional: la completitud.
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Definicién 1.3.1 Sea (X,d) un espacio métrico. Una sucesién {a,}52; de elementos de X se dice que es
de Cauchy si verifica la siguiente propiedad:

“Para cada numero real € > 0 existe un nimero natural ng (que depende de ¢) tal que
d(an, am) < €

para cada par de nimeros naturales n, m > ng.”
Proposicién 1.3.2 Sea (X, d) un espacio métrico. Toda sucesién de Cauchy estéd acotada.

Proposicién 1.3.3 Sea (X,d) un espacio métrico. Si una sucesién es de Cauchy y tiene una subsucesion

convergente, entonces la sucesiéon converge.

Proposicién 1.3.4 Sea (X,d) un espacio métrico. Toda sucesién convergente de elementos de X es una

sucesién de Cauchy.

Las demostraciones de los resultados anteriores son similares a las que se realizan en la recta real,
sustituyendo la distancia dada por el médulo por una distancia arbitraria. El reciproco de la proposicion

1.3.4, en general, no es cierto, lo que justifica la siguiente definicién.

Definicién 1.3.5 Se dice que un espacio métrico (X, d) es completo si toda sucesién de Cauchy es conver-

gente.

Proposicién 1.3.6 Sean (X,d) un espacio métrico e Y un subconjunto de X.
1. Si (Y,d) es completo, entonces Y es cerrado en X.

2. Si (X, d) es completo e Y es cerrado en X, entonces (Y, d) es completo.
Teorema 1.3.7 Si (X,d) es un espacio métrico compacto, entonces es completo.

Definicién 1.3.8 Un espacio de Banach es un espacio normado que es completo para la métrica de la

norma.
Proposicién 1.3.9 Para p € [1, 0], el espacio (¢7, || - ||,) es un espacio de Banach.

Proposicién 1.3.10 Sean A un conjunto no vacio e Y un espacio normado. El espacio (B(A,Y), || ||) €s

un espacio de Banach si, y sélo si, lo es Y.

La proposicién 1.3.6 se enuncia asi en el caso particular de los espacios normados:

Proposicién 1.3.11 Sean F un espacio normado y F un subespacio lineal de E.
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Espacios normados. 10

1. Si F es un espacio de Banach, entonces F' es cerrado en E.
2. Si FE es un espacio de Banach y F es cerrado en E, entonces F' es un espacio de Banach.

Aplicaremos este resultado en las siguientes proposiciones.

Proposicién 1.3.12 Los espacios (¢, |- |loo) ¥ (co, | - |loo) son espacios de Banach, pero (cqo, | - ||oc) no lo

€s.

Proposicién 1.3.13 Si A es un espacio topoldgico e Y un espacio de Banach, los espacios (B€(A,Y), || - [|o)
y (40(A4,Y),] - |lo) son espacios de Banach.
Si A es un espacio de Hausdorff localmente compacto, entonces %.(A4,Y) es denso en %3(4,Y) vy, en

particular (¢.(A4,Y),] - |leo) no es un espacio de Banach si €.(A,Y) # %o(A,Y).

Para probar la completitud de los espacios LP(X) (ver la proposicién 1.3.21) serd interesante caracte-
rizar los espacios normados completos como aquellos en los que toda serie absolutamente convergente es

convergente (teorema 1.3.20). Esto motiva los siguientes desarrollos.

Definicién 1.3.14 Sea F un espacio normado. Una serie de elementos de E' es un par ordenado de sucesiones

de elementos de F
{antnzi {sntnet) s (1.8)

donde
n
sn:a1+a2+~"+anzzag‘> n=12,...
Jj=1

El ntimero a,, se llama término n-ésimo de la serie y el nimero s, se denomina suma parcial n-ésima de la
o)
serie. Tradicionalmente se utiliza la notacién Y a, para representar la serie (1.8).

n=1

oo
Definicién 1.3.15 Sea E un espacio normado. Se dice que la serie Y a, de elementos de E es convergente
n=1
i1 i6n d ial oo . E . di 1 .
si la sucesién de sumas parciales {s, }°2; es una sucesién convergente. En caso contrario se dice que la serie
no converge.
Si la serie es convergente y lim, ,o, s, = s, se llama suma de la serie al elemento s y se representa

también por > 07 | an.

Es inmediata la siguiente proposicién:

Proposicion 1.3.16 Sea E un espacio normado. Si Zzozl an ¥ ZZOZI b, son convergentes y A\, u € K,

entonces >~ (Aay, + puby,) es convergente y Yo~ (Aan 4+ pbn) = AD 0 an +pud e ba.

La condicién de Cauchy aplicada a la sucesiéon de sumas parciales nos garantiza la siguiente proposicion:
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Proposicién 1.3.17 (Criterio de convergencia de series de Cauchy) Sean E un espacio normado y

>0 | an una serie de elementos de E.

1. Si )%, a, converge, verifica la siguiente condicién de Cauchy: para cada € > 0 existe N € N tal que

n
HZakH<€ sim,n€Nconn>m>N. (1.9)
k=m
2. Si E es un espacio de Banach y la serie Y~ a,, verifica la condicién de Cauchy (1.9), la serie Y | a,

converge.

Corolario 1.3.18 (Condicién necesaria de convergencia) Sean E un espacio normadoy Y .-, a, una

serie convergente de elementos de E. Entonces lim,,_, a, = 0.

Definicién 1.3.19 Sea E un espacio normado. Se dice que la serie Y | a,, de elementos de E es absolu-

. . 7 o0
tamente convergente, si la serie de nimeros reales >~ | ||a,|| converge.

Teorema 1.3.20 Sea FE un espacio normado. Son equivalentes:
1. E es un espacio de Banach.

2. Toda serie absolutamente convergente de elementos de E es convergente.

Proposiciéon 1.3.21 Sean m la medida de Lebesgue en R™ y X un subconjunto medible-Lebesgue de R".

Para p € [1, 00], el espacio (LP(X), |- ||,) es un espacio de Banach.

Nota: La convergencia en (LP(X),| - ||p) no implica la convergencia puntual, sin embargo, en la demostra-

cion de los dos resultados anteriores estd implicita la siguiente proposicion.

Proposicién 1.3.22 Sean m la medida de Lebesgue en R™ y X un subconjunto medible-Lebesgue de R™.
Para p € [1, 0], toda sucesién convergente en (LP(X),||-||,) tiene una subsucesién que converge puntual-

mente casi siempre en X.

Terminamos el primer capitulo indicando que todo espacio normado puede verse, de forma esencialmente
tnica, como subespacio denso de un espacio de Banach. Precisamos primero algunos hechos sencillos acerca

de las isometrias (ver la definicién A.4.11) lineales entre espacios normados.

Proposiciéon 1.3.23 Sea T : E — F una aplicacién lineal entre los espacios normados £ y F. Son equiva-

lentes:

i) T es una isometria.
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ii) Para todo x € E se tiene que ||T'(z)|| = ||z, es decir, T' conserva la norma.

Teorema 1.3.24 (Complecién de un espacio normado) Sea F un espacio normado. Existe un espacio
de Banach E y una isometria lineal j : F — E tal que j(F) es denso en E. Ademas, E es tnico salvo

isometrias.

1.4. Ejercicios.

Ejercicio 1 Sean E un espacio vectorial sobre K y d una distancia sobre E. Demostrar que d es una distancia

inducida por una norma si, y sélo si, se verifican las dos propiedades siguientes:
1. d(z,y) =d(z+ z,y + z) para cada z,y,z € E.
2. d(Ax,\y) = |A|d(z,y) para cada z,y € Ey A € K.

Ejercicio 2 Sean A y B subconjuntos no vacios de un espacio normado FE.

1. Si Ay B son compactos, entonces A + B es compacto.

2. Demostrar que A+ B C A+ B.

3. Demostrar que si A es compacto, A+ B = A+ B. En particular, probar que si A es compacto y B es

cerrado, entonces A + B es cerrado.
4. Dar un ejemplo de dos subconjuntos cerrados A y B de R tales que A + B no sea cerrado.
Ejercicio 3 Demostrar que todo espacio normado es conexo y localmente conexo.

. o
Ejercicio 4 Sea E un espacio normado. Demostrar que si A C E es un conjunto convexo entonces A y A

son conjuntos convexos.

Ejercicio 5 Sea E un espacio normado. Si M un subespacio vectorial de E propio (es decir, M # E),

demostrar que M = Q.

Ejercicio 6 Sean E un espacio normado y A C E numerable. Demostrar que la adherencia del subespacio

lineal generado por A es separable.

Ejercicio 7 Sea E un espacio normado. Probar que los enunciados siguientes son equivalentes:

1. E es separable.
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2. La bola abierta unidad B = B(0, 1) es separable.

3. La esfera unidad S = {x € E : ||z|| = 1} es separable.

Ejercicio 8 Sean F un espacio normado y A C E no vacio. Demostrar que los enunciados siguientes son

equivalentes:
1. A es un conjunto acotado.

2. Para cada sucesién {x,}°2; de elementos de A y cada sucesién {\,}32; de escalares que converge

hacia 0, la sucesién {A,z,}22; converge hacia el vector 0.
Ejercicio 9 Sea E un espacio normado y r > 0. Probar que E y B(0,r) son homeomorfos.

Ejercicio 10 Sean £ un sistema fundamental de entornos del vector 0 en un espacio normado E y A un

subconjunto de E. Demostrar que

A=) A+V.
Ves
Ejercicio 11 Sean (E1,| ||1), (E2, || l|2)s---, (En, || |ln); n espacios normados sobre el mismo cuerpo K. En

el espacio producto F = E; x Fy X ... E, se considera
H(Il,l‘Q, s 7I7L)|| = Sup{kaHk k= 1727 s ,TL}.

1. Probar que || || define una norma sobre E y que la topologia asociada a esta norma es la topologia

producto.

2. Probar que el espacio normado (F, ||||) es Banach si, y sélo si, (Ek, | ||x) es Banach para cada k =

1,2,....n.

Ejercicio 12 Sea {F,,}2° ; una sucesién de espacios normados no nulos sobre el mismo cuerpo K. Demostrar

que la topologia producto sobre E = HZOZI FE,, no procede de una norma sobre E.

Ejercicio 13 Sean E y F' dos espacios vectoriales y T': E — F una aplicacién lineal e inyectiva. Si || || es

una norma sobre F', probar que

[zlle = [IT(x)ll, =€ E,

define una norma sobre E.

Si, ademds, T es sobreyectiva, probar que (E, || ||«) es un espacio de Banach si, y sélo si, lo es (F, || ||).
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Nota: Obsérvese que si prescindimos de la inyectividad de T lo que se obtiene es una seminorma.

SiT es inyectiva, pero no es sobreyectiva, en general no podemos relacionar la completitud de E y de F.
Por ejemplo, veremos mas adelante que si E es de dimension finita, serd de Banach, independientemente
de T y de F. Por otro lado, si T(E) es denso en F, entonces E no serd de Banach, aunque lo sea F; lo que

ocurre por ejemplo si E = cog, F'=co y T es el operador identidad.

Ejercicio 14 Estudiar la separabilidad de £°°, ¢, ¢y ¥ coo-

Demostrar que cgg es denso en cg.
Ejercicio 15 Sea p € [1,00). Demostrar que cgg es denso en ¢P. Estudiar la separabilidad de ¢7.

Ejercicio 16 Dar un ejemplo en el espacio normado cgg de una serie absolutamente convergente que no sea

convergente.

Ejercicio 17 Sea 0 < p < 1.
1. Demostrar que (1 +z)? <1+ 2P six > 0.
2. Demostrar que (a + b)? < aP +bP si a,b > 0.

3. Sea (P el conjunto de las sucesiones z = {z,}22; de elementos de K tales que Y o, |z,[P < oo.

Demostrar que P es un espacio vectorial, pero |||, = (307 |2, [P)'/? no es una norma en £7.

4. Siz = {z, 221,y = {yn}52, € P ponemos dp(x,y) = > o, |Tn—yn|F. Probar que d, es una distancia

en /P que no proviene de una norma.
5. Demostrar que (7, d,) es un espacio métrico completo.
6. Demostrar que (7, d,) es separable.
Ejercicio 18 Sea 1 <p < ¢ < .
1. Demostrar que /7 C ¢4 y que la inclusién es estricta.
2. Demostrar que P no es cerrado en £9.
3. Demostrar que la topologia de fP es mas fina que la topologia de subespacio de £9.

Ejercicio 19 Se designa por E el espacio vectorial de las funciones definidas y continuas en [0,1] con valores
en K. Para cada f € E se define || f|j; = fol | f(z)| dx. Probar que || |1 es una norma sobre E y que el espacio

normado asi definido no es un espacio de Banach.
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Ejercicio 20 Para 0 < « < 1, se denota por Lip(«) al conjunto de las funciones complejas f definidas en

el intervalo [a, b] para las cuales existe una constante M > 0 (que depende de f) tal que

[f(s) = f(t)] < M|t —s| paracadat,s € [a,b].
1. Probar que Lip(«) es un espacio vectorial complejo.

2. Si f € Lip(«) se denota por M (f) al niimero
21(5) = sup{ L= 10

|s =t

(st € [a,b],s;ét}
y se definen

1= 1f (@)l +M(f) v fll« =sap{|f(s)] : 5 € [a,b]} + M(f).

Demostrar que || f|| y || f]|« son dos normas sobre Lip(«) y que, provisto con cualquiera de ellas, es un

espacio de Banach.

Ejercicio 21 Sea E un espacio normado y M un subespacio vectorial cerrado de E. En el espacio vectorial

cociente E/M se define la llamada norma cociente:

I2[Il = f{|jz]| : w € 2}, & € E/M.
1. Demostrar que ||| - ||| define una norma en E /M.

2. Si E es un espacio de Banach, demostrar que (E/M, ||| - |||) es un espacio de Banach.

Ejercicio 22 Sea E un espacio normado. Una base de Schauder en E es una sucesién {e,, }22; de elementos

de E tal que para cada x € E existe una unica sucesion de escalares {o, }72; tal que z =37 | ane,.

1. Para cada n € N se considera la sucesién e, = {0pm}>_;, donde 6ppy = 0sin # my Opp = 1.

Demostrar que {e,,}52; es una base de Schauder en los espacios ¢y 0 £ con 1 < p < 0.

2. Demostrar que si un espacio normado admite una base de Schauder entonces es separable.

Ejercicio 23 Sean F un espacio normado sobre Ky H un subespacio vectorial de E. Se designa por ¢y (E)

el conjunto de las sucesiones de elementos de E que convergen hacia un elemento de H.

1. Probar que ¢y (E) es un espacio vectorial sobre K con las operaciones habituales de suma y producto

por escalares.

2. Six = {z,}22, € cy(E) se escribe ||z]|o = sup{||zn| : n € N}. Demostrar que la aplicacién

x = ||z]|oc es una norma en cy(E).
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3. Demostrar que el espacio (cg(E), || ||oo) es de Banach si, y sélo si, E es un espacio de Banach y H es

cerrado.

4. Probar que E es separable si, y sélo si, lo es cy(F).

Ejercicio 24 Se denota por cs el espacio vectorial de las sucesiones {x,}52; de elementos de K tales que

la serie Y7 | x, es convergente, dotado de la norma del supremo.
1. Probar que cqg es denso en cs.
2. Probar que el espacio ¢s no es completo.

3. Se consideran los subconjuntos de cs,
A={{zp}01€cs: w9, =0,n=1,2,...} v B={{z,}321€cs:29,-1=0,n=1,2,...}.

Probar que A y B son subespacios vectoriales cerrados de cs.

4. Demostrar que A + B es un subespacio propio de ¢s y denso en cs.

Ejercicio 25 En el espacio €([0,2],R) dotado de la norma del supremo, se considera el subconjunto

H={fe%(0,2,R): f(z) =0, z €[0,1] y [ fllc <1}.
1. Probar que H es cerrado y acotado en ([0, 2], R).
2. Demostrar que para cada f € H se verifica que f02 f(z)dz < 1.
3. Determinar sup{fo2 f(x)dz: f € H}.

4. Deducir que H no es compacto en el espacio normado %([0, 2], R).
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Capitulo 2

Aplicaciones lineales continuas.

Al estudiar las aplicaciones entre espacios normados la estructura algebraica hace plantearse el estudio de
las aplicaciones lineales, mientras que la estructura topologica motiva el estudio de las aplicaciones continuas.
Por este motivo la nocién de aplicacién lineal continua (u operador continuo) de E en F es una de las més
importantes de esta teoria. Todo operador lineal entre espacios normados de dimensién finita es continuo.
Es mas, si un espacio E es de dimensién finita, todo operador lineal T" de E en un espacio normado F' es
continuo. Esto no es cierto si el espacio de origen tiene dimensién infinita y comenzaremos dando propiedades

que caractericen a los operadores lineales y continuos.

2.1. Aplicaciones lineales continuas.

Definicién 2.1.1 Dados dos espacios vectoriales F y F' sobre el mismo cuerpo K, una aplicacion T : E — F

es lineal si

Tz + py) = AT(x) + pT(y)

para todo z,y € Ey A\, u € K.
Para referirnos a una aplicacién lineal, usaremos también las expresiones operador lineal o simplemente
operador.

Como es usual en muchos textos, para cualquier z € E escribiremos T'(z) o Tz indistintamente.

En lo que sigue, si no se dice expresamente, cuando hablemos de aplicaciones lineales entre dos espacios

vectoriales F' y F', se supondrd que ambos estan soportados por el mismo cuerpo.

El siguiente resultado es clave para manejar la continuidad en espacios normados:
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Teorema 2.1.2 Sean E y F dos espacios normados sobre el mismo cuerpo K y sea T': E — F un operador

lineal. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:
1. T es continuo en FE.
2. T es continuo en 0 € F.
3. T estd acotado en la bola cerrada unidad B(0,1) de E.
4. T transforma conjuntos acotados en conjuntos acotados.

5. Existe una constante M > 0 tal que

IT(x)|| < M||z| paracadaz e E. (2.1)

6. T es uniformemente continuo en FE.

A diferencia de lo que ocurre en ausencia de linealidad o en un espacio métrico arbitrario, la continuidad
de un operador T es equivalente a que T transforme conjuntos acotados de E en conjuntos acotados de F'.
Por este motivo cuando se habla de operadores lineales entre espacios normados es usual utilizar el término

acotado como sinénimo de continuo.

Definicién 2.1.3 Sean E y F dos espacios normados sobre el mismo cuerpo K. Representaremos por
Z(E,F) el conjunto de los operadores lineales y continuos de E en F. Cuando F = E el conjunto .Z(E, E)
se representa por .Z(E).

El extremo inferior de las constantes M que verifican (2.1) recibe el nombre de norma del operador Ty
se representa por || T||, es decir,

7| =inf{M >0 : |[T(x)|]| < M|lz|| paratodo x € E}. (2.2)

La norma de un operador continuo es, de hecho, la minima de las constantes que verifican (2.1):

Proposicién 2.1.4 Si E'y F son espacios normados sobre Ky T' € Z(E, F), se verifica que

IT(@)|| <||IT| |lz|| para cada x € E'.

Proposicién 2.1.5 Sean F y F dos espacios normados sobre el mismo cuerpo K. Con las operaciones
usuales Z(F, F) es un espacio vectorial sobre K y la aplicacién || || : Z(E, F) — R definida por (2.2) es una

norma.

Proposicién 2.1.6 Sean E y F espacios normados sobre Ky T € Z(E, F). Entonces

7= sup{ o 2 0 —sup Uz @) < el = 1) = sup(T@) ol < 13-
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Proposiciéon 2.1.7 Sean E y F espacios normados sobre K. La convergencia en norma de una sucesién de
operadores implica la convergencia puntual, es decir, si T,, — T en Z(E, F'), entonces T, (z) — T(z) en F

para todo x € E.

No sélo eso, la convergencia en norma es equivalente a la convergencia uniforme en los conjuntos acotados.

Dejamos la demostracién de este hecho para el alumno (véase el ejercicio 29).

Proposicién 2.1.8 Sean Ey F espacios normados sobre K. Si F' es un espacio de Banach, entonces £ (F, F')

es tambien un espacio de Banach.

Si E es un espacio no trivial el reciproco también es cierto, pero para probarlo necesitamos el teorema

de Hahn-Banach (véase el ejercicio 73).

2.2. Espacios de dimensién finita.

Los espacios de dimension finita son los ejemplos més sencillos de espacios normados y presentan en
determinadas cuestiones un comportamiento muy particular: son siempre espacios de Banach y son los
Gnicos para los cuales todas las aplicaciones lineales son continuas, todas las normas son equivalentes y

todos los conjuntos cerrados y acotados son compactos.

Definicién 2.2.1 Sean E y F espacios vectoriales sobre K y 7" una aplicacién lineal de E en F'.

= Se dice que T es un isomorfismo lineal de E en F si T es biyectiva (recordemos que esto implica que
T~! también es lineal). Si llamamos rango de T al conjunto imagen de T, T(E), también denotado
por
Rang(T) = {Tx: x € E},
y si ker(T) = {& € E : Ta = 0} es el nicleo de T, entonces T es isomorfismo lineal si, y sélo si,

T(E) = F (es decir, T es sobreyectiva) y ker(T) = {0} (i.e. T es inyectiva).

= Si E y F son espacios normados, se dice que T es un isomorfismo topologico de E en F si T es un

isomorfismo lineal tal que T y T~ son continuas.

Proposiciéon 2.2.2 Sean E y F espacios normados sobre K y T una aplicacién lineal de E en F. Entonces

T es un isomorfismo topoldgico si, y solo si, T es sobre y existen constantes M, N > 0 tales que

Nlz|| < ||T(z)|| < M||z|| para cada z € E. (2.3)
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Proposicién 2.2.3 Sean E y F espacios normados sobre K y T un isomorfismo topolégico de E en F.
Entonces A es abierto (respectivamente cerrado, compacto, acotado) en E si, y sélo si, T(A) es abierto

(respectivamente cerrado, compacto, acotado) en F.

Proposiciéon 2.2.4 Sean E y F espacios normados sobre K topolégicamente isomorfos. Si F es un espacio

de Banach, entonces F' también lo es.

Definicién 2.2.5 Sean E un espacio vectorial sobre Ky || ||1,]| ||2 dos normas sobre E.

» Se dice que la norma || |1 es mds fina que la norma || ||2 si existe una constante M > 0 tal que

lz|l2 < M||z||y para cada x € E.

= Se dice que || |1 ¥ || ||2 son equivalentes si existen constantes M, N > 0 tales que
N|z|l1 < ||lz|l2 < M||z||s para cada z € E,

es decir, si || |1 es méas fina que la norma || |2 v || ||2 es més fina que la norma || ||;.

Ejemplo 2.2.6 En K" las normas || ||, || [, ¥ || ||, son equivalentes (véanse los ejemplos 1.2.5 y 1.2.7).
Basta observar que

lz|ly < |lz|l; £ nllzl| < nllz|, paracada z e K".
Proposicién 2.2.7 Sean E un espacio vectorial sobre K.

1. Una norma sobre E es mas fina que otra si, y sélo si, la topologia asociada a la primera norma es més

fina que la topologia asociada a la segunda.

2. Dos normas sobre E son equivalentes si, y solo si, tienen la misma topologia asociada en E.

Teorema 2.2.8 Sea E un espacio normado de dimensioén finita n. Entonces existe un isomorfismo topoldgico

T (K™ [) = (B (D

Corolario 2.2.9
1. Dos espacios normados de dimensién finita con la misma dimensién son topolégicamente isomorfos.
2. Todas las normas en un espacio normado de dimension finita son equivalentes.
3. Todo espacio normado de dimensién finita es de Banach.

4. Todo subespacio de dimensién finita de un espacio normado es cerrado.
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5. Toda aplicacion lineal de un espacio normado de dimensién finita en un espacio normado arbitrario

es continua.

6. En un espacio normado de dimensién finita un conjunto es compacto si, y sélo si, es cerrado y acotado

(teorema de Heine-Borel).

Observacion 2.2.10 Si E es un espacio normado de dimension infinita, existen operadores lineales T :
E —-KyS:FE— E no continuos. Para determinar una aplicacion lineal es suficiente con dar las imagenes
de los elementos de una base; asi, si {e,}°°; es un sistema linealmente independiente de elementos de E
con norma 1, basta pedir T'(e,) = n 'y S(en) = ne,, por ejemplo. Si, ademds, S es inyectiva, la aplicacién
I [« : E — R, dada por ||z]|« = ||S(z)]|, es una norma sobre E (véase el ejercicio 13) que no es equivalente

a | ||

Para terminar esta seccién vamos a caracterizar los espacios de dimensién finita como aquellos que

cumplen el teorema de Heine-Borel.

Definicién 2.2.11 Sea (F,d) un espacio métrico. Si z € E'y A es un subconjunto no vacio de E, se define
la distancia de x a A por

d(z, A) = inf{d(z,y) : y € A}.
Lema 2.2.12 Sean (F,d) un espacio métrico, x € F'y A es un subconjunto de E.
1. x € Asi, ysélosi, d(z, A) = 0.
2. Si A es cerrado, entonces x € A si, y sélo si, d(z, A) = 0.

Lema 2.2.13 (de Riesz) Sean E un espacio normado y F un subespacio cerrado de E con E # F. Si

0<r<1existe z, € F tal que ||z,]| =1y r <d(z,, F) <1.

Teorema 2.2.14 (F. Riesz, 1918) Sea E un espacio normado sobre K. Son equivalentes las siguientes

afirmaciones:
1. FE tiene dimension finita.
2. Todo conjunto cerrado y acotado es compacto.

3. La bola unidad cerrada B(0, 1) es compacta (es decir, E es localmente compacto).
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2.3. Ejercicios.

Ejercicio 26 Sean F un espacio normado y F' un espacio de Banach, ambos sobre el mismo cuerpo K. Si
{an}52; es una sucesién de Cauchy de elementos de E'y {7T),}52; una sucesién de Cauchy de elementos de

Z(E,F), demostrar que la sucesién {T),(a,)}>2; es convergente en F.

Ejercicio 27 Sea {T,}52; una sucesién de aplicaciones lineales continuas de un espacio normado E en un

espacio de Banach F'. Se supone:
1. Existe M > 0 tal que ||T},|| < M paran =1,2,...
2. La sucesién {T,,}22 ; converge puntualmente en un subconjunto denso de E.

Demostrar que la sucesién {7, }5°; converge puntualmente hacia una aplicacién lineal continua de F en F.

Ejercicio 28 Sean E y F' dos espacios normados sobre el mismo cuerpo y sea T una aplicacién lineal de £

en F'. Probar que las condiciones siguientes son equivalentes:
1. T es continua.
2. T transforma sucesiones de Cauchy de E en sucesiones de Cauchy de F'.
3. T transforma sucesiones que convergen a 0 en E en sucesiones acotadas de F.

4. Para cada serie > -, z;,, convergente en E, la serie Y-, T'(z,,) converge en F.

Ejercicio 29 Sean F y F espacios normados sobre K y {7,,}°2; una sucesién de elementos de .Z(E, F).

Probar que son equivalentes las siguientes afirmaciones:
1. {T,}22, converge en Z(E, F).
2. {T5,}7%, converge uniformemente en los acotados de E.

3. {T.}52, converge uniformemente en la esfera unidad de E.

Ejercicio 30 Sean E un espacio de Banach y F' un espacio normado sobre el mismo cuerpo K y 7T una
aplicacién lineal continua de E en F. Probar que si existe ¢ > 0 tal que c||z|| < |T(z)| para cada z € E,

entonces T es inyectiva y T(F) es cerrado en F.

Nota: Si F es de Banach, el reciproco también es cierto, como veremos en el ejercicio 102 del capitulo 4,

pero para demostrarlo usaremos el teorema de la aplicacion abierta que se abordard en dicho capitulo.
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Ejercicio 31 Sean p, ¢ € [1, 00] exponentes conjugados y g € LI(R). Se define el operador T, : LP(R) — K

por
7,(1) = [ F@)lz) da.
R
Probar que T}, es un operador lineal y continuo, y calcular su norma.

Ejercicio 32 Sea F = %([0,1],K) con la norma de la convergencia uniforme. Dada g € E, g > 0, sea

T: E — FE la aplicacion definida por

Demostrar que la aplicaciéon T es lineal y continua y calcular su norma.

Nota: El ejercicio se puede plantear también si g no es positiva y el resultado final es el mismo, pero la
demostracion es mds laboriosa, siendo necesario algun resultado de aprorimacion de funciones medibles por

funciones continuas, como el teorema de Lusin [15].

Ejercicio 33 Sea E = %([0, 1],K) provisto de la norma || f|j; = fol |f(x)|dx. Se considera la aplicacién T'
de E en K definida por T(f) = f(3).

1. ;Es T continua en E7

2. Demostrar que para cada n € N existe una constante M,, > 0 tal que |T'(P)| < M,||P|; para cada

polinomio P de grado a lo sumo n.

Ejercicio 34 Sea E = %.((0,1),K) el espacio de las funciones continuas en (0,1) con valores en K con

L i)

soporte compacto. Se considera la aplicaciéon T: E — K dada por T(f) = |, f) dx. Estudiar si T es un

0

operador continuo cuando a €.((0,1),K) se le dota de la norma de la convergencia uniforme.

Ejercicio 35 Se define T: /! — K por T(z) = Yoz, donde x = {z,}5°, € ¢'. Averiguar si T es una

aplicacién continua para la norma || ||c.

Ejercicio 36 Sea FE el espacio vectorial de los polinomios reales de una variable. Se definen en F las normas:
[Plloc =sup{|P(#)| : t € [0,1]} v [Pl =[Pl + [IP]loc-

Sea D la aplicacién de E en E dada por D(P) = P'.
1. Demostrar que la aplicaciéon D: (E, || ||) = (E,|| ||s) s continua y calcular ||D]|.

2. (Es continua la aplicacién D: (E, || ||ec) = (E, || ||)?

Ejercicio 37 Sean p € [1,00] vy a = {a,}32, € £>°.
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1. Probar que para cada b = {b,}>2, € (P se tiene que {a,b,}52, € ¢P.

2. Sea Ty, : P — (P dada por T, (b) = {anby}52 ;. Demostrar que T, € Z(¢?,¢?) y determinar ||T,]||. La

aplicacion T, se llama el operador multiplicacion por a.
3. Demostrar que T, o T, = T, si, y sélo si, a, =0 0 a,, = 1 para cada n € N.
4. Demostrar que T, es inyectiva si, y solo si, a, #0, n=1,2,...
5. Dar una condicién necesaria y suficiente para que T, sea biyectiva.
Ejercicio 38 Sea p € [0, 00]. Se consideran en ¢ los operadores S y T' dados por
S(x) = (0,21,22,. .., Tpy...), T={zp}rr, €L’
T(x) = (2,23, %4y, Tny...), T ={xn}req €L

llamados desplazamiento a la derecha y a la izquierda respectivamente.
Probar que S y T son operadores lineales y continuos. Determinar su norma y calcular los operadores

STyTS.

Ejercicio 39 Sea 1 <p <ooyseaT: P — ¢y dada por T'({z,}72;) = { %= }52. Demostrar que 7" es lineal

continua y no suprayectiva. Calcular ||T]].

Ejercicio 40 Sea {a,}5°; una sucesién acotada de elementos de ¢!. Para cada n € N se designa por
en = {6nm }°_,. Probar que existe una aplicacién lineal y continua 7': ¢! — ¢* tal que T'(e,,) = a,, para cada

n € N. Determinar la norma de T'.

Nota: Es interesante reflexionar sobre posibles generalizaciones de este ejercicio: por ejemplo, sbajo qué
condiciones se puede sustituir £* por (P ? ;Se puede sustituir £* por un espacio de Banach cualquier con base

de Schauder {e,}52 ¢

Ejercicio 41 Sea M = {{a,}>2; € ¢ : a, = 0si n es par}.
1. Demostrar que M es un subespacio vectorial cerrado de cg.

2. Demostrar que existe una isometria lineal y sobre de ¢g en c¢o/M (véase el ejercicio 21).

Ejercicio 42 Se designa por E el espacio vectorial de los polinomios en una variable con coeficientes en el

cuerpo K. Si P € F es el polinomio P(t) = ag 4+ ait + ... + a,t™, se define:

[Pllsc =sup{|P(t)] : 0 <t <1} y [IP|| = lao| + las| + ... + |an].
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1. Probar que || || es una norma sobre E.
2. Demostrar que ||P|loc < ||P|| para cada P € E.

3. Demostrar que no existe M > 0 tal que ||P|| < M||P||« para cada P € E.

Nota: Este ejercicio nos proporciona un ejemplo de dos normas que son comparables, pero no son equiva-
lentes. Como veremos cuando estudiemos el teorema de la aplicacion abierta, esto implica que al menos una
de las normas no proporciona a E de estructura de espacio de Banach. En este caso es sencillo comprobar

que (E,|| ||) no es un espacio de Banach.

Ejercicio 43 Sea E el espacio de las funciones de clase €™ en [a,b] con valores en K. Para cada f € E

ponemos

A1 =1 lloo + 1 oo + -+ 1P lle v Ml = 1F @1+ 1 @]+ + £ D (@] + 1™ loo,

donde || ||oo es la norma de la convergencia uniforme en [a, ).
1. Probar que las normas || || y || ||« son de espacio de Banach sobre E.

2. ;Son equivalentes las normas || || y || ||«?

Ejercicio 44 Se consideran en ¢! las normas || ||1 ¥ || ||c- ;Son comparables? La aplicacién identidad i de

(@1 1) en (€4, llso)s é€s un homeomorfismo?

Ejercicio 45 Sean X e Y dos espacios topoldgicos compactos homeomorfos. Demostrar que existe una

isometria lineal biyectiva de ¢’ (X,K) en € (Y, K).
Ejercicio 46 Sean X un conjunto no vacio y g € B(X). Se define T, de B(X) en B(X) por Ty(f) = fg.
1. Probar que T, es un operador lineal y continuo y calcular su norma.

2. Si X es un espacio topoldgico y g € BE(X), probar que To(BE (X)) C BE(X) y calcular la norma
de Ty de BE'(X) en BE(X).

Nota: Hay muchas variantes para el operador multiplicacion, por ejemplo, cuando X es medible podemos
considerar los espacios LP(X); asi, si g € L> entonces T, es un operador de LP(X) en LP(X); si g € L1

entonces T, es un operador de LP(X) en L*(X), siendo p y q exponentes conjugados.

Ejercicio 47 Si a > 0 sea C,, el espacio de las funciones f: [0,00) — R continuas y tales que

sup {e®!|f(t)] : t > 0} < 0.
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1. Probar que C, es un espacio vectorial y que la aplicacién

I flla = sup{e®|f(®)| : t > 0}, f € Ca,

es una norma sobre Cj.
2. El espacio (Cq, || |la), ies un espacio de Banach?

3. Si g € Cp se define Ty: Cy — Caqp dada por Ty(f) = g - f. Demostrar que T es lineal y continua.

Calcular su norma.

4. Si B> ay f € C, se define T(f)(z) = [y e A=) f(t) dt. Demostrar que T € £(C,,) y calcular su

norma.

Ejercicio 48 Sean z1,xs,...,x,, n vectores linealmente independientes de un espacio normado E. Probar

que existe M > 0 tal que cualesquiera que sean los escalares A1, Ag, ... A, se verifica que
H)\lxl + Aoy + -+ )\nan > M maﬁx{|)\1|, |)\2|, ey |)\n‘}
Ejercicio 49 Sean E un espacio normado sobre K y ay,as,...,a,, n vectores de E.

1. Probar que existe una constante M > 0, tal que

[Aiai + Asag + - + Apay|| < M Z | Ak %,
k=1

para cada (A1, Ag,..., A,) € K.

2. Silos vectores ay, as, ..., a, son linealmente independientes, demostrar que existe una constante L > 0,

tal que para cada (A1, Aa, ..., \,) € K™, se tiene:

n 1/2
L<Z|>\k|2> < [A\rar + Asaz + - - + Anan-
k=1

Ejercicio 50 Sea {a,,}52; una sucesién de elementos de K. Se considera el conjunto E de las sucesiones

x = {x,}22, de elementos de K, tales que

oo
Z | |? < o0.
n=1

1. Probar que E es un subespacio vectorial del espacio de las sucesiones de elementos de K.

0o 1/2
]| = (Z Ianxnl2> :
n=1

Demostrar que la aplicacién 2 — ||z|| es una norma si, y sélo si, a,, # 0 para cada n € N.

2. Siz={x,}02, € E, se define

En lo que sigue se supone que la aplicacién anterior es una norma.
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3. Probar que el espacio normado (E, || ||) es de Banach y separable.
4. Si{a,}32, es una sucesién acotada y ¢? = ¢2(K), probar:

(i) 2CE.

(ii) La inyeccién canénica I: (€2, ]]|2) — (E, | ||) es inyectiva y continua. Determinar su norma.

(iii) Dar un ejemplo de una sucesién {a, }5°; acotada de elementos de K, de forma que ¢ # E.

(iv) Demostrar que 2 es denso en E.
Ejercicio 51 Sea {a,;}52; una sucesién de elementos de K. Se considera el conjunto F de las sucesiones
x = {x,}22, de elementos de K, tales que

sup{|anzy| : n € N} < o0.

Para cada elemento x = {z,,}22, € E, se define

llz|| = sup{|anz,| : n € N}
1. Demostrar que la aplicacién  — ||z|| de E en R es una norma si, y sélo si, «,, # 0, para cada n € N.
En lo que sigue se supone que la aplicaciéon anterior es una norma.
2. Probar que el espacio normado (E, || ||) es de Banach y no separable.
3. £°(K) C E si, y sélo si, {a,}52, € £°°(K).

4. Si £>°(K) C E, probar que la inyeccién canénica I: (£°(K), || |lc) — (E,|]]), es lineal y continua.

Determinar su norma.

5. £°(K) = E si, y s6lo si, existen constantes M > 0y K > 0, tales que

K <|ay| < M, paracadaneN.

Ejercicio 52 Sean FE y F espacios normados sobre el mismo cuerpo K, 7" una aplicacion lineal de £ en F

y A un subconjunto de E. Si E es de dimensién finita y A es acotado, probar que T'(A4) es un subconjunto

compacto de F.

Nota: En otras palabras, todo operador T definido en un espacio de dimension finita es un operador

compacto (véase la definicién 7.1.1).

Ejercicio 53 Sea f: [0,1] — [0,1] continua. Se considera la aplicacién T: € ([0, 1], K) — %([0,1],K) dada
por T(g) = go f.
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1. Demostrar que T es operador lineal y continuo cuando en %([0,1],K) se considera la norma del

superior. Calcular ||T||.

2. Sea &/ un conjunto compacto del espacio (¢(]0, 1], KK), || ||«). Probar que el conjunto . = {go f : g €

&/} es también un compacto del citado espacio.

Ejercicio 54 Sean E un espacio normado y p: £ — R una seminorma, es decir, que verifica:
a) p(z) > 0 para cada = € E.
b) p(Ax) = |A| p(x) para cada = € FE y para cada A € K.
¢) p(z+vy) <p(x)+ p(y) para cada par de elementos x,y € E.
Demostrar que:
1. p es continua en FE si, y so6lo si, p es continua en 0.

2. Si E es de dimensioén finita, entonces p es continua en F.

Ejercicio 55 Sea F un espacio normado. Se supone que existe un nimero real & > 0y una sucesién {b, }°2 ;
de elementos de E tales que

lbr, — bn]| = @, n,m €N, n#m.
1. Probar que el conjunto {b, : n € N} es un cerrado de E.

2. ;Puede ser el espacio F de dimension finita?

Ejercicio 56 Sea E un espacio normado. Demostrar que los enunciados siguientes son equivalentes:

1. La dimensién de FE es finita.
2. La esfera unidad S = {z € E : ||z|| = 1} es compacto.

Ejercicio 57 Sean xg,z1,..., &, numeros reales distintos y sea {P,}52; una sucesién de polinomios de
grado menor o igual que m, tal que para cada j = 0,1,...,m la sucesién {P,(x;)}32; converge. Demostrar

que {P,}2°, converge uniformemente en [0, 1].

Ejercicio 58 Sean m € N, {P,}52, una sucesién de polinomios con coeficientes reales de grado menor o

igual que my f: [0,1] — R integrable tales que

1
hm/o Pa(t) — £(1)|dt = 0.

n—oo

Probar que existe un polinomio P tal que f(¢) = P(t) casi siempre en [0, 1].
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Capitulo 3

Espacio dual. Teorema de

Hahn-Banach

En este capitulo nos ocupamos de la dualidad entre un espacio normado y el espacio de los funcionales

lineales y acotados definidos sobre él.

3.1. El espacio dual.

Definicién 3.1.1 Sea E un espacio vectorial sobre K.

= Un funcional lineal en E es un operador lineal definido en E con imagen en K. Al espacio de los

funcionales lineales en E se le llama el dual algebraico de E y se le representa por E*.

= Si f es un funcional lineal en F, se define el nicleo de f como el subespacio {x € E : f(z) =0} y se

representa por Ker(f).

Recordemos que si f # 0, entonces Ker(f) tiene codimensién uno, es decir, existe un elemento zg € E
tal que E = Ker(f) @ (xo); o lo que es equivalente, Ker(f) es un subespacio propio maximal. El reciproco
también es cierto: si H es un subespacio propio maximal de F, entonces existe un funcional lineal f en E

tal que H = Ker(f).

Definicién 3.1.2 Sea E un espacio normado sobre K. Al espacio .Z(F,K) se le llama espacio dual de E o
dual topoldgico de E y se le representa por E’. A sus elementos se les llama funcionales lineales acotados

En virtud de la proposicién 2.1.8, el espacio dual E’ dotado de la norma de los operadores,

£ = sup{|f ()] : = <1} si feFE,
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es siempre un espacio de Banach.

Proposicién 3.1.3 Sean E un espacio normado sobre K y f un funcional lineal en E. Entonces f es continuo

si, y sélo si, Ker(f) es cerrado.
Proposiciéon 3.1.4 Sea E un espacio normado y H un hiperplano de E. Entonces H es cerrado o denso.

Observacién 3.1.5 Si f es un funcional lineal no idénticamente nulo en E y Ker(f) es denso en E, entonces

f es discontinuo.

Proposicién 3.1.6 El dual de K™ es K", es decir, existe un isomorfismo isométrico (una aplicacién lineal,

biyectiva y que preserva la norma, por lo que tanto ella como su inversa son continuas) entre K y (K™)'.
Proposicién 3.1.7 El dual de ¢ es 1.

Proposicién 3.1.8 El dual de ¢! es £°.

Proposicién 3.1.9 Sean p,q € (1,00) exponentes conjugados. El dual de /P es 4.

Observacién 3.1.10 El dual de > no es ¢! (véase el ejercicio 76).

3.2. El teorema de Hahn-Banach.

El teorema de Hahn-Banach es uno de los resultados més importantes del Anélisis Funcional. Tiene
dos versiones: la versién geométrica, que no trataremos aqui, aborda el problema de la separaciéon de dos
conjuntos convexos disjuntos por un hiperplano cerrado; la versién analitica, que sera la que demostraremos,
asegura que en un espacio normado es posible extender un operador continuo definido en un subespacio
conservando la norma.

Demostraremos primero el teorema para espacios normados reales. Es interesante hacer notar que la
versiéon compleja del teorema fue demostrada unos ocho anos después que la versién real.

Comenzaremos recordando el enunciado del lema de Zorn, necesario en la demostracion del teorema de

Hahn-Banach.

Definicién 3.2.1 Sea X un conjunto no vacio dotado de una relacién de orden parcial, que denotaremos

por <.

= Se dice que un subconjunto Y de X esta totalmente ordenado si para todo x,y € Y se verifica que

r<yoy<u.
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= Se dice que m € X es un elemento mazximal de X si para todo x € X tal que =z > m se tiene que

T =m.
= Se dice que X es inductivo si todo subconjunto totalmente ordenado de X admite cota superior.
Lema 3.2.2 (de Zorn) Todo conjunto ordenado, inductivo y no vacio admite un elemento maximal.
Teorema 3.2.3 (Hahn-Banach real) Sean E un espacio vectorial real y p: E — R una aplicacién tal que
1. p(xz +y) < p(x) + p(y) para cada z,y € E.
2. p(Ax) = Ap(z) paracada z € Ey A > 0.

Sean M un subespacio vectorial de E'y f: M — R un funcional lineal tal que f(z) < p(x) para cada x € M.
Existe F': E — R un funcional lineal tal que f(x) = F(z) para todo z € M y F(z) < p(z) para cada = € E.

Recordemos la definiciéon de seminorma.

Definicién 3.2.4 Sea E un espacio vectorial sobre K. Una aplicacién p de F en R es una seminorma sobre £

si verifica las tres propiedades siguientes:

SN1. p(z) > 0 para cada = € E.

SN2. p(Ax) = |\|p(x) para cada x € E y cada A € K.
SN3. p(z+y) < p(z) + p(y) para cada =,y € E.

Si p es una seminorma se verifica que p(0) = 0, pero puede ocurrir que p(z) = 0 para algin vector z no

nulo.

Un enunciado del teorema de Hahn-Banach (caso real) en una forma més cldsica es el siguiente:

Teorema 3.2.5 (Hahn-Banach) Sean E un espacio vectorial real y p una seminorma en E. Sean M un
subespacio vectorial de E'y f: M — R un funcional lineal tal que |f(z)| < p(z) para cada x € M. Entonces
existe F': E — R un funcional lineal tal que f(z) = F(z)siz € My |F(z)| < p(x)siz € E.

Veamos el teorema anterior cuando el espacio es complejo.

Teorema 3.2.6 (Hahn-Banach complejo) Sean E un espacio vectorial complejo y p una seminorma
en E. Sean M un subespacio vectorial de E'y f: M — C un funcional lineal tal que |f(x)| < p(z) para cada

x € M. Entonce existe F': E — C un funcional lineal tal que f(z) = F(x)siz € My |F(z)| < p(z)siz € E.
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Teorema 3.2.7 (Bohnenblust-Sobczyk) Sean F un espacio normado, M un subespacio de E'y f € M.
Existe F' € F’ tal que f(x)=F(x)siz e My ||fll = |F]-

Proposicién 3.2.8 Sean E un espacio normado, M un subespacio de E y z¢ € E tal que d = d(zo, M) > 0.
Entonces existe f € E’ tal que f(xg) =dy f(x) =0 para todo x € M.

Corolario 3.2.9 Sean E un espacio normado y M un subespacio E. Entonces zg ¢ M si, y sélo si, existe

f € E' tal que f(z9) #0y f(z) =0 para todo x € M.

Proposicién 3.2.10 Sean F un espacio normado y g € F no nulo. Existe f € E’ tal que f(xg) = ||zo|| v

IfIF=1.

Proposicién 3.2.11 Sea E un espacio normado. Si x,y € E, x # y, existe f € E’ tal que f(x) # f(y) (es
decir, E' separa puntos de E).

Corolario 3.2.12 Sean E un espacio normado y « € E. Si f(z) = 0 para todo f € E’, entonces z = 0.

Proposiciéon 3.2.13 Sea F un espacio normado. Para cada z € E se tiene que
z]l = sup{|f ()| : f € E', || f] <1}

En la demostracion de la proposiciéon anterior hemos visto que si £ es un espacio normado, para cada

x € E se define el funcional J, : E' — K por

que verifica que J, € E” y ||J;|| = ||z||. En consecuencia, la aplicacién i : E — E”, dada por i(z) = J,, es
una isometria lineal, que se llama la inmersidn candnica de E en E”.
Observemos que a partir de aqui es sencillo demostrar el teorema 1.3.24, pues si consideramos E = i(FE),

éste es un subespacio cerrado del espacio de Banach E” y, por tanto, E es un espacio de Banach. Ademds,

i+ E — E es una isometria lineal y, obviamente, su imagen i(F) es densa en E= i(E).

Definicién 3.2.14 Un espacio normado E es reflexivo si la inmersién candnica i : E < E” es sobre (es

decir, es una isometria lineal biyectiva).
Proposicion 3.2.15 Todo espacio normado reflexivo es un espacio de Banach.

Ejemplo 3.2.16

1. Los espacios de dimensién finita son reflexivos.
2. Los espacios P (1 < p < 00) son reflexivos.

3. Los espacios de Hilbert (que veremos mds adelante) son reflexivos.
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3.3. Ejercicios.

Ejercicio 59 Sea E = %([0,1],K) dotado de la norma del superior. Demostrar que el conjunto

{feE:/olf(t)dt—i-f(O):O}

es un hiperplano cerrado de E.

Ejercicio 60 Sean E un espacio normado sobre Ky f: E — K lineal. Probar que f no es continua si, y

solo si, para cada « € K, el conjunto {x € E: f(x) = a} es denso en E.

Ejercicio 61 Sean 1 < p,q < oo exponentes conjugados. Si a = {a,}>2; ¢ (P, demostrar que el conjunto

A= {x = {2}, €00 {apz, )2, €ty i AnTy = O}
n=1

es denso en /9.

Ejercicio 62 Sean F un espacio normado sobre el cuerpo K y T un elemento de E’. ;Cudntas componentes

conexas tiene el conjunto E \ ker T ?

Ejercicio 63 Sea E el espacio de las sucesiones a = {a,, }52; de elementos de K tales que Y- | n|a,| < co.
1. Probar que E es un subespacio vectorial de ¢!, E # ¢! y E es denso en ¢*.

2. Sia={a,}2, € E se define |ja|| = Y., n|ay|. Probar que la igualdad anterior define una norma

sobre E.
3. Determinar una aplicacién T: E — ¢! lineal, biyectiva y que sea una isometria.
4. Probar que (E, || ||) es un espacio de Banach.

5. Identificar el dual topolégico de E con un espacio normado de sucesiones.

Ejercicio 64 Sean E1, Es, ... E, espacios normados sobre el mismo cuerpo. Las condiciones siguientes son

equivalentes:
1. Te (B X By x -+ x Ey).
2. Existen T, € E, k=1,2,...,n, tales

T(x) :ZTk(a:k) six=(r1,22,...,2,) € By X By X -+ X Ej,.
k=1
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Ejercicio 65 Sea E = %" ([a,b],C) dotado de la norma || f|| = >"1_; || f*¥||oc- Si T € E’, probar que existen
To, 11, ..., Ty, € (€a,b],]| |loo)” tales que

T(f) = En:Tk(f(k)) para cada f € E.
k=0

Ejercicio 66 Sean {x,}>2 ; una sucesién de elementos distintos de R y sea {a,, }22 ; una sucesién de nimeros
reales estrictamente positivos. Dar una condicién necesaria y suficiente sobre la sucesién {a,}52 ; para que
la aplicacién A: €,(R,K) — K dada por A(f) = > .2 a,f(x,) sea un elemento del dual topolégico de

%.(R,K) con la norma del superior.

Nota: En este ejercicio se puede sustituir €.(R,K) por 6o(R,K) 0 B€(R,K) 0 B(R,K).

Ejercicio 67 Sean F es un subespacio vectorial cerrado de un espacio normado F y a un elemento de F

tal que a ¢ F.
1. Demostrar que existe M > 0 tal que |\| < M||Aa + x| paracada A e Ky z € F.
2. Deducir que el espacio vectorial F' @ (a) es cerrado en E.

3. Demostrar que existe K > 0 tal que ||z|| < K||Aa + z|| para cada A e Ky z € F.

Ejercicio 68 Demostrar que todo subespacio cerrado propio de un espacio normado E se puede escribir

como una intersecciéon de hiperplanos cerrados.

Ejercicio 69 Sean x1,zs,...,x, n vectores linealmente independientes de un espacio normado E.

1. Demostrar que existen n elementos f1, fa, ..., fn del dual topoldgico de F, tales que
filzj)=140;; 1,7=1,2,...,n.
2. Sea F' =(,_, Ker(fx). Probar que F es un subespacio cerrado de E tal que
y— fily)zr — fo(y)za — ... — fu(y)x, € F paracaday € E.

3. Si M es un subespacio vectorial de dimension finita de un espacio normado F, deducir que existe un

subespacio vectorial cerrado F' de F tal que E =M @ F.

Ejercicio 70 Sea E un espacio normado de dimension infinita y separable. Demostrar que existe una suce-
sién {f}52, de elementos de E’, con || f,| = 1 para cada n € N, y tal que para cada x € E, la sucesién de

escalares {f, ()}, converge hacia 0.
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Ejercicio 71 Sean E un espacio normado, F' un subespacio vectorial de E'y T': F' — ¢°° lineal y continua.

Demostrar que existe S: E — £ lineal y continua tal que ||T'|| = ||S|| y T'(x) = S(z) para cada = € F.

Ejercicio 72 Sea (> = (*°(R). Demostrar que existe un operador lineal T: £ — R tal que para cada

sucesion @ = {x, }52 4 € £ se verifica que liminf, . z, < T(z) < limsup,,_,., Tn-

Ejercicio 73 Sean F y F' espacios normados sobre el mismo cuerpo K con E # {0}. Probar que si el espacio

Z(E, F) es de Banach, entonces F' es de Banach.

Ejercicio 74 Sea F un espacio normado y A un subconjunto denso de la bola cerrada unidad de E’. Probar

que para cada x € E se verifica que

[z]| = sup{lp(z)] : ¢ € A}.

Ejercicio 75 Sean zg,x1,...,Z,, n + 1 elementos de un espacio normado E. Se supone que para cada

€ F’ se verifica que
le(o)l < lo(an)]-
k=1

Demostrar que x( pertenece al subespacio generado por los vectores z1, o, ..., Ty.

Ejercicio 76 Sea E un espacio normado. Demostrar que si el espacio dual E’ es separable, entonces E es

separable.

Nota: Si ()" fuera isomorfo a 1, como ¢' es separable lo seria (€)', y también (>° segin el problema

anterior, lo que no ocurre. Por lo tanto, ({>°)" 2 (1.

Ejercicio 77 1. Sil<p< oo, el espacio ¢P es reflexivo.
2. Demostrar que ¢! no es reflexivo.

3. Demostrar que ¢y con la norma del superior no es reflexivo.
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Capitulo 4

Tres teoremas fundamentales en los

espacios de Banach.

Este tema pertenece al niicleo del Anélisis Funcional. Junto con el teorema de Hahn-Banach, los teoremas
de Banach-Steinhaus, del grafo cerrado y de la aplicaciéon abierta forman lo que en algunos textos llaman

los cuatro pilares de esta materia.

4.1. Los teoremas de Baire.

“La forma en que frecuentemente se aprovecha el hecho de que un espacio de Banach es completo,
depende del siguiente teorema sobre espacios métricos completos, que también tiene muchas aplicaciones en
otras partes de las mateméticas” (ver Rudin [16]). Los tres teoremas que hemos citado en la introduccién se

obtienen a partir del teorema de Baire.

Teorema 4.1.1 (de Baire) Sea X un espacio métrico completo. Si {G,,}22; es una sucesién de abiertos

densos, entonces G = N5, G), es denso.

Como ejemplo de aplicacion del teorema de Baire puede verse la demostracion de la existencia de un

conjunto G5 denso en ([0, 1]) formado por funciones que no son derivables en ningin punto ([3, p.100]).

El teorema de Baire se denomina a veces el teorema de categoria.

Definicién 4.1.2 Sean E un espacio topolégico y A un subconjunto de E.

= Se dice que A es raro o nunca denso si su adherencia A tiene interior vacio.
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= Se dice que A es de primera categoria si es unién numerable de conjuntos raros.
= Se dice que A es de seqgunda categoria si no es de primera categoria.

El teorema de Baire, tomando complementarios, se enuncia asf:
Teorema 4.1.3 (de Baire) Ningun espacio métrico completo es de primera categoria.

Corolario 4.1.4 Sea X un espacio métrico completo. Si {F,}52; es una sucesién de cerrados tal que

X = U3 F,, existe n € N tal que F,, # 0.

Definicién 4.1.5 En un espacio topoldgico se dice que un conjunto es un Gy si es la interseccién de una

familia numerable de abiertos y se dice que es un Fj si es la unién de una familia numerable de cerrados.

Teorema 4.1.6 (de Banach-Steinhaus) Sean E un espacio de Banach y F un espacio normado. Si
{T;}icr es una familia de aplicaciones lineales continuas de E en F, se verifica una de las dos alternati-

vas siguientes:
1. Existe M > 0 tal que ||T;|| < M para cada i € I.
2. Existe un conjunto G, interseccién numerable de abiertos y denso en E, tal que la drbita {T;(z)}icr
de cada punto x de G por la familia {7} };c; es no acotada, es decir,
sup{||T;(x)|| : i € I} = 00 para cada x € G.
Corolario 4.1.7 Sean E un espacio de Banach y F' un espacio normado. Sea < un conjunto de operadores

lineales y continuos de E en F tal que para cada x € E la drbita o/ (x) = {T'(x) : T € &/} es acotada en F.
Entonces &7 es un conjunto acotado de Z(E, F).

Corolario 4.1.8 Sean E un espacio de Banach y F' un espacio normado. Sea {7,,}°2; una sucesién de
aplicaciones lineales continuas de F en F' tal que para cada x € E existe T'(z) = lim,, o, T5,(2). Entonces

T e Z(E,F)y |T|| < sup{|Tu] : n € N} < .

Observacién 4.1.9 Al teorema de Banach-Steinhaus también se le conoce como el teorema de la acotacién

uniforme.

Definicién 4.1.10 Sean F un espacio normado y A un subconjunto de E. Se dice que A es débilmente

acotado si f(A) es acotado de K para cada f € E’.

Proposicién 4.1.11 Sean E un espacio normado y A un subconjunto de E. Entonces A es acotado si, y

sélo si, A es débilmente acotado.
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4.2. Teorema de la aplicacion abierta.

Definicién 4.2.1 Sean X e Y dos espacios topoldgicos. Se dice que una aplicacion f de X es Y es abierta
si f(U) es abierto en Y para cada abierto U de X (es decir, si la imagen de cada abierto en X es un conjunto

abierto en Y).

Lema 4.2.2 Sean E'y F espacios normadosy T': E — F lineal. Entonces T es abierta si, y sélo si, T'(B(0,1))

es entorno de 0 en F.

Lema 4.2.3 Sean F un espacio de Banach y C' un subconjunto de E cerrado, convexo, simétrico (C' = —C')

y tal que £ = Uy nC. Entonces C es un entorno del origen.

Teorema 4.2.4 (de la aplicacién abierta) Sean E y F espacios de Banach. Si T: F — F es una aplica-

cién lineal, continua y suprayectiva, entonces T' es abierta.

Corolario 4.2.5 (Teorema del isomorfismo) Sean F y F espacios de Banach. Si T: F — F es una

aplicacién lineal, biyectiva y continua, entonces 7' es un isomorfismo topoldgico.

Corolario 4.2.6 Sea E un espacio vectorial sobre K y sean || |1 y || ||2 dos normas sobre E tales que (£, || ||1)

y (E, ] ||2) son espacios de Banach. Si una es mds fina que la otra, ambas son equivalentes.

Recordemos que si E'y F' son dos espacios de Banach, el espacio producto E x F' es un espacio de Banach

con la norma

(2, )l = méxlz]], [y}

(o cualquier otra equivalente), siendo la convergencia en E x F' la convergencia coordenada a coordenada.

Si T es un operador de E en F, el grafo de T es el conjunto
G(T) ={(z,T(x)): x € E}.
Es sencillo comprobar que si T es un operador continuo, entonces G(T') es un conjunto cerrado en E x F.

Teorema 4.2.7 (de la grafica cerrada) Sean E y F espacios de Banach y T una aplicacién lineal de FE

en F. Entonces T es continua si, y sélo si, su grafo G(T') es un conjunto cerrado en E x F.

4.3. Ejercicios.

Ejercicio 78 (Teorema de Osgood) Sean X un espacio métrico completo y { f;}:;er una familia de apli-
caciones continuas de X en C. Supongamos que para cada z € X la familia {f;(z)};c; es acotada. Probar

que existe un abierto no vacio A de X y M > 0 tal que |f;(z)| < M para cadaz € Ay cadai € I.
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Ejercicio 79 Sea E un espacio normado de dimension infinita numerable. Demostrar que F es un conjunto

de primera categoria (en E).

Nota: De este resultado se deduce que si E es un espacio de Banach, por el teorema de Baire, o bien E
tiene dimension finita, o bien tiene dimension infinita no numerable. En particular, no es posible dar en coq

o en el espacio de los polinomios una norma que los dote de estructura de espacio de Banach.

Ejercicio 80 Dar un ejemplo de un subespacio vectorial A de €([0, 1], R) que verifique las siguientes pro-

piedades:
1. A es un conjunto de primera categoria en (%([0,1],R), || |/co)-

2. A es un conjunto denso en (%([0, 1], R), || [lco)-
Ejercicio 81 1. Demostrar que L?([0,1],K) C L([0, 1], K).

2. Parar >0, sea B, = B(0,r) en L?([0,1],K). Probar que B, es cerrado en L'([0,1],K) y deducir que
L?([0,1],K) es un conjunto de primera categorfa en L!([0,1],KK).

Ejercicio 82 Demostrar que la bola cerrada unidad By2(0,1) de (¢2,]| ||2) es un conjunto raro en el espacio

(0, [l loo)-

Ejercicio 83 Sean E un espacio de Banach y F' un espacio normado sobre el cuerpo K y sea {T;};cs una
familia de aplicaciones lineales y continuas de E en F'. Se supone que existe un abierto no vacio V' de E, tal
que para cada x € V se verifica que

sup{||T;(x)|| : i € I} < 0.

Demostrar que existe M > 0 tal que para cada i € I se tiene ||T;|| < M.
Ejercicio 84 Construir una sucesién {7;,}22 ; de elementos de ¢}, puntualmente acotada pero no acotada.

Ejercicio 85 Sea E un espacio normado y sea {z,}52; una sucesién de elementos de E. Se supone que

para cada ¢ € F’, la serie
oo
Z e(@n)
n=1

es absolutamente convergente. Demostrar que el conjunto
{ in : F CN, F finito y no vacio }
i€F

es un acotado de E.
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Ejercicio 86 Sea E un espacio normado. Una sucesién {z,}52; de elementos de E se dice que converge

débilmente hacia un elemento x de F si para cada elemento ¢ € E’, la sucesién {¢(z,)}52, converge hacia

¢(z).

Sea M un subespacio vectorial de E’, denso en E’. Probar que son equivalentes:
1. La sucesién {z,}3°; converge débilmente hacia .

2. La sucesién {z,}52, es acotada y la sucesion {¢(z,)}52, converge hacia ¢(x) para cada ¢ € M.

Ejercicio 87 Sea F un espacio normado. Para cada a € (0, 1] se denota por Lip(a, F) al espacio vectorial
de las funciones f: [a,b] — F tales que ||f(s) — f(t)| < M|s — t|* para todos s,t € [a,b] y alguna constante
M > 0. Sea g: [a,b] — E. Probar que g € Lip(a, E) si, y sélo si, para cada ® € FE’ se verifica que
® o g € Lip(a, K).

Nota: Véase el ejercicio 20.

Ejercicio 88 Sea y = {y,}22; una sucesién de elementos de K tal que Zzo:l TnYn converge para cada

z = {2,}52, € ¢o. Demostrar que y € (*.

Ejercicio 89 Sean 1 < p,q < oo ntmeros reales conjugados. Sea y = {y,}52; una sucesién de elementos

o)
de K tal que Y z,y, converge para cada x = {x,}52, € ¢P. Demostrar que y € (1.
n=1

Ejercicio 90 Dado un espacio vectorial E sobre el cuerpo K, una aplicacion B : E x E — K se dice que es

una forma bilineal si
B(x + My, 2) = B(z,2) + AB(x,2) v B(z,y+2) = B(x,y) + AB(x, 2)

para cada z,y,z € Ey A € K.

Sean E un espacio de Banach y B una forma bilineal en F x E. Supongamos que:
(a) Para cada x € F existe p(z) > 0 tal que |B(x,y)| < p(x)|y|| para cada y € E.
(b) Para cada y € F existe v(y) > 0 tal que |B(z,y)| < v(y)||z|| para cada = € E.

Demostrar que existe M > 0 tal que |B(z,y)| < M||z||||y|| para cada =,y € E.

Ejercicio 91 Se designa por E el subespacio de €(]0, 1], R) formado por las funciones polinémicas en [0, 1]
con coeficientes reales. Se dota a E de la norma de L'([0,1],R). Probar que la aplicacién B: E x E — R

definida por B(p,q) = fol p(x)g(x) dz es bilineal, separadamente continua y no continua.
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Nota: FEste ejercicio nos proporciona un contraejemplo para el ejercicio anterior si se prescinde de la

hipdtesis de que E es un espacio de Banach.

Ejercicio 92 Sea X un espacio topolégico compacto. Para cada = € X se designa por T, la aplicacién de

% (X,K) en K definida por

Sean A C X, denso en X, y || || una norma en el espacio € (X, K). Se supone que:

(a) El espacio normado (¢(X,K),| ||) es un espacio de Banach.

(b) Para cada z € A, la aplicacién T, es continua cuando en € (X, K) se considera la norma || ||.
Probar que la norma || || es equivalente a la norma del superior en € (X, K).

Ejercicio 93 Para cada ntimero natural m se considera la aplicacién lineal 7, : £! — K, definida por

T ({Zn}ne1) = T

Sea || || una norma en ¢! tal que (¢1,]||) es un espacio de Banach. Demostrar que las proposiciones siguientes

son equivalentes:
1. Para cada ntimero natural m la aplicacién 7, es continua para la norma |||.
2. La norma || || es equivalente a la norma || ||;.
Ejercicio 94 Sea (E, || ||) un espacio de Banach sobre el cuerpo K. Se considera una forma lineal f: E — K.
1. Probar que la aplicacién p: E — R definida por p(z) = ||z|| + |f(z)| es una norma en E.
2. Demostrar que el espacio (E, p) es de Banach si, y sélo si, f es continua en (E, || ||).

Ejercicio 95 Sea ¢ una forma lineal sobre ¢ Si a = {a,}52; € ¢!, establecer que la igualdad
o0
lall = le(a)| + ) lan|
n=1
es una norma en .. Probar que los enunciados siguientes son equivalentes:

1. (¢%] ||) es un espacio de Banach.

2. Existe una sucesién acotada {b,}52 ; de escalares tal que

pla) = Z anbn
n=1

para cada a = {a, }32, € /L
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Ejercicio 96 Sea {g,}52; una sucesién de funciones reales, definidas y continuas en [a,b] que converge
uniformemente hacia la funcién gy en [a,b]. Sean {a,}52, v {Bn}22, sucesiones de nimeros reales que
convergen hacia ag y Bp respectivamente. Sean p,q € € ([a,b],R) y z¢ € [a,b]. Para n = 0,1,2,... se

considera el problema de Cauchy
" +pf +af =gn

(Pn) = flzo) = an
f/(xo) = Bn
Sea fy, la unica solucién de (P,) paran =0,1,2,... Demostrar que {f,}22,, {f/ 152, v {f//}22, convergen

uniformemente en [a, b] hacia fo, f} v f§ respectivamente.

Ejercicio 97 Sea FE = % ([a,b],K) provisto de la norma de la convergencia uniforme y sea F' el subespacio

de E de las funciones de clase ¢ en [a, b].
1. Probar que el subespacio F' no es cerrado en F.

2. Demostrar que la aplicacién T: F — E dada por T'(f) = f’ es lineal, no es continua pero su grafo es

cerrado.

Ejercicio 98 Sean A un subespacio vectorial cerrado del espacio € ([a, b], R) dotado de la norma del superior
y ¢ una funcién de [a,b] en R. Se supone que para cada f € A se tiene que fp € A. Demostrar que la

aplicaciéon T: A — A dada por T(f) = f es continua.

Ejercicio 99 Sea E un espacio normado sobre K y f una aplicacién de [0,1] en E. Se supone que para
cada ¢ € E’ se tiene que ¢ o f € €([0,1],K). Probar que la aplicacién T: E' — %([0,1],K) definida por
T(¢) = ¢ o f es continua.

Ejercicio 100 Sean FE y F espacios de Banach sobre el mismo cuerpo. Sea T: F — F lineal tal que

¢oT € E’' para cada ¢ € F'. Probar que T es continua.

Ejercicio 101 Sean E, F'y G espacios de Banach sobre el mismo cuerpo. Sean T' una aplicacién lineal de

E en F y {S;}ier una familia de aplicaciones lineales y continuas de F' en G. Se supone que
(a) Nier Ker(S;) = {0}.
(b) S;oT es continua para cada i € I.

Probar que T es continua.
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Ejercicio 102 Sean FE y F espacios de Banach sobre el mismo cuerpo K y T una aplicacion lineal y continua
de E en F. Probar que existe una constante ¢ > 0 tal que c||z|| < ||T(x)|| para cada x € E si, y s6lo si, T es

inyectiva y T'(F) es cerrado en F.

Ejercicio 103 Sean E un espacio normado y {z,}52 ; una sucesién de elementos de E. Se supone que para

cada elemento f € E’, la serie numérica
oo
n=1

es absolutamente convergente. Demostrar que existe M > 0, tal que para cada elemento f € E’ se tiene que

Do If(@a)l < M| f]-
n=1

Ejercicio 104 Sea E el espacio de las funciones definidas en [0, c0) y valoradas en K, continuas y acotadas

en [0,00) provisto de la norma

[flloc = sup{[f(#)[ : = O}.
1. Probar que el espacio normado definido anteriormente es de Banach.

2. Sea el conjunto F = {f: [0,00) — K: f continua y sup{(1+¢)|f(¢)] :t > 0} < co}. Probar que F es

un subespacio vectorial de E.

En lo que sigue se considera en F' la norma || |-

3. Si f € F, se define la funcién f* en [0,00) por f*(t) = tf(t). Probar que para cada f € F, se verifica
que f* € E.

4. Si T designa la aplicacién de F en E, definida por T'(f) = f*, probar que T es lineal y no continua.
5. Demostrar que el grafo de T es cerrado en F' x E.

6. El espacio F' es de Banach?

Ejercicio 105 Demostrar que no existe ninguna aplicacién T : ¢! — ¢> lineal, biyectiva y continua.
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Capitulo 5

El espacio de las funciones continuas.

En este capitulo pretendemos presentar dos resultados fundamentales en los espacios de funciones con-
tinuas: el teorema de Ascoli, que aborda el problema de la compacidad, y el teorema de Stone-Weierstrass,

que se ocupa de la densidad.

5.1. Conjuntos precompactos.

Necesitamos algunos resultados que complementen los conocimientos del alumno sobre conjuntos com-

pactos en espacios métricos. A eso dedicaremos esta seccién.

Definicién 5.1.1 Sea (E,d) un espacio métrico. Un subconjunto A de E es relativamente compacto si su

adherencia A es un conjunto compacto.

Proposicién 5.1.2 Sean (F,d) un espacio métrico y A un subconjunto de E. Son equivalentes las siguientes

afirmaciones:

1. A es relativamente compacto.
2. Todo subconjunto infinito de A tiene un punto de acumulacién (no necesariamente en A).

3. Toda sucesién de elementos de A tiene una subsucesién convergente (no necesariamente en A).

Definicién 5.1.3 Sea (E,d) un espacio métrico. Un subconjunto A de E es precompacto si para cualquier

€ > 0 existen un nimero finito de puntos x1,...,z, de A tales que A C B(z1,e)U...U B(xp,¢€).
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Proposicién 5.1.4 Sean (E,d) un espacio métrico y A un subconjunto de E.
1. Si A es compacto, entonces A es precompacto.

2. Si A es precompacto, entonces A es acotado (los conjuntos precompactos se llaman también conjuntos

totalmente acotados).
3. Si A es precompacto y B C A, entonces B es precompacto.

4. Si A es precompacto, entonces Aes precompacto.

Proposicién 5.1.5 Sean (E,d) un espacio métrico y A un subconjunto de E. Entonces A es precompacto

si, y sélo si, toda sucesién {x,}>2 ; de elementos de A tiene una subsucesién de Cauchy.

Corolario 5.1.6 Sean E un espacio métrico y A C E. Son equivalentes:
1. A es compacto.

2. A es precompacto y completo.

Proposicién 5.1.7 Sean (F,d) un espacio métrico y A un subconjunto de E.
1. Si A es relativamente compacto, entonces A es precompacto.

2. Si (E,d) es completo, entonces A es relativamente compacto si, y sélo si, A es precompacto.

5.2. El teorema de Ascoli.

Es importante saber reconocer cudando una familia de funciones es un conjunto relativamente compacto.
El teorema de Ascoli proporciona un importante criterio en el espacio de las funciones continuas definidas

en un espacio topologico compacto.

Definicién 5.2.1 Sean X un conjunto no vacio e (Y,d) un espacio métrico. Se denota por A(X,Y) el

espacio de las funciones acotadas de X en Y. Si f,g € Z(X,Y), se define

doo(f,9) = sup{d(f(x),g(x)) : x € X}.

Llamaremos a doo(f, g) la distancia del supremo entre fy g. Si Y = K escribiremos #(X,K) = #B(X).
Si X es un espacio topoldgico, se define % (X,Y) como el conjunto de las funciones f: X — Y continuas

y acotadas. Obviamente, € (X,Y) C B(X,Y) y si X es compacto, entonces B¢ (X,Y) =€ (X,Y).
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Proposicién 5.2.2 Sean X un conjunto no vacio e (Y, d) un espacio métrico. La aplicacién dn, : B(X,Y) x

A(X,Y) — R es una distancia en Z(X,Y).

Proposicién 5.2.3 Sean X un espacio topoldgico e (Y, d) un espacio métrico.

1. B(X,Y) es completo si, y sélo si, Y es completo.

2. Si X es compacto e Y un espacio métrico completo, entonces el conjunto € (X,Y") de las funciones
continuas de X en Y es un subconjunto cerrado de Z(X,Y) y, por tanto, es un espacio métrico

completo.

La definicién y las dos proposiciones anteriores generalizan la definicién 1.2.15 y las proposiciones 1.2.16
y 1.3.13. Las demostraciones son similares, con las obvias modificaciones. Aunque demostraremos el teorema
de Ascoli en este contexto, lo cierto es que en los ejemplos que vamos a manejar el conjunto Y serd siempre

un espacio normado.

Definicién 5.2.4 Sean X un espacio topolégico e (Y, d) un espacio métrico. Un conjunto &/ de funciones

de X en Y se dice que es equicontinuo en un punto xo € X si para cada € > 0 existe V € &(x¢) tal que
d(f(x), f(z0)) <e paratodo xz € V y para toda f € «.
Se dice que el conjunto &7 es equicontinuo si lo es en cada punto de X.
Observemos que si (X, p) e (Y,d) son espacios métricos, un conjunto &/ de funciones de X en Y se dice

que es equicontinuo en un punto xg € X si para cada € > 0 existe § > 0 tal que la condicién p(x,xg) < ¢

implica que d(f(x), f(zo)) < € para toda f € .

Proposicién 5.2.5 Sean X un espacio topoldgico e (Y, d) un espacio métrico. Si un conjunto <7 de funciones

de X en Y es equicontinuo en un punto xg, todas las funciones de & son continuas en dicho punto.
Teorema 5.2.6 (de Ascoli) Sean X un espacio topoldgico compacto e (Y, d) un espacio métrico completo.
Si & es un subconjunto de % (X,Y), son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1. & es relativamente compacto en € (X,Y).

2. 4/ es equicontinuo y para cada x € X el conjunto &7 (x) = {f(x) : f € &/} es relativamente compacto
enY.

Corolario 5.2.7 Sea X un espacio topolégico compacto y &/ un subconjunto de (X, K). Entonces <7 es

relativamente compacto si, y sélo si, & es equicontinuo y acotado (para la norma || ||c0)-

Corolario 5.2.8 (Teorema de Ascoli-Arzeld) Sea X un espacio topoldgico compacto y {f,}22; una
sucesién de elementos de %(X,K) equicontinua y uniformemente acotada. Entonces {f,}>2; tiene una

subsucesién uniformemente convergente en X.
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5.3. Teorema de Stone.

El clésico teorema de Weierstrass (1885) afirma que toda funcién real y continua en un intervalo compacto
puede aproximarse uniformemente por una sucesiéon de polinomios. El teorema que aqui se expone es una
generalizacion de este resultado debida a M. Stone. La demostracién que vamos a desarrollar aqui puede

encontrarse en [1, p.33] o, con pequenas variaciones, en [13, p.87].

Definicién 5.3.1 Sean X un conjunto no vacio y & un conjunto de funciones de X en K.

= Se dice que & es un algebra de funciones si &/ es un espacio vectorial tal que f - ¢ € & para cada

f,g€ .

= Se dice que & separa puntos de X si para cada par de puntos z,y € X, x # y, existe f € & tal que
f(x) # fy).

En la demostracién del teorema de Stone se utilizara el teorema de Dini, resultado cldsico dentro del

estudio de la convergencia uniforme de sucesiones funcionales reales.

Teorema 5.3.2 (de Dini) Sea X un espacio topoldgico compacto. Sea {f,,}22 ; una sucesién de elementos

de ¥ (X,R) tal que:

1. {fn}22, es mondtona en X, es decir, bien {f,(z)}22; es no decreciente para todo x € X, bien

{fn(2)}2, es no creciente para todo x € X, y
2. converge puntualmente hacia una funcién f € €(X,R).

Entonces {f,}52, converge hacia f uniformemente en X.

Teorema 5.3.3 (de Stone-Weierstrass) Sean X un espacio topoldgico compacto y <7 una subélgebra de

¢ (X,K) tal que:
1. 1 € &, es decir, & contiene a todas las funciones constantes.
2. o separa puntos de X.
3. Si f € o/, entonces f € o (obsérvese que si K = R esta condicién es superflua).

Entonces &7 es densa en % (X, K) con la topologia de la convergencia uniforme.

Teorema 5.3.4 (de Weierstrass) Sea X un subconjunto compacto de R™. Si f: X — K es una funcién
continua, existe una sucesién {P,}52; de polinomios de n variables con coeficientes en K que converge

hacia f uniformemente en X.
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Proposicién 5.3.5 El conjunto de los polinomios trigonométricos, funciones de la forma y ape™ con

coeficientes aj complejos, es denso en %,([0, 27|, C), el espacio de las funciones complejas, continuas en R y

2m-periddicas.

Corolario 5.3.6 El conjunto de los polinomios trigonométrios >°;_  axe®*" es denso en LP([0, 27], C) para

p € [1,00).

5.4. Ejercicios
Ejercicio 106 Sean A y B dos subconjuntos de un espacio normado.
1. Si A es relativamente compacto, entonces A + B = A + B.

2. Si A y B son relativamente compactos, probar que A + B es relativamente compacto.

Ejercicio 107 Sean F un espacio de Banach y F' un espacio normado, ambos sobre el mismo cuerpo K, y
sea T una isometria lineal de E' en F'. Si A es un subconjunto de E tal que T'(A) es relativamente compacto

en F, pruébese que A es relativamente compacto en E.

Ejercicio 108 Sea X un espacio métrico. Una familia no vacia . de funciones de X en K se dice que es
uniformemente equicontinua en X si para cada € > 0 existe § > 0 tal que | f(z) — f(y)| < € para cada f € F

y para cada par de elementos z,y € X con d(z,y) < J.

1. Sean X un espacio métrico compacto y % una familia no vacia de funciones de X en R. Demostrar

que .% es uniformemente equicontinua en X si, y sélo si, % es equicontinua en X.

2. Dar un ejemplo de una familia .% de funciones de R en R que sea equicontinua en R pero que no sea

uniformemente equicontinua en R.

Ejercicio 109 Sean E y F' dos espacios normados sobre K y o/ una familia de aplicaciones lineales de E

en F'. Probar que las condiciones siguientes son equivalentes:
1. &/ es uniformemente equicontinua en E.
2. o/ es equicontinua en F.
3. & es equicontinua en 0.

4. &/ es un conjunto acotado en Z(FE, F).
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Ejercicio 110 Sean E y F espacios normados sobre el mismo cuerpo K y sea {T},}5°; una sucesién equi-

continua de aplicaciones lineales de E en F'. Se considera el conjunto
H={xeE:{T,(x)};>, es de Cauchy}.
Demostrar que H es un subespacio vectorial cerrado de E.

Ejercicio 111 Sea M > 0. Demostrar que el conjunto & = {f € €*(R,R) : |f'(z)] < M, z € R} es

equicontinuo.

Ejercicio 112 Sea E el espacio de las funciones reales definidas y de clase € en [0, 1]. Se dota a E de la
norma || f]| = || flleo + ||/ |lcc- Probar que &/ C E es relativamente compacto en (E, | ||) si, y s6lo si, & es

acotado en (E, | ||) y el conjunto {f’: f € &/} es equicontinuo.

Ejercicio 113 Sea ¢ = {g € €([a,b],R) : g(x) = [ f(t)dt, f € B} donde B = B(0,1) en €([a,b],R).

Demostrar que ¢ es relativamente compacto en % ([a, b], R).

Ejercicio 114 Sea K : [a,b] x [a,b] — K una funcién continua. Sea T': (¢[a, b], K) — (€[a, b], K) el operador
dado por

b
@)@ = [ Ko
1. Demostrar que T es lineal y continuo.

2. Demostrar que T'(B(0,1)) es relativamente compacto de % ([a, b], K).

Ejercicio 115 Sean [a,b] un intervalo compacto de la recta y K una aplicacién continua de [a,b] X [a, ]

en C. Para cada f € L%([a,b],C) se define la funcién f* en [a,b] por:
b
@ = [ Koo
1. Si f € L*([a,b],C), probar que f* es continua en [a, b].

2. Probar que el conjunto {f* : f € L?([a,b],C), ||fll2 < 1}, es relativamente compacto en ¢ ([a,b],C)

provisto de la norma del superior.
3. Probar que el conjunto {f*: f € L?([a,b],C), | fll2 < 1}, es relativamente compacto en L?([a,b], C).

4. Se define la aplicaciéon T': L?([a,b],C) — L?([a,b],C), por T(f) = f*. Demostrar que T es lineal y
continua.
Ejercicio 116 Para cada f € L?([—m,7],C) se define la funcién f*: [-m, 7] — C por:

[ (z) = /7T cos(x —t) f(t) dt.

—T
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1. Si f € L*([—m,n],C), probar que f* es continua en [—, 7.

2. Probar que el conjunto {f*: f € L*([—m,n],C), ||f|l2 < 1} es relativamente compacto en € ([, 7], C)

provisto de la norma del supremo.

3. Se define la aplicaciéon T: L?([—n,7],C) — L?([—m,7],C), por T(f) = f*. Probar que T es lineal y

continua.

Ejercicio 117 Sea F una funcién continua de R? en R. Para cada f € €([0, 1], R), se considera la funcién
f* definida en [0,1] por
£ = [ Pl s
0

Demostrar que f* es continua en [0, 1]. Se considera el conjunto
o ={f": f €C(0,1],R), [[fllec <1}

Probar que & es un conjunto relativamente compacto en ([0, 1], R) provisto de la norma del superior.

Ejercicio 118 Sea FE el conjunto de las funciones continuas f: R — K tales que los limites lim,_, _, f(x)

y lim, o f(x) existen y son finitos.
1. Demostrar que F es un subespacio de Z(R, K).
2. Demostrar que E es cerrado en Z(R,K) dotado de la norma del superior.

3. Determinar los conjuntos relativamente compactos del espacio (E, || |lco)-

Ejercicio 119 Sean X un espacio topoldgico y &/ un subconjunto no vacio de € (X, K) y equicontinuo en

cada punto de X. Para cada x € X se considera el conjunto <7, = {f(z) : f € &}.
1. Demostrar que L = {z € X : o/, es un acotado de K} es un conjunto abierto y cerrado en X.

2. Si X es conexo y compacto y L es no vacio, probar que &/ es un conjunto relativamente compacto en

(€(XK); [ loo)-
Ejercicio 120 Sea </ un subconjunto no vacio de ([0, 1], K). Se supone que:
1. El conjunto {f": f € &/} es un acotado del espacio normado (%([0, 1], K), || |lec)-
2. Existe a € [0, 1] tal que el conjunto {f(a) : f € &} es un acotado de K.

Demostrar que & es un conjunto relativamente compacto en (%¢([0, 1], K), || [|loo)-
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Ejercicio 121 Sea f: [0,00) — R continua y tal que existe lim,_, f(z) y es finito. Demostrar que para

cada € > 0 existen P y @, polinomios con coeficientes reales tales que grad P < grad Q y Q(z) # 0 para

x > 0, de modo que |f(z) — ggi“ < ¢ para cada x > 0.
Ejercicio 122 Demostrar que ([0, 1],R) es separable.

Ejercicio 123 Sea f: [0,1] — R continua y tal que fol 2" f(z)de = 0 n = 0,1,2,.... Demostrar que
f=0.

Ejercicio 124 Sea X un espacio métrico compacto y &/ una subdlgebra de ¢ (X,K) tal que 1 € & y tal
que f € o si f € &/. Demostrar que ./ es denso en € (X, K) si, y sélo si, &/ separa puntos de X.

Ejercicio 125 Sea X un espacio topoldgico compacto. Se supone que existe una aplicacién continua e
inyectiva f: X — R.

1. Para cada n = 0,1,2,... se define g,(z) = f"(z), x € X. Determinar la adherencia en ¢(X,K)

(dotado de la norma del supremo) del subespacio vectorial generado por {g, : n=10,1,2,...}.

2. Sean E un espacio normado y T: (X, K) — F una aplicacién lineal continua tal que T'(g,,) = 0 para

n > 0. ;Qué puede decirse de T7

3. Si X =10,1] y h € €(]0,1],R) verifica que
1
fH(®)h(t)dt =0
0
para cada n > 0, probar que h = 0.

Ejercicio 126 Sea I = [0, 1].
1. Demostrar que no existe una aplicacion continua e inyectiva de I x I en R.

2. Sean f € €(I x I,R) y </(f) el subespacio lineal generado por {1, f, f2,...}. Demostrar que .27 (f)
no es denso en ¢(I x I,R).

Ejercicio 127 Para cadan =0,1,2,... se define la funcién f,: [0,00) — R por
fn(t) =e "
1. Probar que el subespacio lineal generado por el conjunto
{fn:n=0,1,2,...}

es denso en el subespacio de Banach de (¢([0,0),R), || |ls) formado por las funciones que tienen

limite finito en infinito.
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2. Demostrar que si h € €(]0,00),R) tiene limite finito en infinito y

/ e "h(t)dt =0
0

para cada n > 0, entonces h = 0.

Ejercicio 128 Sean X un espacio topolégico compacto, a € X y &/ un dlgebra de funciones continuas de

X en R. Se supone que:
1. f(a) =0 para cada f € .
2. & separa puntos de X.
Probar que para cada ¢ > 0 y para cada g € €(X,R) con g(a) = 0, existe f € & tal que ||f — g]|oo < &.

Ejercicio 129 Se considera el conjunto
A={fe€%(0,1],C): |f(x)] =1 para cada = € [0,1]}.
Probar que el subespacio generado por A es denso en el espacio (4([0,1],C), || ||o)- iSigue siendo vélido el

resultado si se sustituye C por R?

Ejercicio 130 Se designa por & el espacio vectorial de los polinomios en una variable con coeficientes en
R, normado por

|P|| =sup{|P(z)| : 0 <2z <1}, Pe 2.
Si a, b son ntmeros reales con a < b, se considera la aplicaciéon T, de & en R, definida por

Tab(P):/ P(z)dx.

Sia¢[0,1] 0b ¢ [0,1], probar que la aplicacién Ty, no es continua.

Ejercicio 131 Sea M un subespacio vectorial cerrado de (¢([0,1],C),| ||co) formado por funciones lips-

chitzianas. Si t,s € [0,1], t # s, se considera la aplicacién Tis: M — C dada por:

7)) = 1(s)

Tts(f): t—sg

1. Demostrar que T es lineal y continua.
2. Demostrar que existe C' > 0 tal que ||T3,]| < C para todos t,s € [0, 1], t # s.

3. Demostrar que M es de dimensién finita.
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Capitulo 6

Espacios de Hilbert.

En este tema trabajaremos con espacios normados cuya norma proviene de un producto interno, lo que
dota al espacio vectorial de una estructura geométrica ligada a su estructura de espacio métrico. En esta

linea el concepto de ortogonalidad es fundamental.

6.1. Productos internos.

Definicién 6.1.1 Sea E un espacio vectorial sobre K. Un producto interno sobre E es una aplicacién (-, -)

de E x E en K que verifica las siguientes propiedades:
1. (x+y,z) ={x,2) + (y,2) para todos z,y,z € E.
2. (Azx,y) = Mz, y) para todos z,y € E, A € K.
3. (z,y) = (y,z) para todos z,y € E.

4. (z,x) > 0 paratodoz € Ey (x,x) = 0 si, y solo si, z = 0.

Un espacio prehilbertiano o con producto interno es un par (E,(-,-)) donde E es un espacio vectorial sobre

Ky {-,-) es un producto interno sobre E.

Proposicién 6.1.2 Sean E un espacio vectorial y (-,-) un producto interno sobre E. Se verifican las si-

guientes propiedades:
1. {(z,\y) = Mz, y) para todos =,y € E, A € K.

2. (z,y + 2) = {x,y) + (z, z) para todos z,y,z € E.
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3. (z,0) = (0,y) = 0 para todos z,y € F.
4. Si (x,y) =0 para todo y € E, entonces z = 0.

Teorema 6.1.3 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sea E un espacio prehilbertiano. Si z,y € E se

verifica que
[z, y)|* < (2, 2){y, y).

La igualdad se da si, y sélo si, el conjunto {x,y} es linealmente dependiente.

Proposicién 6.1.4 Sea F un espacio prehilbertiano. Para cada = € E se define

o]l = (ar,2) /2, (6.1)

1. Para cada z,y € F se tiene que

Iz +yl1* = ll2]® + [ly]* + 2Re((z, y)).

2. La aplicacién || || de E en R es una norma sobre E.

Definicién 6.1.5 Un espacio de Hilbert es un espacio prehilbertiano completo para la norma definida

por (6.1).
Ejemplo 6.1.6
1. El espacio K™ es un espacio de Hilbert cuando se considera el producto interno

n
<:c,y> = Zxk’ylw T = (zla"'axn)ay = (y17"'7yn) € K"
k=1

2. El espacio £?(K) es un espacio de Hilbert cuando se considera el producto interno

(@9) =Y @nn o= {a}ole,y = {ynlois € C(K).

n=1
3. Si X es un conjunto medible de R™, el espacio L?(X,K) es un espacio de Hilbert cuando se considera

el producto interno

(o) = [ S05@ e, 1.9 XK.
X
Proposiciéon 6.1.7 Sean E un espacio prehilbertiano y x,y € E. Se verifican las siguientes igualdades:

1. Identidad del paralelogramo:

lz + yl* + lle — yl* = 2]l2l* + 2[ly]1*.

2. Identidades de polarizacion:
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i) Si E es real,
1
() = (e +yll* = o = yll*).

ii) Si E es complejo,

Re((@,9) = (el ~ e —9l?) v Im((m,5)) = 2(le +igll> — o — i),

Observacion 6.1.8 Si E es un espacio normado en el que se verifica la ley del paralelogramo, entonces
existe un producto interno (,) tal que

lz)|* = (x, )

para cada x € F, es decir, E es de hecho prehilbertiano. La prueba de este hecho puede encontrarse en [20,
p.108].

Obsérvese también que, de acuerdo con la identidad de polarizacién, en un espacio prehilbertiano el
producto interno queda determinado por la norma: conocer la norma de cualquier vector permite conocer el

producto interno de cualquier par de ellos.
Proposicién 6.1.9 Sea E un espacio prehilbertiano. La aplicacién (z,y) — (x,y) de Ex E en K es continua.

Proposicién 6.1.10 Sean F un espacio prehilbertiano y a € E. El funcional  — (x,a) de E en K es lineal

y continuo.

Proposicion 6.1.11 La complecién de un espacio prehilbertiano es un espacio de Hilbert.

6.2. Ortogonalidad.

Definicién 6.2.1 Sea E un espacio prehilbertiano.
= Se dice que dos elementos x,y de E son ortogonales si {(x,y) = 0 y se representa por x L y.

= Un subconjunto A de E se dice que es ortogonal si x 1 y para todos x,y € A, = # y. Si ademaés

lz]| = 1 para todo « € A se dice que A es un conjunto ortonormal.

= Se dice que un conjunto A es ortogonal a un conjunto B si | y para todo xz € Ay todoy € B,y se

representa por A 1 B.

= Si A es un subconjunto de E, se define el conjunto ortogonal de A por

At ={z e E:x Lyparatodoyc Ay ={z € E: (2,y) = 0 para todo y € A}.
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Proposicién 6.2.2 Sea F un espacio prehilbertiano y sean A y B dos subconjuntos de E. Se verifican las

siguientes propiedades:
1. Si A C B entonces B+ C AL,
2. (AuB)* =AtnBt.
3. AC ALy At =AML
4. An At C{o}.
5. B+ ={0} y {0}t = E.
6. A’ es un subespacio vectorial cerrado de E.

Teorema 6.2.3 (de Pitagoras) Sean E un espacio prehilbertiano y {x1, 2, ..., 2, } un conjunto ortogonal
finito. Entonces

loy + -+ @nll® = e[ + -+ flall”.

Definicién 6.2.4 Sean (FE,d) un espacio métrico, F' un subconjunto de E no vacio y a € E. Una proyeccidn
de a sobre F' es un punto b € F tal que d(a, F) = d(a,b).
En general un punto no tiene necesariamente proyeccién sobre un conjunto y si la tiene no es necesaria-

mente Unica (véanse los ejercicios 148 y 149).

Teorema 6.2.5 (de la proyeccién) Sean H un espacio de Hilbert y C un subconjunto cerrado, convexo
y no vacio de H. Cada punto de H tiene una unica proyeccion sobre C, es decir, dado = € H existe un tnico

y € C tal que d(z,C) = ||z — y||

Nota: SiC un subconjunto cerrado, convexo y no vacio de H, representaremos por Po(x) la dnica proyeccion

de x sobre C.

Proposicién 6.2.6 Sean H un espacio de Hilbert y M un subespacio vectorial cerrado de H. Siz € H y

Pyr(z) es la proyeccién de x sobre M, entonces z — Py(z) € M*.

Corolario 6.2.7 Sean H un espacio de Hilbert y M un subespacio vectorial cerrado de H. Entonces

H=Mao M*.

Corolario 6.2.8 Sean H un espacio de Hilbert y M un subespacio vectorial cerrado de H, distinto de H.

Entonces existe z € H, z # 0, tal que z € M+ (es decir, M+ # {0}).
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Proposiciéon 6.2.9 Sean H un espacio de Hilbert y M un subespacio vectorial cerrado de H. Entonces

M = M+,

Corolario 6.2.10 Sean H un espacio de Hilbert y A un subconjunto de H. Entonces A+t = (A), donde

(A) es el subespacio vectorial generado por A.

Corolario 6.2.11 Sean H un espacio de Hilbert y A un subconjunto no vacio de H. Entonces (A ) es denso

en H si, y sélo si, AL = {0}.

Proposicién 6.2.12 Sean H un espacio de Hilbert y M un subespacio vectorial cerrado de E. La aplicacién

Py H — H que envia cada punto x sobre Pys(x), la proyeccién ortogonal de x sobre M, verifica que:
1. Pys es un operador lineal continuo tal que ||Pas|| = 1, a menos que M = {0}.
2. Py(z) =z si, y sblo si, x € M.
3. Py(H)=My Py(M)=M.
4. Py (M*) = {0}, de donde Ker(Pys) = M+.
5. P%, = Py (Py es idempotente).
6. Py =1 — Py, donde [ es la aplicacién identidad.

Teorema 6.2.13 (de representacién de Riesz) Sean H un espacio de Hilbert y f un funcional lineal

sobre H. Son equivalentes:
1. f es continuo en H.
2. Existe y € H tal que f(z) = (z,y) para todo = € H.

Ademsds, en estas condiciones, el punto y es dnico y || f]| = ||ly]|-

6.3. Sistemas ortonormales completos.

Esta seccién se dedica a caracterizar los sistemas, maximales respecto de la contencién, formados por
vectores unitarios y ortogonales dos a dos, denominados sistemas ortonormales completos. Como se verd, di-
chos sistemas permiten representar los vectores del espacio de Hilbert en serie de Fourier, y su numerabilidad

caracteriza a los espacios separables.
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Proposicién 6.3.1 Sean F un espacio prehilbertiano y A un subconjunto ortogonal de F tal que 0 ¢ A.

Entonces A es un conjunto linealmente independiente.

Proposicién 6.3.2 Sean E un espacio prehilbertiano, {uy,us,...,u,} un conjunto ortonormal finito y

M = ({u1,uz,...,u,}). Si z € E, la proyeccién de x sobre M viene dada por Py(x) = > p_ {z, ug)u.

Observacion 6.3.3 En el resultado anterior se ha probado que si M es un subespacio vectorial de dimensién
finita, entonces cada punto x € E tiene una tnica proyeccién sobre M, independientemente de que E sea

completo o no.

Proposicién 6.3.4 (Método de ortonormalizacién de Gram-Schmidt) Sean E un espacio prehilber-

tianoy {x, : n = 1,2...} unsistema libre de vectores (finito o infinito numerable). Se definen por recurrencia:

n—1
=21, wr=u1/lnll e Yo =n— Y (@n, )k, Un = yn/|lyn] paran > 2.
k=1
Entonces {u, : n = 1,2,...} es un conjunto ortonormal y para cada n se verifica que ({uy,us,...,up}) =

<{J’J1,$2, . ,.’L‘n}>

Proposicién 6.3.5 (Desigualdad de Bessel) Sean E un espacio prehilbertiano y A un subconjunto or-

tonormal. Entonces para todo z € E y uy,us,...,u, € A se tiene que

n
> e un) P < ).
k=1

Observacién 6.3.6 Si E es un espacio prehilbertiano separable, cualquier conjunto ortonormal tiene que
ser necesariamente a lo sumo numerable, lo que nos permitiria en lo que sigue trabajar con series. Sin
embargo, hemos preferido no anadir esta restriccién, aunque el precio a pagar es que el alumno debe cononer

la definicién y algunas propiedades de las familias sumables, que puede encontrar en el apéndice B.

Corolario 6.3.7 Sean F un espacio prehilbertiano y {u; };cyr una familia ortonormal de vectores de E. La

familia {|[(z,u;)|?}ier es sumable y 3. x,u;)|? < ||z||? para cada x € H.
i€l

Corolario 6.3.8 Sean E un espacio prehilbertiano y {u, : n € N} un conjunto ortonormal numerable.

Entonces Y7, z, un)* < |jz||?

Proposicién 6.3.9 Sean E un espacio prehilbertiano y {x;};c; una familia sumable de elementos de E. Si

T =) ;s Ti, entonces la familia {(z;,y)}icr es sumable y > ./ (7;,y) = (v,y) para cada y € E.

Teorema 6.3.10 (de Riesz-Fischer) Sean H un espacio de Hilbert, {u;};c; un sistema ortonormal y

{Ai}ier una familia de escalares. Las condiciones siguientes son equivalentes:
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1. Existe z € H tal que (z,u;) = \; para cada i € I.
2. La familia {|\;|*};cr es sumable.
3. La familia {\;u;};cr es sumable en H.

Andlogamente se prueba el teorema de Riesz-Fischer para el caso numerable:

Proposicién 6.3.11 Sean H un espacio de Hilbert, {u,}52; un sistema ortonormal numerable y {\,}%2

una sucesién de escalares. Las condiciones siguientes son equivalentes:
1. Existe € H tal que (x,u,) = A\, paracadan=1,2,....
2. 5 A)? < o0
3. > 02 Anuy, converge en H.

Definicién 6.3.12 Sea F un espacio prehilbertiano. Un conjunto ortonormal A se dice que es un sistema
ortonormal completo o una base ortonormal de F, si A es maximal para el orden de inclusion, es decir, si

no existe ningin conjunto ortonormal que contenga estrictamente a A.

Teorema 6.3.13 Sea E un espacio prehilbertiano y B C E un conjunto ortonormal. Existe un sistema

ortonormal completo A tal que B C A.

Teorema 6.3.14 Sean H un espacio de Hilbert y B = {u; : ¢ € I} un sistema ortonormal de H. Son

equivalentes:
1. B es una base ortonormal de H.
2. =73, ;(® u;)u; para cada x € H.
3. (w,y) = > icr{@, ui)(ui, y) para todos x,y € H.
4. ||z|* = >;e; (@, u;)|? para cada z € H.
5. B+ ={0}.

6. (B) es denso en H.

Nota: La igualdad 2 del teorema anterior dice que x es igual a la suma de la serie de Fourier de x respecto

al conjunto ortonormal B. La igualdad 4 se conoce como la identidad de Parseval.
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Proposicién 6.3.15 Sea H un espacio de Hilbert y sean A y B dos bases ortonormales de H. Entonces A

y B tienen el mismo cardinal.

Proposicién 6.3.16 Sea H # {0} un espacio de Hilbert. Entonces H es separable si, y s6lo si, H tiene una

base ortonormal a lo sumo numerable.

Definicién 6.3.17 Se llama dimension ortogonal de un espacio de Hilbert al cardinal de un sistema orto-

normal completo.

En lo que resta del capitulo probaremos que todo espacio de Hilbert es isomorfo a un espacio modelo
de familias de cuadrado sumable, #2(I,KK), donde el conjunto de indices I tiene como cardinal la dimensién

ortogonal del espacio.

Definicién 6.3.18 Sea I un conjunto no vacio. Se denota por ¢?(I,K) al conjunto
(1,K) = {x = {Ni}ier : A € Ky {|Ai|*}ier es sumable}.

En ¢2(I,KK) se consideran la suma y producto por un escalar habituales. Veremos que dichas operaciones

dan a ¢?(I,KK) estructura de espacio vectorial sobre K.

Proposicién 6.3.19 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sean A = {\;}icr v p = {i }ier elementos de
¢%(I,K). Entonces {\;j;}ics es sumable y se verifica la desigualdad de Cauchy-Schwarz:
> ol <IN il
i€l il il
Proposicién 6.3.20 (Desigualdad de Minkowski) Sean A = {\;}icr v 0 = {p:}ics dos elementos de
?%(I,K). Entonces A\ + p = {\; + pi }ier € £2(I,K) y se verifica la desigualdad de Minkowski:
O+l < O I+ O w2,
icl iel iel
La desigualdad de Minkowski demuestra que la suma y producto por escalares en ¢2(I,K) dotan a este
espacio de estructura de espacio vectorial sobre K y que la aplicacién
A= {Adier = 1A= O )2
ieK
de ¢(I,KK) en R es una norma sobre ¢2(I,K). Es facil ver que este espacio normado es un espacio de Banach.
Ademés, si A = {\; }ier € £2(1,K) se tiene que A = {\;}ier € £2(I,K). Por la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, si A = {\;i}ier v 10 = {ui yier € 02(1,K),
<)‘7 /’[’> = Z )\iﬂi
iel

estd bien definido y es un producto interno sobre ¢2(I,K) cuya norma asociada es la anterior.
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Proposicién 6.3.21 Sea I un conjunto no vacio. Para cada i € I sea e; = {d;;}jer la familia de elementos

de K dada por §;; = 1y 6;; = 0'si j # i. La familia {e; };c; es un sistema ortonormal completo para ¢*(I, K).
Proposicién 6.3.22 ¢%(I,K) es separable si, y sélo si, I es a lo sumo numerable.

Teorema 6.3.23 Sea H un espacio de Hilbert sobre K. Existen un conjunto I y un operador lineal 7' de H

en (2(I,K), biyectivo y tal que

(T'(x), T(y)) = (x,y) para cada par de elementos x,y € H.

6.4. Ejercicios.

Ejercicio 132 Demostrar que el completado de un espacio prehilbertiano es un espacio de Hilbert.
Ejercicio 133 Demostrar que si p € [1,00], p # 2, entonces £P no es un espacio de Hilbert.
Ejercicio 134 Demostrar que %([a,b], K) no es un espacio de Hilbert.

Ejercicio 135 Sean E y F dos espacios vectoriales y T : E — F una aplicacién lineal e inyectiva. Si ( , )

es un producto interno sobre F', probar que

(x,y)* = <T(J?),T(y)>, T,y € E7

define un producto interno sobre E.

Nota: La relacion de este ejercicio con el ejercicio 13 es evidente.

Ejercicio 136 Sea I un intervalo de R y sea w : I — R medible con w(t) > 0 en I. Se considera el espacio

L2,(1,K) de las funciones f: I — K medibles tales que [, |f(t)[*w(t) dt < oc.

1. Demostrar que L2 (I,K) es un espacio vectorial. Se identificaran en L2 (I,K) funciones iguales casi

siempre en I.
2. Probar que (f,g) = [; f(t)g(t)w(t) dt es un producto interno en L2 (I, K).

3. Demostrar que L2 (I,K) dotado de este producto interno es un espacio de Hilbert.

Ejercicio 137 Sea H un espacio de Hilbert.

1. Sean {z,}22; e {yn}S2, sucesiones de la bola cerrada unidad de H tales que limy, o0 (Zn, yn) = 1.

Demostrar que lim, o ||Zn — ynll = 0.
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2. Sean a € H y {x,}52; una sucesién de elementos de H. Supongamos que lim, o (Zn,a) = (a,a) y

lim,, oo ||n|| = ||a||. Entonces lim,,_, o [|zn — al] = 0.

Ejercicio 138 Se considera el conjunto E = {f € £ ([0, 1], fol f(:) dt < oo}
1. Demostrar que E es un subespacio vectorial de %([0, 1], R).
2. Probar que si f € F entonces f(0) = 0.
3. Demostrar que si f € €([0,1],R), f(0) =0y f es derivable en 0, entonces f € E.
4. Si f,g € E se define (f,g) = fl W) g(t) dt. Demostrar que (, ) es un producto interno en E.

5. Aplicando el proceso de ortonormalizacién de Gram-Schmidt a la sucesién {t"}52 ;, determinar expli-

citamente los tres primeros polinomios obtenidos.

Ejercicio 139 Sean H un espacio de Hilbert, g € H y M un subespacio vectorial cerrado de H. Demostrar
que

min{lz — zo|| : # € M} = max{|(zo,y)| : y € M, [ly] = 1}.

Ejercicio 140 Calcilese

1
ml’n{/ |23 —a — bx — cx®|*dx : a,b,c € (C}.
-1

Ejercicio 141 Hallese

1
méx‘/ 23g(x) dz|,
~1

donde g € L?([—1,1],C) estd sujeta a las condiciones

/119(33) dr = /11 zg(r) dr = /11 2?g(x) dz = 0; /11 lg(x)|? dz = 1.

Ejercicio 142 1. Sean H un espacio de Hilbert,a € H,a # 0,y M = {z € H : (x,a) = 0}. Probar que

para cada elemento y de H se tiene que d(y, M) = ||a||~!|(y, a)].
2. Sea L = {f € L*([0,1], fo (t)dt =0}.Sig(t) = e', 0 <t <1, determinar d(g, L) en L?([0, 1], C).

3. Sea A C R medible y de medida finita. Probar que la aplicacién T': L?(R) — C dada por T(f) =

Juf 4 f(x)dx es lineal y continua. Calcular la norma de T. Determinar la relacién que existe entre

d(f, Ker( ) y T(f) para f € L*(R).

Ejercicio 143 Sea L, = {z = {z,}32, € > : >_,_, 2, = 0}. Sia = (1,0,0,...), determinar d(a, L,,) en 2.

Departamento de Algebra, Ana&lisis Matematico, Geometria y Topologia. Universidad de Valladolid



Espacios de Hilbert.

63

Ejercicio 144 En ¢y se considera la norma inducida por la de ¢2. Sea f: coo — K dada por

o}

J@) =37 a= (@i € con.

n=1
1. Probar que f es un funcional lineal y continuo.

2. Demostrar que no existe y € cgo tal que f(x) = (z,y) para cada = € coo.

3. Sea F' = f~1(0). Demostrar que F+ = {0} y que coo # F + F*.

Ejercicio 145 Sea {)\,,}52; una sucesién de elementos de (0, 1].
1. Probar que para cada {z,}52; € (2, la serie Y - | A\y|x,|* es convergente.

2. Demostrar que la igualdad

Izl = " Anlaal®)V?, 2= {2}, € 2

n=1

define una norma en 2 que proviene de un producto interno.

3. Si n € N se designa por z, el elemento de ¢? dado por z, = (1,.7.,1,0,0,...), donde el tltimo 1
estd en el lugar n-ésimo. Demostrar que la sucesién {z,}5°; es de Cauchy en (£2,]]) si, y solo si,

S0 An < 00

4. Dar un ejemplo de una sucesiéon {\,}>2; de elementos de (0,1] tal que el espacio prehilbertiano

anterior no sea un espacio de Hilbert.

Ejercicio 146 Sea H un espacio de Hilbert real. Se supone que hy, hs, ..., h, son n elementos linealmente

independientes del espacio de Hilbert H. Se designa por M el subespacio vectorial de H generado por

{h1,h2,...,hp} y por P la proyeccién de H sobre M.

1. Si fe Hy ge M, demostrar la equivalencia de los enunciados siguientes:

(a) P(f) =g
(b) (f —g,h) =0 para cada h € M.

(¢) (f—g,h;) =0paracadai=1,2,...,n.
2. Dado f € H se considera la funcién F': R™ — R definida por
F(z1,20,. ) = |f =Y anhl®.
k=1
Probar que F' es de clase €°° en R".

Para g = Y, _, aghy un elemento de M, probar que las condiciones siguientes son equivalentes:
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(a) P(f) =g
oF

(b) Para cada k =1,2,...n se tiene que 5-—(ay,az,...,a,) = 0.

Ejercicio 147 Minimizar

. 2 ' () At — ! Bt —
(it re 20, [ roaar=1. [ for@a-2),

donde g y h son las funciones definidas en [0, 1] por g(t) =t y h(t) = t*.

Ejercicio 148 Sea M el conjunto de las funciones f € L([0,1]) tales que

/lf(t)dtl.
0

Demostrar que M es un subconjunto cerrado y convexo de L!([0,1]) que contiene infinitos elementos de

norma minima.

Ejercicio 149 Sea

1/2 1
M:{fe%([(),l],]K): f(t)dt/l/zf(t)dtl}.

Demostrar que M es un subconjunto cerrado y convexo del espacio (€°([0, 1], K), || || o) que no contiene ningun

0

elemento de norma minima.

Ejercicio 150 Sea H = L*([0,1],R) x L?([0,1],R) el espacio de Hilbert provisto del producto escalar

<(1’1,’LL1), ($2,U2)> = /0 ($1(t)$2(t) + Ul(t)UQ(t)) dt

Sean a, 3, A nimeros reales no nulos. Demostrar que
1
E= {(m,u) €H:z(t)= eo‘t()\—i—ﬂ/ e‘“su(s)ds), 0<t< 1}
0

tiene un unico elemento de norma minima.

Ejercicio 151 Sea n un numero natural. Se designa por &7, al espacio vectorial de los polinomios en una

variable con coeficientes reales y de grado menor o igual que n.

1. Demostrar que el conjunto

1
M, = {Pec %:/ P(t)dt = 0}
0
es un subespacio vectorial cerrado de L%([0,1],R). ;Cual es su dimensién?

2. Si f(t) =3, t €]0,1], determinar el tinico polinomio P € My tal que

If = Pllz < llg = Qll2

para cada QQ € Ss.
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Ejercicio 152 Demostrar que existe un tinico polinomio P con coeficientes reales y de grado menor o igual

que 2 tal que para cada polinomio () con coeficientes reales y de grado menor o igual que 2 se verifica que
o] (o]
/ (x3 — P(x))%e " dx < / (% — Q(x))*e " du.
0 0
Determinar dicho polinomio P.
Ejercicio 153 Sean H un espacio de Hilbert, M un subespacio vectorial de H, F' un espacio de Banach y

A: M — F lineal y continua. Demostrar que existe A: H — F' lineal y continua que prolonga a A y tal que

AL = [IATl-

Ejercicio 154 Sea F un subespacio vectorial de L?([—m,7],C) denso en L?([—m,7],C) que sélo contiene
funciones acotadas y cerrado para la conjugacién de funciones. Sea M un subespacio vectorial cerrado de
L?([-m,7],C) tal que si f € M y g € F, entonces fg € M. Sea P la proyeccién ortogonal de L?([—m,n], C)
sobre M. Probar:

1. Sih € M+ y g € F entonces gh € M+.

2. P(f) = fP(1) para cada funcién f € L?([—m, ).

3. Existe un conjunto medible E C [—m, 7], tal que P(1) = Xg.
4. M ={f e L*(|-m,7)): f=0 cs.en [-m 7|\ E}.

Ejercicio 155 Sean H un espacio de Hilbert, M un subespacio vectorial cerrado de H, P la proyeccién

ortogonal de H sobre M y z € H.
1. Probar que x € M si, y sélo si, ||Pz| = |||

2. Demostrar las igualdades

(Pa,a) = (x, Px) = || P

3. Sean M7 y M, dos subespacios vectoriales cerrados de H. Se denotan por P; y P, las proyeccio-
nes ortogonales de H sobre M; y M respectivamente. Demostrar la equivalencia de los siguientes
enunciados:

(i) (Piz,z) < (Pyx,x) para cada « € H.
(ii) ||Piz|| < ||P2z| para cada z € H.
(iil) M; C Ms.

(IV) P2P1 = Pl-
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(v) My C M.
(Vl) P1P2 = Pl.
Ejercicio 156 Sea M un subespacio vectorial cerrado de un espacio de Hilbert H. Se designa por P la

proyeccién ortogonal de H sobre M y por @ la proyeccién ortogonal de H sobre M+. Sea T una aplicacion

lineal de H en H.
1. Probar que son equivalentes los enunciados siguientes:
(i) T(M) S My T(M*+)C M*.
(il) PT =TP.
(iil) QT =TQ.
2. Se supone que T verifica la siguiente propiedad:
(Tz,y) = (x,Ty) para cada par de elementos z,y € H. (6.2)
Demostrar la equivalencia de los enunciados siguientes:
(a) T(M)C M.

(b) T(M*) C M*.
Nota: Como veremos en el capitulo 8, un operador que verifica la propiedad (6.2) se dice que es autoadjunto.

Ejercicio 157 Sean H un espacio de Hilbert, M un subespacio vectorial de H cerrado y P la proyeccién

ortogonal de H sobre M. Demostrar que los enunciados siguientes son equivalentes:
1. La dimensién algebraica de M es finita.

2. P({x € H : ||z|| <1}) es un compacto de H.

Ejercicio 158 Dado b € C con |b| < 1, se define T': £> — C por
T(a) =Y and", a={an}s, €.
n=0
Probar que T es un operador lineal y continuo, y calcular su norma.

Ejercicio 159 Sea E el espacio de las funciones polinémicas reales, de grado menor o igual a n. Demostrar

que existe un tUnico P € F tal que

-1 1
f(t)dt :/ f(@®)P(t)dt paracada f € E.
2 0

Determinar P en el caso que n = 2.
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Ejercicio 160 Sea g: [0,1] — C medible, acotada en cada compacto de (0,1] y tal que g ¢ L?([0,1],C).
Probar que {f € L%*([0,1],C) : fg € L*([0,1],C) y fol f(z)g(x) dx = 0} es denso en L2([0,1],C).

Ejercicio 161
1. Sea H un espacio de Hilbert y ® € H'. Probar que existe a € H con ||al]| < 1y tal que || @] = |®(a)].

2. Se define la aplicacién T': ¢g — K por

o0

a
T(a) = 2—:

n=1
Probar que T es lineal y continua. Determinar ||T'||. ;Existe algin elemento a € ¢g con ||aflcc < 1y

tal que |7 = [T(a)]?

Ejercicio 162 Sea {e;};cr un sistema ortonormal de un espacio de Hilbert H. Probar que

Card {i € I : |(x,¢e;)] > B} < 72||z||> paracada f>0yazc H.

Nota: Este resultado mos proporciona una demostracion sencilla de que el cardinal del conjunto de los
indices para los cuales el correspondiente coeficiente de Fourier es no nulo es numerable a lo mds, como

puede deducirse también de la proposicion B.4.3.

Ejercicio 163 Sean H un espacio de Hilbert separable de dimensién infinita, {e,}52 ; una base hilbertiana
de elementos de H y {a,}32 ; una sucesién ortogonal de elementos de H. Probar que los enunciados siguientes

son equivalentes:

1. Existe un unico operador lineal y continuo T: H — H tal que T'(e,) = an, n € N.
2. La sucesion {a,}°; es acotada en H.
3. Para cada z € H, la sucesién {(an, )} es acotada en K.

Si la sucesién {a,}72; estd acotada en H y T es el operador anterior, determinar |77
Sea {\,}>2; una sucesién de escalares, y pongamos a, = Ape, para cada n € N. Demostrar que si

{An}22, es acotada, el operador T' correspondiente es un homeomorfismo si, y sélo si, inf{|\,| : n € N} > 0.

Nota: FEs interesante comparar este ejercicto con el ejercicio 37.

Ejercicio 164 Sean H un espacio de Hilbert y M un subespacio vectorial cerrado de H. Sean A y B bases

hilbertianas de M y M+ respectivamente. Demostrar que AU B es una base hilbertiana de H.

Ejercicio 165 Para cada n € Z se considera la funcién e, (t) = \/%emt. Probar que {e, : n € Z} es una

base ortonormal de L?([0, 27], C).
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Ejercicio 166 Sean (H,|| ||) un espacio de Hilbert sobre K, {e,}22; una base hilbertiana de H y a =
{a,}2, € £3(K) con v, # 0 paran =1,2,...

oo

1. Demostrar que para cada x € H, la serie Z an(z, e,) converge absolutamente.

n=1
2. Probar que la igualdad

)
Izlla =Y lan(z,en)|, =€ H,
n=1

define una norma en H.

3. Demostrar que la sucesién {e, }22; converge en el espacio normado (H, | ||,). La sucesién {e,}52,,

jconverge en el espacio de Hilbert (H, || ||)?
4. Demostrar que la identidad I: (H, || ||) = (H, || ||«) es continua. jEs continua I: (H, || ||o) = (H, || ||)?
5. Probar que (H, || ||o) no es un espacio de Banach.

6. Sea 8 = {$,}°2; una nueva sucesién de elementos de £(K) con 3, # 0 para n = 1,2,... Demostrar

que la identidad I: (H, || ||3) — (H,|| |la) es continua si, y sélo si, existe M > 0 tal que

|an| < M|B,| para cadan € N.

Ejercicio 167 Sea {a,}>2; una sucesién de elementos de un espacio de Hilbert H tal que, para cada xz € H,

la sucesién numérica {(z, a,)}32 ; pertenece a ¢?(KK). Probar que la aplicacién T de H en ¢?(K) definida por

T(z) = {(z,an)}nis

es continua.

Ejercicio 168 Sea H un espacio de Hilbert y T: H — H lineal, tal que

(T'(x),y) = (2,T(y))

para cada par de elementos x,y € H. Demostrar que 7' es continua.

Ejercicio 169 Sea E un espacio normado y {a,}52; una sucesién de elementos de E. Se supone que para
cada f € E' se tiene que {f(a,)}3>; € £*(K). Demostrar que existe M > 0 tal que para cada f € E’ se
tiene que

{f(an)}nZill2 < M.

Nota: Obsérvese que si E es un espacio de Hilbert y {a,}>2, es una familia ortornormal, el ejercicio es

consecuencia de la desigualdad de Bessel.

Departamento de Algebra, Ana&lisis Matematico, Geometria y Topologia. Universidad de Valladolid



Capitulo 7

Aplicaciones.

Dedicaremos este dltimo capitulo a introducir dos temas de gran importancia en la que se pone de
manifiesto la utilidad de los resultados que hemos estudiado anteriormente: el teorema espectral y las series

de Fourier.

7.1. El teorema espectral.

Esta seccién esta dedicada al estudio de unas aplicaciones lineales, los llamados operadores compactos,
cuyo comportamiento es mejor que el de las aplicaciones lineales y continuas arbitrarias en el sentido de que
sus propiedades se asemejan mas a las de los operadores lineales en espacios de dimensién finita. También
hablaremos del adjunto de un operador continuo entre espacios de Hilbert, que es el andlogo a hablar de la
matriz transpuesta conjugada en el caso de dimensién finita. Es interesante observar cémo se puede obtener
informacién sobre el operador original a partir de las propiedades de su operador adjunto.

Tomaremos como referencia [10] y [13].

7.1.1. Operadores compactos.

Los operadores acotados de rango finito (ver la definicién 7.1.3) pueden verse como una generalizacién
de las matrices finitas. Pero estos operadores tienen una importancia limitada en cuanto que su limite puede
no ser de rango finito. En esta seccién introducimos los operadores compactos, que son una generalizacion
natural de los operadores de rango finito, igual que los conjuntos compactos son una generalizaciéon natural

de los conjuntos finitos desde un punto de vista topolégico.

Sean E y F' espacios normados sobre el mismo cuerpo K. Denotaremos por B la bola cerrada unidad
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(de centro 0 y radio 1) en E y por U la bola abierta unidad de E.

Definicién 7.1.1 Un operador T: F — F' se dice que es un operador compacto si para cualquier conjunto

acotado A de FE, el conjunto T'(A) es relativamente compacto de F.

Claramente si T es un operador compacto, entonces T' € Z(FE, F'). El reciproco no es cierto pues si E
es un espacio normado de dimensién infinita e I es el operador identidad en E, se tiene que I(B) = B no es

compacto por el teorema de Riesz.
Proposiciéon 7.1.2 Sea T: E — F un operador. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:
1. T es compacto.

2. Para cada sucesién acotada {z,,}22, de E, la sucesién {T'z,}52,; tiene una subsucesién convergente

en F.
3. Si B es la bola cerrada unidad de E, entonces T'(B) es relativamente compacto en F.

4. Si U es la bola abierta unidad de E, entonces T'(U) es relativamente compacto en F.

Definicién 7.1.3 Sea T un operador lineal de F en F. Se dice que T es de rango finito si T'(F) es un espacio

vectorial de dimensién finita.

Proposicién 7.1.4 Sea T € Z(E,F). Si T es de rango finito, entonces T es compacto y T(E) es cerrado.

El reciproco es cierto si E y F' son espacios de Banach.

Recordemos que los conjuntos relativamente compactos son siempre precompactos y que los conjuntos

precompactos en espacios métricos completos son relativamente compactos.

Proposicién 7.1.5 Si F es un espacio de Banach y {T,,}5%; es una sucesién de operadores compactos que

converge hacia un operador T' en Z(FE, F'), entonces T es un operador compacto.

7.1.2. El operador adjunto.

En esta seccién H designara un espacio de Hilbert no nulo sobre el cuerpo K.

Teorema 7.1.6 Sean H un espacio de Hilbert y T € .Z(H). Existe un operador T* € .Z(H) tnico tal que

(Tz,y) = (x, T"y) para todos z,y € H.

Definicién 7.1.7 Sean H un espacio de Hilbert y T' € .Z(H). Se llama adjunto de T al unico operador T*
que verifica que (T'z,y) = (x, T*y) para todos z,y € H.
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Definicién 7.1.8 Se dice que un operador T' € .Z(H) es autoadjunto si T = T*.

7.1.3. El teorema espectral.

En esta seccién se hace un detallado analisis del espectro de un operador compacto y autoadjunto sobre
un espacio de Hilbert y se prueba que es similar al espectro de un operador en un espacio normado de
dimensidn finita, excepto para el caso especial del cero. Muchos de los resultados que siguen a continuaciéon

son ciertos con hipdtesis menos restrictivas, pero su demostracion es mas laboriosa.

Definicién 7.1.9 Sean E un espacio normado y T € Z(E).

= Un escalar A es un autovalor de T o un wvalor propio de T si T — AI no es inyectiva, es decir, si existe

x € E, x#0, tal que (T — A)z =0 o, lo que es lo mismo, Tz = Az.

= Si A es un autovalor, al subespacio vectorial Ker(T' — AI) # O se le llama autoespacio asociado al

autovalor A y a sus elementos no nulos se les llama autovectores de T' correspondientes al autovalor .

» Al conjunto de los autovalores de T se le llama espectro puntual de T y se representa por op(T').
Teorema 7.1.10 Si T € Z(H) un operador autoadjunto, entonces o,(T") C R.

Teorema 7.1.11 Sean T' € Z(H) un operador autoadjunto y A, u € o,(T) con X # p. Entonces
Ker(T — A\I) L Ker(T — ulI),
es decir, si xx y z, son autovectores correspondientes a A y u, respectivamente, entonces xy L x,,.

Teorema 7.1.12 Sea H un espacio de Hilbert y T € .Z(H) compacto y autoadjunto. Entonces el conjunto

de los autovalores de T' es numerable a lo més y 0 es su dnico punto de acumulacién posible.

Teorema 7.1.13 Sean H un espacio de Hilbert, T' € Z(H) compacto y A € K, A # 0. Entonces Ker(T'— \I)

es un espacio vectorial de dimension finita.

Definicién 7.1.14 Sea T € Z(H). El rango numérico de T es el subconjunto de K dado por

w(T) ={{Tz,x):xz € H, ||z|| =1}.

Observemos que si T' es autoadjunto, entonces w(T) C R, pues para cada z € H con ||z| = 1 se tiene
que

(Tx,z)y = {x,Tz) = (Tx, x).

Se puede probar que el reciproco es cierto si K = C.
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Ademss, en general w(T) C B(0,||T|), pues si ||z| =1,

(T, x)| < || Tx[lllz]] = [Tl < Tl = IT1.

Teorema 7.1.15 Sea T € Z(H) autoadjunto. Entonces

1T} = sup{[{T'z, z)| : ||=[| = 1}.
Proposicién 7.1.16 Sean H un espacio de Hilbert y T' € Z(H).
1. Si A € 0,(T) entonces |A| < ||T.
2. Si T es compacto y autoadjunto, existe A € 0,(T) tal que |A| = || T

Proposicién 7.1.17 Sean H un espacio de Hilbert y T € Z(H) un operador compacto y autoadjunto. Si
x L Ker(T — M) para todo A € K, entonces z = 0.

Teorema 7.1.18 (espectral) Sean H un espacio de Hilbert y T € Z(H) compacto y autoadjunto no
nulo. Sea {\,, : n € N} una numeracién de o,(T) \ {0} y sea {un1,un2, ..., Uns, } una base ortonormal de
Ker(T — A, I) (que tiene dimensién finita). Sea P, la proyeccién ortogonal de H sobre Ker(T — A\, I) y Py la

proyeccién ortogonal de H sobre Ker T'. Entonces

1. Si{va}aea es una base ortonormal de Ker T, entonces
{tng :meN, k=1,....r} U{vg : € A}

es una base ortonormal de H formada por autovectores de T'.

2. Para cada z € H se tiene que

Tn

:I::Pox—i—Zan y T:E:Z)\n

<.’L‘, unk>unk~
neN neN k=1

Maés aun,

T =Y APy en Z(H),

neN

donde, si n # m, se tiene que P, P, = 0.

7.2. Series de Fourier.

En el libro de Anélisis Matemdtico de Apostol [2, p.373] podemos leer: “En 1807, Fourier sorprendié a
algunos de sus contemporaneos al afirmar que una funcién ‘arbitraria’ se podia expresar como combinacién
lineal de senos y cosenos. Estas combinaciones lineales, llamadas hoy dia series de Fourier, se han conver-

tido en un instumento indispensable en el anélisis de ciertos fenémenos periddicos (tales como vibraciones,
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movimientos ondulatorios y planetarios) que son estudiados en Fisica e Ingenierfa. Muchos problemas im-
portantes de naturaleza puramente matematica han surgido en relacién con la teoria de las series de Fourier,
y es un hecho histérico notable que gran parte del desarrollo del Andlisis Matemdatico moderno ha sido

profundamente influenciado por la bisqueda de respuestas a tales problemas”.

7.2.1. Preliminares.

Definicién 7.2.1 Una funcién compleja f definida en R se dice que es periddica de periodo 2w o que es
2w —periddica si

flx+27) = f(x) paratodoz e R.

Observacién 7.2.2 Si f es una funcién compleja definida c.s. y medible en R y tal que
flx+27) = f(x) casisiempre,

entonces existe una funcién compleja g definida en R, medible y 27-periddica tal que f = g c.s.

Definicién 7.2.3 Un polinomio trigonométrico (de periodo 27) es una combinacién lineal de funciones de
la familia
&={e"":nel},

es decir, es cualquier funcién de la forma

n
Z cpe™ donden,m € Z , m<n, ¢ €C.
k=m

Se denotara por PT al conjunto de los polinomios trigonométricos.

Es obvio que los polinomios trigonométricos son ejemplos de funciones 2m—periddicas.

Observacién 7.2.4 Es usual identificar funciones definidas en [—m, | con funciones 27-periddicas definidas
en R de la siguiente manera: dada una funcién 27-periédica f : R — K se identifica con fj_r ) : [-7, 7] = K,
su restriccién al intervalo [—, 7]; reciprocamente, una funcién g : [—m, 7] — K se identifica con la funcién

¢" : R — K, 2m-periddica, definida por
g(z) = g(x — 2rk) siz € [—7+ 2nk, 7+ 27k), k€ Z.

De esta manera, aunque se desarrolle la teorfa de series de Fourier en el espacio L!([—m,]), se pueden
considerar sin ningtiin comentario adicional las funciones de este conjunto como definidas en R y 2m-periédicas
siempre que sea necesario.

En esta misma linea, si T = {z € C : |z| = 1} se identifican el espacio €(T) de las funciones continuas
en T con el espacio 6, ([—m,7]) de las funciones continuas en R y 27-periédicas mediante la aplicacién ® de

¢ (T) sobre 6,([—m,7]) dada por
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Es sencillo comprobar que ® es una isometria lineal y biyectiva, cuando se considera en los dos espacios la
norma de la convergencia uniforme. Recordemos que asi el polinomio p(z) = Zzzm cx 2" se identifica con
el polinomio trigonométrico ®(p)(z) = 3", _, cxe™*® y el teorema de Stone-Weierstrass (T es un compacto

de C) nos permite probar los siguientes resultados de densidad.

Proposicion 7.2.5
1. PT es denso en 6,([—m,7]).
2. 6,([—m,7]) es denso en LP([—m, 7]) para 1 < p < oo.

3. PT es denso en LP([—m,n]) para 1 < p < co.

Para concluir esta seccién observemos que para funciones 27-peridédicas podemos elegir libremente el

intervalo de integracion siempre que su longitud sea 27.

Lema 7.2.6 Sea f una funcién medible 27-periédica. Entonces f € L*([—,7]) si, y sélo si, para cualquier

a € R se tiene que f € L'([a,a + 7]). Ademds, en este caso se tiene que

a+2m s
/ = [ fe)d.

—T

7.2.2. Series de Fourier.

Es sencillo comprobar que el conjunto {e,, : n € Z}, donde

e teR,

es un sistema ortonormal de L?([—, 7]) cuando se considera el producto interno

27

(f,9) = ; f@)g(@)de, f.g€L*([-m,x)).

De hecho, la proposicion 7.2.5 nos permite decir algo mas.

Teorema 7.2.7 El conjunto {e,, : n € Z} es un sistema ortonormal completo para L*([—,]).

Las propiedades que se enuncian a continuacién se obtienen como un caso particular de los resultados

que se han visto para espacios de Hilbert.

Teorema 7.2.8 Si f € L?([—n,7]), entonces

(oo}

f: Z <f76n>6n en L2([_7777T])'

n—=—oo
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Teorema 7.2.9 (Identidad de Parseval) Si f € L?([—m,]), entonces

[ SRTANTS

n=—oo

Teorema 7.2.10 Si {\,}>,___ es una sucesién de nimeros complejos de ¢%(Z,C), entonces existe una
tnica funcién f € L?([—,7]) tal que
f=> Men en L*([-7,7)).

Para cada f € L?([—m,n]) se tiene que

(f,en) = \/% _: f(t)e ™t dt.

Observemos, sin embargo, que para que estas integrales estén bien definidas sélo es necesario que las funciones
pertenezcan al espacio L'([—,7]). Recordemos que, aplicando la desigualdad de Holder, se prueba que
LP([-7,7]) € LY([—m,7]) para 1 < p < oc.

Todo lo anterior motiva la siguiente definicion:

Definicién 7.2.11 Sea f € L'([—m,7]). Para cada n € Z se llama coeficiente n-ésimo de Fourier de f al

numero
~ 1 7 ,
= t)e "t dt.
foy = 5= [ rtore
La serie ) 2 f(n)em“’ se llama serie de Fourier de f y para indicarlo escribiremos
> ~ .
f@)~ Y fn)e.
n=-—oo

Siz € R y n es un entero no negativo se define la suma parcial n-ésima de la serie de Fourier de f en el

punto x como

sn(f,2) = Z J?(k) et

k=—n

Proposicién 7.2.12 (Linealidad)
Sean f,g € L'([-m,7]) y A\, € C. Entonces \f + ug € L' ([-m,7]) y

oo

A +ug)@) ~ Y- (A(n) + pg(n)) e,

es decir, (Amg) (n) = )\]?(n) + pg(n) para cada n € Z.

~

Puesto que f(n) = —=(f,e,), con esta notacién los resultados relativos a L?([—7, 7]) que hemos men-
NoTs

cionado anteriormente se enuncian de la siguiente manera:

Teorema 7.2.13 Si f € L?([—m,n]), entonces

f@)= 3" Jn)e™ en L([-m,x]).

n=—oo
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Observacion 7.2.14

1. El problema clave de la teoria de series de Fourier consiste en obtener condiciones para que la serie
de Fourier de una funcién converja hacia dicha funcién. De una manera mas general, se trata de
estudiar cuando una funcién queda determinada por sus coeficientes de Fourier. Como hemos visto, si
f € L*(|—m, 7)) la serie de Fourier converge en la norma || - ||z hacia la funcién f. En particular se tiene
que f = lim, o s,(f,2) en L?([—,7],C). Lo que implica que {s,(f,2)}3, tiene una subsucesiéon

que converge hacia f(x) casi siempre en [—, 7.
2. El problema de la convergencia de las series de Fourier sigue sin estar resuelto satisfactoriamente. To-
davia no se conocen condiciones necesarias y suficientes para que una serie de Fourier sea convergente.

La continuidad no es condicién necesaria ni suficiente para la convergencia de una serie de Fourier,
pues hay funciones continuas no desarrollables en serie de Fourier. Una funcién puede ser continua y
su serie de Fourier divergir en algin punto: en 1966 Katznelson y Kahane probaron que para cualquier
conjunto de medida nula existe una funcién continua cuya serie de Fourier es divergente precisamente

en ese conjunto.

Por otra parte, entre las funciones integrables existen algunas cuya serie de Fourier diverge en todo

punto. Kolmogorov, en 1926, construyé una funcién que prueba esta afirmacion.

En 1966 Carleson demostré que todas las series de Fourier de funciones de L?(I), siendo I un intervalo
acotado, convergen en casi todo punto de I, probando de esta forma la hipétesis de Luzin que databa

de 1915. Al ano siguiente R. Hunt probé que el resultado también es cierto en LP(I) para p > 1.

Teorema 7.2.15 (Identidad de Parseval) Si f € L?([—m, 7)), entonces

I£1I3 =27 > 1f(m)?.

Proposicién 7.2.16 La aplicaciéon ® de L?([—m,n]) en £2(Z,C), dada por
f= () = Vor{f(n) 12

es una isometria lineal suprayectiva.

Este tltimo resultado tienen interés, aparte desde el punto de vista matemético, por su interpretacién
fisica en relacion con la energia trasportada por una onda, senal, etc., concepto que viene dado en términos

de la integral del cuadrado del médulo.

Lema 7.2.17 Si f € L'([—m, ) se tiene que

. 1
[f(n)| < o Ifll para cada n € Z.
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Teorema 7.2.18 (Lema de Riemann-Lebesgue) Si f € L'([—m, 7)) se tiene que Hmj,|_ o f(n) =0.

Corolario 7.2.19 Si f € L*([—m,n]) se tiene que

lim f(@)cosntdt=0 y lim f(@t)senntdt = 0.

In|—oo J_ In|—oo J_
Definicién 7.2.20 Se denota por c¢o(Z) el espacio vectorial

co(Z)={0:Z—C: lim o(n)=0}.

[n|—o0
Este espacio con la norma || ||o es un espacio de Banach.

Como es habitual, para referirnos a una aplicacién o: Z — C escribiremos

o)l o {o(W)}nez

~

Teorema 7.2.21 La aplicacién A: L!([—7, 7)) — ¢o(Z) dada por A(f) = {f(n)}2

n=—oo

es lineal y continua.

En la préoxima seccién veremos que podemos decir algo maés: se trata de una aplicacién inyectiva, aunque no

es suprayectiva.

7.2.3. Los nucleos de Dirichlet y Fejér.

Definicién 7.2.22 Sea n un entero no negativo.

= Se define el nicleo de Dirichlet por

Dn(t)= > €™

k=—n

= Se define el niucleo de Fejér por

Una forma més comoda de dar estos nucleos viene dada por el siguiente resultado:

Proposiciéon 7.2.23 Se verifican las siguientes igualdades:

sen(n + 3)t

1. D,(t) = T sie® £ 1y D,(t)=2n+1sie =1.

sen 51

1 n o 1 n ) 9
2. K,(t) = i j;ﬂ(n +1—|j)et = m—— ’Jz_zo e”*| , lo que implica que

2
1 sen(24-Lt) » A
Kn(t) = z si e’ # 1 K, (t)=n+1sie’ =1
0= 77 (Tt A1y Kt
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Proposicién 7.2.24 Si f € L!([-m,n]), para cada = € R se verifica que

1 (" 1 (7
W(fiz) = — ) D2 — t) dt = — — t)D,,(¢) dt.
sulfia) =g [ $OD@—ndt =5 [ 1w=0D0
En consecuencia, las medias aritméticas de las sumas de Fourier se pueden escribir como
1 o I
n\J> = 3 = t Kn —t)dt
onlfo) = —— ];suf )=z | fOKu(e-1)
~ L fe-nkawa = Y (1- U Fgre
2 J_, = n+1
Teorema 7.2.25
1. Para cada n =0,1,2,... el niucleo de Dirichlet D,, es un polinomio trigonométrico y
1 ™
— D, (t)dt = 1.
2 J_,
2. Se verifica que
lim ||D,l]j; = lim / |D,,(t)] dt = 0.
n—o0 n—oo [
Teorema 7.2.26
1. Paracadan =0,1,2,... el nicleo de Fejér K,, es un polinomio trigonométrico y
1 ™
— K,(t)dt = 1.
2 J_,

2. Para todo § > 0 se tiene que

HILH;O sup{ K, (t) : t € [-m, 7| \ [-6,0]} = 0.

3. Si f es una funcién continua en [—m, 7] y 27-periddica, entonces la sucesion {o,(f,x)}52, de las

medias aritméticas de las sumas de Fourier converge hacia f(z) uniformemente en [—m, 7).

4. Si f € LY([—m,n]) entonces {o,(f)}5°, converge hacia f en L'([—m,7]).

~

Corolario 7.2.27 (Teorema de unicidad) Sean f,g € L!([-m,n]). Si f(n) = g(n) para todo n € Z,

entonces f = g c.s.

~

Teorema 7.2.28 La aplicacion A: L' ([—7,7]) — ¢o(Z) dada por A(f) = {f(n)}>°_ . es lineal, continua e

n=—oo

inyectiva, pero no es suprayectiva.
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7.2.4. Convergencia puntual de las series de Fourier.

Teorema 7.2.29 Sea f € L!([—m,n]). Si la serie de Fourier de f converge uniformemente en [—m, 7],
entonces la suma de la serie de Fourier coincide con f c.s., es decir,

o0

Z f(n)e™® para casi todo x € [—m,7].

n=—oo

En particular, bajo esas condiciones se da la igualdad en todos los puntos donde f es continua.

Proposicién 7.2.30 Sea f una funcién de clase €' en R, 27—periédica. Entonces la serie de Fourier de f

converge uniformemente hacia f en R. Adem4s, se tiene que

o~

?(n) =inf(n) paracadan € Z.
Si f € 6,([—m,7]), isu serie de Fourier converge hacia f en todo punto de R? En general la respuesta

es negativa como se demuestra en el siguiente teorema que puede verse, por ejemplo, en [15, p.114].

Teorema 7.2.31 Para cada = € R existe un conjunto £, contenido en %, ([—m,7]), que es un G5 denso en
%,([—, ), tal que
sup{|sn(f,z)| : n € N} = oo para cada f € E,.

En particular, para cada f € E, su serie de Fourier no converge en .

Observacién 7.2.32 Recordemos que e*** = cos(kx) + isen(kx). Este hecho nos permite escribir la serie

de Fourier de una funcién f € L?([—,n]) de la siguiente manera:

Z cpelhT = Z cr, (cos(kx) + isen(kx))
k=—o0 k=—oc
= cp+ Z cr, (cos(kx) + isen(kx)) + Z c—p (cos(kx) — isen(kx))
k=1 k=1

o0
= 00+Z ck + c—x) cos(kx) +Zz cx — c—) sen(kx)
k=1 k=1

— ao + Z ay cos(kx) + Z by sen(kx)

donde
ar = c+c_p k=0,1,2,...,
b = ileg—cog) kE=1,2,...,
o lo que es lo mismo,
00:%, ck:%(ak—ibk), c,k:%(ak%—ibk) k=1,2,...

Asi podemos escribir

flz) ~ C%O + i ay cos(kx) + i by sen(kx) ,

k=1 k=1
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expresion que llamaremos forma real de la serie de Fourier de f, donde

1 27

akr = — (z) cos(kx)dz k=0,1,2,...,
™ Jo
1 21

b, = — (z)sen(kz)dz k=1,2,....
™ Jo

La mayor parte de los resultados que hemos visto hasta ahora se pueden enunciar sin dificultad en

terminos de la forma real de la serie de Fourier. Por ejemplo, la igualdad de Parseval seria
1 (oo}

2m 1
2z 25 _ L2 2 2
L) V@R = G+ 3 (a4 k).

7.3. Ejercicios

Ejercicio 170 Sean E y F espacios normados sobre el mismo cuerpo K y 7T una aplicacién lineal de E

en F. Probar que son equivalentes los enunciados siguientes:
a) T es compacta.

b) Existen a € E y r > 0 tales que el conjunto T'({x € E/||x — a|| = r}) es un conjunto relativamente

compacto de F'.

Ejercicio 171 Sea E un espacio normado sobre K. Sean {a,, }52 ; una sucesién de elementos de Ky {¢,}52 ;

[ee]
una sucesién de elementos de E’. Se supone que la serie > a,p, converge absolutamente en E’. Sea T la
n=1

aplicacién de E en (¢!, | |1) definida por
T(z) = {anpn(2) 350
1. Pruébese que T esta bien definida.

2. Pruébese que T es un operador compacto.

Ejercicio 172 Sean H un espacio de Hilbert sobre K| infinito dimensional y separable, {e,,}$2_; un sistema
ortonormal completo y A = {\,}°2; una sucesién acotada de escalares.
o)
1. Demostrar que la serie Y. A, (z,e,)e, converge en H para cada x € H.
n=1
2. Sea T: H — H dada por

oo
T(x) = Z Az, enlen, x€ H.
n=1
Demostrar que el operador T es lineal y continuo y que ||T]| = || A]co-

3. Probar que T es compacto si, y sélo si, lim A, = 0.
n—oo
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4. Determinar el operador TT* y comprobar que ||TT*| = ||T||?.

5. Determinar o, (7).

Nota: El operador T considerado aqui ya ha aparecido en el ejercicio 163 (especialmente en su dltimo
apartado), pues es precisamente el unico operador lineal y continuo de H en H tal que T'(e,) = \ne, para

cada n € N.

Ejercicio 173 Sean {a,}3°; una sucesién acotada de elementos de K y p un elemento de [1, 00]. Se define

la aplicacién T de P en (P por

o) o [e’e)
T({zn}nz) = {anwntns-
1. Demostrar que son equivalentes los enunciados siguientes:

a) El operador T es compacto.
b) La sucesién numérica {a, }>2; converge hacia 0.
2. Sean A = {a, : n=1,2,...} y XA un elemento de K tal que A\ ¢ A (adherencia de A en K). Probar
que la aplicacién T, de £P en (P definida por
Ta({zn}nzy) = {(an = Nzn}ily,

es lineal, continua y biyectiva.

3. Demostrar que la aplicacién T/\_1 es un elemento de .Z(¢P). Determinar ||T/\_1 ||

Nota: Véase el ejercicio 37.

Ejercicio 174 Sean E, F,G espacios normados sobre un mismo cuerpo K, T' € Z(E,F) y S € Z(F, Q).

Probar que si T o S es compacto, también lo es S o T.

Ejercicio 175 Sea p € [0, 00]. Se consideran en ¢ los operadores R y L, desplazamiento a la derecha y a la

izquierda respectivamente, definidos en el ejercicio 38 por
R(x) = (0,21,%2,...,Tpny...), xT={xn}oeq €L
L(x) = (x2,23, T4y .. Tpy...)y, T ={xp}rr, €L

Estudiar la compacidad de Ry L.

Ejercicio 176 Sea F un espacio de Banach. Se supone que existe una sucesién {T;,}22; de elementos de

Z(FE) verificando:
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a) Para cadan=1,2,..., T, es un operador de rango finito.

b) Para cada x € F se tiene que

lim ||T,x — x| = 0.
n— o0

Sea T un operador compacto de Z(E). Demostrar que la sucesién {7, o T}>2, converge hacia T en el
espacio .Z(F). Deducir que todo operador compacto es limite en .Z(FE) de una sucesién de operadores de

rango finito.

Ejercicio 177 Dar ejemplos de espacios de Banach para los que exista una sucesién {T;,}22 ; de elementos

de Z(F) verificando a) y b) del problema anterior.

Ejercicio 178 Sean E un espacio de Banach y {T},}22; una sucesién de operadores compactos de E que

converge hacia el operador T en el espacio Z(F). Si A es un conjunto acotado de E probar que el conjunto
U T,(4)
n=1

es relativamente compacto en F.

Ejercicio 179 Sean E y F' espacios de Banach y sea T: E — F un operador compacto. Demostrar que

Rang(T") es separable.

Ejercicio 180 Sean F y F dos espacios de Banach y M un subespacio vectorial de E denso en F.
Si T es un operador compacto de M en F', probar que existe un dnico operador compacto S de F en F

que prolonga a T

Ejercicio 181 Sean F y F dos espacios normados sobre K, y T : E — F un operador compacto.

1. Si G es un subespacio vectorial de E, demuéstrese que Tjg : G — T'(G) es un operador compacto.

2. Pruébese con un ejemplo que T': E — T'(E) no es, necesariamente, un operador compacto.

Ejercicio 182 Sea E un espacio de Banach de dimensién infinita. Si 7' es una isometria lineal de F en E

(en general no biyectiva), entonces T no es un operador compacto.

Ejercicio 183 Sean E un espacio de Banach sobre K de dimensién algebraica no finita y P un polinomio

con coeficientes en K tal que P(0) #0. Si T € Z(E) y P(T) = 0, probar que T no es compacto.

Ejercicio 184 Sean F un espacio de Banach y T un elemento de .Z(F) tal que T? = T. Demostrar que

son equivalentes los enunciados siguientes:
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a) T es compacto.

b) Rang(T) es de dimensién finita.

Ejercicio 185 Sean H un espacio de Hilbert, T € Z(H) y {e,}52; una base ortonormal de H. Se supone

que la serie
o0
Z HTEHHQ
n=1

es convergente. Probar que T' es compacto.

Nota: Los operadores que verifican la hipdtesis del enunciado se denominan operadores de Hilbert-Schmidt

(véase [10, p.507]).

Ejercicio 186 Proposicion 7.3.1 SeaT : H; — H> una aplicacion lineal entre los espacios prehilbertianos

H, y Hy. Son equivalentes:
i) T es una isometria.

ii) Para todos z,y € Hj se tiene que (T'(z),T(y)) = (z,y), es decir, T conserva el producto interno.

Ejercicio 187 Sean H un espacio de Hilbert complejo y T' € Z(H). Probar que existen dos unicos opera-
dores autoadjuntos B y C' tales que

T=B+:iC.

Ejercicio 188 Sean H un espacio de Hilbert. Un operador T' € Z(H) es positivo si es autoadjunto y

(Tx,z) >0 paratodo x € H.

1. SiT € Z(H) es positivo, probar que

(Tz,y)|> < (T, x) (Ty,y), =x,y€ H.

2. SiT € Z(H) es positivo, probar que

| Tz|* < ||T|(Tx,2), =€ H.
3. SiT € £ (H) es positivo, probar que (Tx,x) = 0 si, y sélo si Tz = 0.
4. SiT € £ (H) probar que T y —T son positivos a la vez si, y sélo si, T = 0.

5. Dados dos operadores S,T € Z(H) autoadjuntos, se dice que S < T si T — S > 0. Probar que
la relacién < asi definida es una relacién de orden (parcial) en el espacio de los operadores de H

autoadjuntos.
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Ejercicio 189 Sea H un espacio de Hilbert y T' € £ (H) autoadjunto.
1. Sea x € H, con Tz # 0. Probar que T"(z) # 0 para cada n > 0.
2. Sea x € H, con Tx # 0. Probar que para cada nimero natural n > 1 se tiene que

L O s O
Ml e T
el = T = T2 I77a]

3. Deducir que para cada nimero natural n > 1, se tiene que ||T7"|| = ||T|".

Ejercicio 190 Sean I un intervalo de Ry g € L>°(I).
1. Si f € L*(I), probar que gf € L%(I).

2. Sea Ty la aplicacién de L?(I) en L*(I) definida por

Tg(f):9f~

Probar que T es lineal y continua. Calcular ||T,]|.
3. Determinar 7.
4. Probar que T, es autoadjunto si, y sélo si, g es una funcién real.
5. Pruébese que 0,(T) = {A € K:m(g~*()\)) > 0}.

Nota: El alumno puede repasar el ejercicio 46.

Ejercicio 191 Sea T' € .Z(H). Probar que:
1. Ker(T) = Rang(T*)*.
2. T es inyectiva si, y sélo si, T*(H) es denso.
3. Ker(T)* = Rang(T™).

Ejercicio 192 Sean H un espacio de Hilbert y T' € £ (H) autoadjunto. Probar que los enunciados siguientes

son equivalentes:
a) T es invertible.
b) Existe una constante M > 0 tal que | Tz| > M]||z|| para todo = € H.

¢) T es inyectiva y Rang(T) es un subespacio cerrado.
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Ejercicio 193 Sean H un espacio de Hilbert y T' € £ (H). Un subespacio cerrado F de H se dice que es
invariante para T si T(F) C F. Demuéstrese que un subespacio cerrado F' de H es invariante para T si, y

sélo si, F'+ es invariante para 7.

Ejercicio 194 Sean H un espacio de Hilbert complejo y T' una isometria lineal de H en H con T(H) # H.

1. Probar que existe un elemento ag € H con |lag|| = 1 y tal que para cada = € H se tiene que

(Tx,a0) = 0.

Para cada ntimero entero n > 1, se define el vector a,, por

an = T"(ap).
2. Demostrar que la sucesion {a,}52 es una sucesién ortonormal.
3. Determinar T*(a,) para cadan =0,1,2,...

4. Probar que cada nimero complejo A con |A| < 1 es autovalor de T*.

Ejercicio 195 Se considera el espacio de Hilbert complejo £? con el producto interno definido de la forma

usual. Sea {a,}52; una sucesién acotada de niimeros complejos.
1. Probar que para cada {z,}>°; € £2 se tiene que la sucesién {a,x,11}3>, € ¢2.

Se define la aplicacién T de ¢2 en 2 por
T({xn}zo:l) = {anmn+1}zo:1-

2. Probar que T es lineal y continua. Determinar ||T||.
3. Calcular T™*.

4. Dar una condicién necesaria y suficiente sobre {a,}52; para que el operador T sea compacto.

Ejercicio 196 Sea {ani }(n,k)en2 una sucesién doble de niimeros complejos de cuadrado sumable, es decir,

tal que

o0 o0 o0 o0
ST ekl =YD lank =D lam]? < 0.

(n,k)EN? n=1k=1 k=1n=1
1. Para cada z = {x}32, € ¢* y cada n € N, probar que la sucesién {a,,zr}3>, € ¢'. Pongamos

o
T, = Zk:1 AnkTk-

2. Size?ya* = {2}, probar que z* € (2.
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3. Demostrar que la aplicacién T': £2 — (2, definida por T'(x) = x*, es lineal y continua.

4. Demostrar que existe una sucesiéon {7}, }5°_; de aplicaciones lineales continuas de ¢ en (2, tal que T},

es de rango finito para cada n € Ny {T},}5°; converge hacia T en .Z(£?).

Ejercicio 197 Sean H un espacio de Hilbert, M un subespacio vectorial cerrado de H y P la proyeccién

ortogonal de H sobre M.
1. Determinar P*.
2. Determinar o,(P).

3. Dar una condicién necesaria y suficiente sobre M para que P sea un operador compacto.

Ejercicio 198 Sean H un espacio de Hilbert y T € .Z(H).

1. SiT es compacto y B es la bola cerrada unidad en H, demuéstrese que dado € > 0 existe un subespacio

M de H de dimensién finita tal que

dist(Tz, M) <e paratodo = € B.

2. Demuéstrese que T es compacto en H si, y s6lo si, existe una sucesién de operadores de rango finito

que converge hacia T en .Z(H).

Ejercicio 199 Sea K € L*([a,b] x [a, b],K).

1. Sea f € L?([a,b]). Demostrar que existe A C [a,b] de medida nula tal que para cada x € [a,b] \ A

existe

b
[ () =/ K(x,t)f(t)dt.
2. Demostrar que si f € L?([a,b]), entonces f* € L?([a, b]).

3. Sea f € L?([a,b]). Si Tf es el elemento de L?([a,b]) clase de equivalencia de la funcién f*, demostrar

que el operador T de L?([a,b]) en L?([a,b]) asi definido es continuo y

1T < [1K]l2-
4. Demostrar que T es un operador compacto.

Ejercicio 200 Sean a y b niimeros reales con a < by K una aplicacién de [a,b] X [a,b] en K de cuadrado

integrable (en [a,b] X [a,b]). Se supone que para cada par de elementos z,t de [a,b] se tiene que

K(z,t) = K(t,z).

Probar que el operador integral 7' de L?([0,1],K) en L?([0,1],K) asociado al niicleo K es autoadjunto.
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Ejercicio 201 Sea K : [—1,1] x [-1,1] — R la funcién dada por
K(z,t) =z +t+ 2zt.

Se considera el operador T de L?([—1,1],C) en L?([-1,1],C) definido por
Tf(z) = /11 K, t) £(t) dt.

1. Probar que T es autoadjunto.

2. Determinar la dimensién del rango de T'.

3. Determinar o,(T).

4. Calcular ||T.

5. Resolver en L?([-1,1],C) la ecuacién

f(z) — ;/_11 K(z,t)f(t)dt =1+ 3.
Ejercicio 202 Sea E = (L2([0,1],K), || [l2)- Si f € E, se define
(Tf)(x) = /0” fitydt, xeo,1.

1. Calcular ||T||.

2. Demostrar que

Tf(zx)= 25_0: Wc—i2—1)7r/01 f(t)COS(wQ dtcos(@ 1‘)

k=1

Ejercicio 203 Sea f € L'([—7,n]). Fijado to € R se considera la funcién

g(t)=f(t—ty), teR.

Comprobar que g € L!([—,7]) y calcular sus coeficientes de Fourier en funcién de los de f.

Ejercicio 204 Se considera el conjunto Zk de las funciones P: R — K del tipo

P(t) =ao+ Y _ axcos(kt) + > _ by sen(kt)
k=1 k=1

donde n € Ny ag,a1,...,an,b1,...,b, € K.

1. Demostrar que &k es un subespacio vectorial de €, ([—m, 7], K).

2. Demostrar que Pk es denso en 6,([—m, 7], K), cuando en %,([—m,7],K) se considera la norma del

superior.
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3. Sil<p< oo, probar que Pk es denso en LP([—m, 7], K).

Se considera el conjunto de funciones de R en K

@:{V%}u{“éf%neN}u{%ﬁf%neN}

4. Demostrar que % es un sistema ortonormal completo del espacio L?([—, 7], K)

Si f € L'([-n,7],K), se consideran los elementos de K siguientes

an(f) :% " () cosmt) dt, m=0.1,...
y T
bo(f) = % f(t)sen(nt)dt, n=1,2,...

La serie funcional

+ Z an (f) cos(nt) 4+ b, (f) sen(nt)),

n=1

recibe el nombre de serie de Fourier de f en el sistema 9. Los elementos del conjunto

{ao(f)7a1(f)7a2(f)7"'7b1(f)7b2(f)7"'}

se llaman los coeficientes de Fourier de f en el sistema Z.

5. Sea f € L?([-m,n],K). Demostrar que la serie de Fourier de f en el sistema % converge hacia f en

el espacio de Hilbert L?([—, 7], K).
6. Demostrar que
L = lol Z an(P + ba(P?) para cada f € L2([r, 7], K).
7. Si f € LY([-m,7]) demostrar que:

(a) Si f espar (f(z) = f(—z), x € R), entonces
ar(f) = i/owf(x) cos(kz)dr, k>0, y bp(f)=0, keN.
(b) Si f esimpar (—f(z) = f(—z), z € R), entonces
bi(f) = g/ﬁf(ﬂc) sen(kx)dr, keN, y ap(f)=0, k>0.
T Jo

Ejercicio 205 Sea [a,b] un intervalo compacto de la recta real. Determinar un sistema ortonormal maximal

de L*([a, ], K).

Ejercicio 206 Sea a un nimero real. Determinar las series de Fourier de las siguientes funciones definidas

en [—m, ) por:
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1. f(x)=¢'%%, a¢Z. 4. f(x) =Sh(az), a#0.
2. f(z) =sen(az), a¢Z.
3. f(z) =cos(az), a¢Z. 5. f(z) = Ch(az), a#0.

Ejercicio 207 Hallar la serie de Fourier de la funcién f(x) = 1 ). Deducir que

3 = .
— (2n+1) 8

Ejercicio 208 Sean f una funcién 27-periédica integrable en [—7, 7] y k& un ntimero natural.

1. Si f es de clase €% en R, probar que los coeficientes de Fourier de f verifican que

oo

Z In* f(n)|? < oo.

n=—oo

2. Supongamos que los coeficientes de Fourier verifican que |f(n)\ < C|n|~*+2) para algin C > 0 y

a > 1. Demostrar que f es de clase €.

3. ;Cuéantas derivadas se puede garantizar que tienen las siguientes funciones?

e int

0= Y e B 0= S o =y
n=-—oo n=0 n=0

Ejercicio 209 Sean f,g € L'([-7,7]).
1. Probar que la funcién t — f(x — t)g(t) es integrable en [—m, 7] para casi todo z € [—m,7].

2. Si escribimos

Fra)@) = [ fla—ngt)d,

probar que fxg € L ([=m,]) y |f = glls < [Iflllg]s-

3. Probar que f/@(n) = A(n)ﬁ(n) para cada n € Z.
Ejercicio 210 Sea g € L ([—m, 7], C).

1. Probar que para cada f € L?([—x,7],C) se tiene que gf € L*([—m, ], C).

2. Sea M la aplicacién de L*([—m,7],C) en L?([—m,],C) definida por M(f) = gf. Probar que M es

lineal y continua.
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3. Para cada k € Z, se considera la funcién ug: R — C definida por

ug(t) = ekt

Si k,n € Z, determinar M (ey)(n).

4. Si f € L*([-m,m

,C) y n € Z, determinar M(?)(n) en funcién de los coeficientes de Fourier de f y
de g.

Ejercicio 211 Se considera la funcién f definida en [—m, 7] por f(z) = x.

1. Demostrar que su serie de Fourier es

1 k+1

2 i sen(k x) .
k=

1

2

— 1
2. Deducir de la férmula de Parseval que Z 3 T

Ejercicio 212 Sea f la funcién dada por f(z) = |z|, z € [-m,7].

1. Demostrar que la serie de Fourier de f converge hacia f uniformemente en R

. 1
2. A partir del valor de f(0) obtener la suma de la serie E W
1 4
3. Demostrar que E m = % .

Ejercicio 213 Sea f la funcién definida en [—m, 7] por f(z) = |sen(z)].

1. Demostrar que la serie de Fourier de f es
2 A~ 1
—_ — ;;mCOS(Qk.ﬁ)

2. Probar que esta serie converge uniformemente en [—m, 7] y deducir que su suma coincide con f en
dicho intervalo.

1
3. Calcular la suma de la serie ]; m
Ejercicio 214 Sean a un nuimero real, con 0 < a < 7, y f la funcién definida por
1 siz € (—a,a);
flx) =
0 size[-m—a]U]la,n].

1. Calcular la serie de Fourier de f.

k2 - 2

2. Deducir que Z sen’(ka) _ a(m —a) .
k=1
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Apéndice A

Espacios métricos.

A.1. Definicién y topologia en espacios métricos.

Definicién A.1.1 Sea X un conjunto no vacio. Una aplicacién d : X x X — R es una métrica o una

distancia en X si verifica las siguientes propiedades:
D1. d(z,y) > 0 para todo z,y € X.
D2. d(z,y) = 0si, y sélo si, x = y.
D3. d(z,y) = d(y,z) para todo z,y € X.
D4. d(z,z) < d(x,y) + d(y, z) para todo z,y,z € X.
Se dice que el par (X,d) es un espacio métrico.

Observaciéon A.1.2 El concepto de métrica permite abordar rigurosamente la idea de proximidad. El

ejemplo més sencillo es la distancia euclidea de uso habitual en R, R? y R3.

No le sera dificil al lector comprender la motivacion de los conceptos que definimos bajo este epigrafe a

partir de los conocimientos que ya posee sobre funciones definidas en un espacio euclideo.

Definiciéon A.1.3 Sea (X, d) un espacio métrico. Dados z € X y r > 0, se definen la bola abierta de centro

x v radio r como el conjunto

B(z,r)={y € X : d(z,y) <r},

y la bola cerrada de centro x y radio r como el conjunto

B(z,r)={y e X : d(z,y) <r}.
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Definicién A.1.4 Sean (X, d) un espacio métrico y F un subconjunto de X.

= Un punto x de X se dice que es un punto interior a E si existe una bola abierta de centro x contenida

en F.
o
= El conjunto de todos los puntos interiores de E se denomina interior de E y se representa por F.

= El conjunto E es abierto si es vacio o si todos sus puntos son interiores a él.
Es sencillo comprobar que EO C FE, de modo que un conjunto es abierto si, y sélo si, £ = E01
Proposicién A.1.5 Sea (X, d) un espacio métrico. Se verifican las siguientes propiedades:
i) El conjunto vacio @ y el conjunto total X son abiertos.

ii) La unién de conjuntos abiertos es un conjunto abierto (es decir, si {G; };cs es una familia de conjuntos

abiertos, entonces la unién UI G; es un conjunto abierto).
i€

iii) La interseccién finita de conjuntos abiertos es un conjunto abierto (es decir, dada una familia finita

{G1,G3,...,Gi} de conjuntos abiertos, la interseccién G3 N G2 N ... N Gy es un conjunto abierto).

Es decir, si denotamos por 7 a la familia de todos los conjuntos abiertos de X, el par (X, 7) es un espacio

topoldgico.
Definicién A.1.6 Sean (X, d) un espacio métrico y F un subconjunto de X.

= Un punto z de X se dice que es un punto adherente a E si cada bola abierta centrada en x tiene

interseccién no vacia con F.
= El conjunto de todos los puntos adherentes de E se denomina adherencia de E y se representa por E.
= Un conjunto E de X es cerrado si todos sus puntos adherentes estan en F.

Es sencillo comprobar que E C E, de modo que E es cerrado si, y sélo si, E = E.

Proposicién A.1.7 Sea (X,d) un espacio métrico. Un conjunto E de X es abierto (resp. cerrado) si, y s6lo

si, su complementario X \ E es cerrado (resp. abierto).

Proposicién A.1.8 Sea (X, d) un espacio métrico. Se verifican las siguientes propiedades:

i) El conjunto vacio @ y el conjunto total X son cerrados.
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ii) La interseccién de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado (es decir, si {F;};cr es una familia de

conjuntos cerrados, entonces la interseccién N F; es un conjunto cerrado).
i€l

iii) La unién finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado (es decir, si {Fy, Fy,...,F;} es una

familia finita de conjuntos cerrados, entonces la unién F; U Fo U. ..U F} es un conjunto cerrado).

Definicién A.1.9 Sean (X, d) un espacio métrico y F un subconjunto de X.

= Un punto z de X se dice que es un punto de acumulacion de E si para cada bola abierta B(z,r)

centrada en z, la interseccién B(x,r) N E contiene al menos un punto de E distinto de z.
= El conjunto de todos los puntos de acumulacién se denomina derivado de E y se representa por E'.

= Un punto z de E se dice que es un punto aislado de E si no es un punto de acumulacién de E.

Proposicién A.1.10 Sean (X,d) un espacio métrico y E un subconjunto de X. Entonces:
iy E=FEUE"
ii) E es cerrado si, y s6lo si E' C E.

iii) Si x € X es un punto de acumulacién de F, entonces cualquier bola abierta B(xz,r) de centro x

contiene infinitos puntos de E.

iv) Si z es un punto aislado de E, existe una bola abierta B(z,r) de centro x tal que

B(z,r)NE = {z}.

Definicién A.1.11 Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto E de X es acotado si estd contenido en

una bola, es decir, si existen un punto a € X y un ndmero real r > 0 tales que E C B(a,r).

Definicién A.1.12 Sea X un conjunto no vacio. Una sucesion de elementos de X es una aplicacién del

conjunto de los nimeros naturales en X,

c:N — X

n +— o).

Habitualmente una sucesién se representa de forma mds compacta por el simbolo {z, 52, donde z,, =
o(n) se denomina término n-ésimo de la sucesion.
El conjunto imagen de la aplicacién o, es decir {x,, : n € N}, se denomina conjunto de términos o rango

de la sucesion.
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Definicién A.1.13 Sea (X, d) un espacio métrico. Una sucesién {a, }52 ; de elementos de X se dice que es

convergente si existe un elemento £ de X verificando la siguiente propiedad:

“Para cada ntimero real € > 0 existe un nimero natural ny (que depende de €) tal que para cada nimero

natural n > ng se tiene

d(an, ) <e”
El ntimero ¢ se denomina limite de la sucesién, y se dice que {a, }52; converge hacia ¢ y se escribe

¢ = lim a, o} anp — L.

n—oo n—oo

Proposicién A.1.14 Sea (X, d) un espacio métrico. Si la sucesién {a,}52; es convergente, su limite es

unico.

Proposicién A.1.15 Sean (X,d) un espacio métrico y A un subconjunto de X. Son equivalentes las si-

guientes afirmaciones:
1. a € A si, y sélo si, existe una sucesién de elementos de A que converge hacia a.

2. a € A’ si, y sélo si, existe una sucesion de elementos de A y distintos de a que converge hacia a.

Definicién A.1.16 Sea (X, d) un espacio métrico. Una sucesién {a,}>2, de elementos de X se dice que

estd acotada si el conjunto de sus términos estd acotado.

Proposicién A.1.17 Sea (X,d) un espacio métrico. Si la sucesién {a,}72; es convergente, entonces esta

acotada.

Definicién A.1.18 Sean (X, d) un espacio métrico y {a,}>2; una sucesién de elementos de X. Una subsu-
cesion de {a,}52, es la composicién de una sucesién estrictamente creciente de nimeros naturales {ng}3,

con la sucesién dada,
N - N = X

k 7 nk 7 ank7
o0
y se denota por {a,, }72 .

Observemos que siempre se verifica que k < nj para todo k € N.

Proposicién A.1.19 Sea (X, d) un espacio métrico. Si {a,}22; es una sucesién convergente de elementos

de X y su limite es £, entonces cualquier subsucesion {a,, }7°, es convergente y su limite es .
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A.2. Axiomas de numerabilidad y separabilidad.

Definicién A.2.1 Sean X un espacio topoldgico.

= Se dice que X verifica el primer axioma de numerabilidad si todo punto admite un sistema fundamental

de entornos numerable.

= Se dice que X verifica el segundo azioma de numerabilidad si admite una base de abiertos numerable
(es decir, existe una familia numerable de abiertos de modo que todo abierto de X se puede escribir

como unién de abiertos de la familia).
= Se dice que X es separable si admite un subconjunto denso y numerable.

La verificacion del segundo axioma de numerabilidad implica la del primero y la separabilidad, pero hay
espacios topoldgicos separables que verifican el primer axioma de numerabilidad pero no el segundo. Sin

embargo, para espacios métricos se tiene el siguiente resultado.

Proposicién A.2.2 Sea (X,d) un espacio métrico. X verifica el segundo axioma de numerabilidad si, y

sélo si, X es separable.

Un subconjunto abierto de un espacio topoldgico separable X es separable, pero un subconjunto arbitrario

S C X puede no serlo. La situacién mejora en el caso métrico.

Proposicién A.2.3 Sea (X, d) un espacio métrico separable. Cualquier subconjunto S de X es separable.

A.3. Compacidad en espacios métricos.

En el célculo diferencial juegan un papel destacado los conjuntos compactos de R™. El alumno habréa
utilizado esta propiedad, quizé sin ser consciente de ello, en el calculo de una variable real; por ejemplo
al aplicar el hecho de que de toda sucesién acotada de nimeros reales puede extraerse una subsucesion

convergente. Esto puede servir para la introduccién de esta cuestion.

Definicién A.3.1 Sean (X, d) un espacio métrico.

= Dado un subconjunto A de X, un recubrimiento abierto de A es una familia de abiertos {U,};cr tal
que A C UierU;. Se dice que {U,;}icr admite un subrecubrimiento finito si existe J C I finito tal que

A C UieyUs;.

= Un subconjunto K de X se dice que es compacto si de todo recubrimiento de K formado por conjuntos

abiertos es posible extraer un subrecubrimiento finito.
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Esta definiciéon no siempre es cémoda de manejar. El teorema que se enuncia a continuacién proporciona

varios criterios de compacidad:

Teorema A.3.2 Sea K un conjunto de un espacio métrico (E,d). Son equivalentes las siguientes afirma-

ciones:
1. K es compacto.
2. Todo subconjunto infinito de K tiene un punto de acumulacién en K.
3. Toda sucesién de elementos de K tiene una subsucesién convergente en K.

4. Para cualquier familia de conjuntos cerrados de K, con interseccién vacia, existe una subfamilia finita

cuya interseccién es también vacia.

Teorema A.3.3 Sea (X,d) un espacio métrico. Si E es un subconjunto compacto de X, entonces E es

cerrado y acotado. El reciproco, en general, no es cierto.

A.4. Limites y continuidad en espacios métricos.

Definicién A.4.1 Sean (X,d) e (Y, p) dos espacios métricos. Sean a un punto de acumulacién de X y f
una aplicacion de X en Y. Se dice que £ € Y es el limite de la aplicacién f en el punto a si para cada nimero

real £ > 0 existe § > 0 tal que
p(f(z) = fla)) <€,
para cada x € X, con 0 < d(z,a) < .

En este caso, se escribe

h'_r}n flx)=1¢ o f(z) = ¢ cuando z — a.

Proposicién A.4.2 Sean (X,d) e (Y, p) dos espacios métricos. Sean ¢ un punto de acumulacién de X y f

una aplicacién de X en Y. Si la aplicacién f tiene limite en el punto a, éste es tnico.

Teorema A.4.3 (Criterio secuencial) Sean (X,d) e (Y, p) dos espacios métricos. Sean a un punto de

acumulaciéon de X y f una aplicaciéon de X en Y. Son equivalentes:
1. Existe lim f(z).
r—a

2. Para cada sucesién {z,}52; de puntos de X con =, # a, n = 1,2,...,y lim z, = a, la sucesién
n—r oo

{f(xn)}22, converge.
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En caso de que se cumpla una de las afirmaciones siguientes, para cada sucesién como en 2. se tiene que

h;m flz,) = hln f(a).

Definicién A.4.4 Sean (X,d) e (Y, p) dos espacios métricos. Sean a un punto de X y f una aplicacién de
X en Y. Se dice que f es continua en a si para cada nimero real € > 0 existe § > 0 tal que para cada z € X

con d(z,a) < J se tiene que
p(f(x) = fla) <e.

Si f es continua en todos los puntos de A, se dice que f es continua en X.

Proposicién A.4.5 Sean (X,d) e (Y, p) dos espacios métricos. Sean a un punto de X y f una aplicacién

de X enY.
i) Si a es un punto aislado de X, entonces f es continua en a.

ii) Si a es un punto de acumulacién de A, entonces f es continua en a si, y sélo si, tiene limite en a y

verifica que lim f(z) = f(a).
T—a

Teorema A.4.6 (Criterio secuencial) Sean (X,d) e (Y, p) dos espacios métricos. Sean a un punto de X

y f una aplicaciéon de X en Y. Son equivalentes:
i) f es continua en a.

ii) Para cada sucesién {zy}32; de puntos de X con lim zy = a, la sucesién {f(zx)}3, converge hacia

k—o0
f(a).

Teorema A.4.7 Sean X, Y y Z tres espacios métricos. Sean f: X — Y y g: Y — Z aplicaciones tales que
f es continua en a € X y g es continua en f(a) € Y. Entonces la aplicacién compuesta gof : X — Z es

continua en a € A.

Proposicién A.4.8 Sean (X,d) e (Y, p) dos espacios métricos y f una aplicaciéon de X en Y. Son equiva-

lentes las siguientes afirmaciones:
i) La aplicacién f es continua en X.
ii) Para cada conjunto abierto U de Y se tiene que f~1(U) es abierto de X.

iii) Para cada conjunto cerrado F de Y se tiene que f~1(Y) es cerrado de X.
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Ejemplo A.4.9 Sean (X,d) un espacio métrico y f una funcién real continua en X. Para cualquier ntimero

real a los conjuntos

{reX:flx)>a} v {zeX: flz)<a}
son abiertos en X; y los conjuntos
{reX:fx)>a} v {zeX: flz)<a}

son cerrados en X.

Teorema A.4.10 (de Weierstrass) Sean (X, d) e (Y, p) dos espacios métricos y f una aplicacién de X

en Y. Si K es un subconjunto compacto de X, entonces f(K) es compacto en Y.

Terminamos recordando el concepto de isometria y la continuidad de tales aplicaciones.

Definicién A.4.11 Sean (E,d;) y (F,d2) espacios métricos. Se dice que la aplicacién f : E — F es una
isometria si

do(f(2), f(y)) = di(z,y) para todos z,y € E.

El conjunto imagen de una aplicacién f : E — F es f(F) :={f(z):x € E}.

Proposicién A.4.12 Toda isometria f : E — F es continua en F, inyectiva, y su inversa f~1: f(E) - E

es continua en f(FE) (que es un espacio métrico con la distancia inducida por la de F).
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Sumabilidad.

B.1. Familias sumables en un espacio normado.

Definicién B.1.1 Sea E un espacio normado. Una familia {z; };c; de elementos de E se dice que es sumable
hacia € E si para cada ¢ > 0 existe Jo C [ finito tal que ||}, ;x; — x| < € para cualquier conjunto J
finito, con Jy C J C I.

Llamaremos al vector = la suma de la familia sumable y escribiremos x = >, _; ;.

Si I = @, por convenio ponemos ), x; = 0.

Nota: Una familia sumable es un caso particular de una red convergente, la dada por las sumas parciales

finitas {3 ,c; @i} acr, sfinito-

Proposiciéon B.1.2 Sea E un espacio normado. La suma de una familia sumable de elementos de E es

unica.

Proposicién B.1.3 Sea E un espacio normado. Si {z;}icr € {y:}icr son familias sumables de elementos
de F hacia x e y respectivamente, y A y u son escalares, entonces la familia {A\x; + py; }:er es sumable hacia

AT 4 py.

Proposicién B.1.4 Sea E un espacio normado. Sea {x;};c; una familias sumable de elementos de E.
Entonces las sumas finitas de elementos de la familia y, en particular, los elementos de la familia, estdn

acotados.
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Proposicién B.1.5 Sean E y F espacios normados sobre K y 7" una aplicacién lineal y continua de F en F'.

Si {z;}ier es una familia sumable de elementos de F, entonces {T'(x;)}ics es sumable en F'y ademas

> T(a) =T z:).

il iel
Proposicién B.1.6 Sea {«;};cr una familia de niimeros reales no negativos. Los siguientes enunciados son

equivalentes:
1. {a;}ier es sumable.

2. El conjunto de las sumas finitas de elementos de la familia es acotado, es decir,

sup{Zai J C, Jﬁnito} < 0.

icJ

En ese caso, se tiene que

Zaisup{ZaisJCI, Jﬁnito}. (B.1)

el i€J
Proposicién B.1.7 Sea {z;};cr una familia de nimeros complejos. Si z; = Re(z;) e y; = Im(z;) para cada

j € I, entonces {z;}jer es sumable si, y sélo si, {z;}jer e {y,},er son sumables.

B.2. Condiciéon de Cauchy para la sumabilidad.

Definicién B.2.1 Una familia {z;};c; de elementos de un espacio normado E se dice que verifica la con-

dicion de Cauchy para la sumabilidad si para cada € > 0 existe Jy C I finito tal que

||Za:l|\ <e siJCI, Jfinitoy JNJy=0.
=

Teorema B.2.2 Sea E un espacio de Banach. Una familia {z;};c; de elementos de E es sumable si, y s6lo

si, verifica la condicién de Cauchy para la sumabilidad.

Corolario B.2.3 Sea E un espacio de Banach y {;};c; una familia sumable de elementos de E. Si J C I,

la familia {x;},c; es sumable.

Nota: Obsérvese que si la familia {x;};er verifica la condicion de Cauchy (en particular si es sumable)

también verifica la siguiente: para cada & > 0 existe J C I finito tal que si i ¢ J se tiene que ||x;|| < e.

Definicién B.2.4 Una familia {x;};c; de elementos del espacio normado E se dice que es absolutamente

sumable si la familia de ntmeros reales {||z;||}:icr es sumable.

Proposiciéon B.2.5 Sea E un espacio normado. Son equivalentes:
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(a) FE es de Banach.
(b) Toda familia {x;};cr de elementos de E absolutamente sumable es sumable.

Si una familia {z;}:cs es absolutamente sumable, se tiene que || Y, x|l < > .o/ [l

Teorema B.2.6 Sea {«;};cs una familia de ntimeros reales o complejos. Son equivalentes:
1. {a;}ier es sumable.

2. Existe M > 0 tal que | >, ; o;| < M para cada J C I finito.

icJ

3. {ai}ier es absolutamente sumable.

Nota: Aunqgue no lo probaremos, la equivalencia entre sumabilidad y sumabilidad absoluta se verifica preci-
samente en los espacios normados de dimension finita. El resultado anterior permite deducir inmediatamente

que la finitud de la dimension es suficiente, siendo mds laborioso obtener el reciproco.

Proposicién B.2.7 Sean E y F dos espacios de Banach sobre el mismo cuerpo K y {T;};c; una familia de
aplicaciones lineales continuas de F en F'. Se supone que para cada x € E la familia {T;(z)}.cr es sumable.

Entonces, el operador T' definido para cada x € E por T'(z) = ), ; T;(x) es lineal y continuo.

B.3. Foérmula de sumacion por paquetes.

Al igual que ocurre con las series, hay que tener cuidado si se quieren agrupar términos dentro de una

familia sumable. Los siguientes resultados dan condiciones en las que esto se puede hacer.

Teorema B.3.1 Sean E un espacio de Banach, {z;};cs una familia sumable de elementos de E e {Ix}aea
una particién de I. Si sy = Zieb\ x;, la familia {s)}rea es sumable y

OEED DD DI S

i€l NEA i€l AEA
Teorema B.3.2 Sean F un espacio de Banach, {x;};c; una familia de elementos de F e {I)} ca una
particién finita de I. Si la familia {z;};cs, es sumable hacia sy, entonces la familia {z;};cr es sumable hacia

T = ZkeAs)\.

Teorema B.3.3 Sean {z;};c; una familia de niimeros reales positivos e {I)}rea una particién de I. Si la
familia {x;};cs, es sumable hacia sy y la familia {s)}xea es sumable hacia x, entonces la familia {z;};cs es

sumable hacia x.
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B.4. Sumabilidad de familias numerables.

Incluso aunque el conjunto de indices I sea numerable, el concepto de familia sumable y de serie conver-
gente es diferente. En una serie el conjunto de indices estd ordenado y esta ordenacién se tiene en cuenta al

definir las sumas parciales. En una familia sumable esta claro que el orden de los sumandos no juega ningin

papel.

Proposicién B.4.1 Sean E un espacio normado y {z;};c; una familia numerable de elementos de E. Son

equivalentes:
1. {x;}icr es absolutamente sumable.

2. Para cada biyeccién o: N — I la serie )

o0
n=

1 To(n) €s absolutamente convergente.

3. Existe una biyeccién o: N — I tal que la serie 220:1 Ty(n) €8 absolutamente convergente.

Proposicién B.4.2 Sean F un espacio de Banach y {z; };c; una familia numerable de elementos de E. Son

equivalentes:
1. {x;}icr es sumable.

2. Para cada biyecciéon o: N — I, la serie Ziozl Tq(n) €8 convergente.

Nota: Aunque para series numéricas la convergencia incondicional y la convergencia absoluta son equiva-

lentes, esto no es cierto en general para espacios normados.

Proposicién B.4.3 Sea {z;};c; una familia sumable de elementos de un espacio normado E. Entonces

x; = 0 salvo para un conjunto numerable a lo més de indices.
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