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Resumen

La teoria de multisumabilidad de series de potencias se ha mostrado fructife-
ra para la construccién de soluciones analiticas de (sistemas de) ecuaciones di-
ferenciales ordinarias meromorfas en puntos singulares irregulares, a partir de
soluciones formales que, de hecho, representan asintéticamente a aquéllas. Con
la intencién de extender este tipo de resultados a la teoria de ecuaciones en deri-
vadas parciales, han aparecido recientemente dos nociones de sumabilidad para
series de potencias en varias variables, junto con algunas aplicaciones al estu-
dio de soluciones formales de ciertas clases de problemas. En esta comunicacion
se utilizara la segunda de estas nociones para el estudio de la sumabilidad de
la solucién formal de un problema de perturbacién singular ya considerado por
J. Ecalle y W. Balser.

Introduccién

Las ecuaciones diferenciales ordinarias meromorfas en un punto singular irregu-
lar (que supondremos situado en el origen del plano complejo o de la superficie de
Riemann del logaritmo) pueden presentar soluciones formales en forma de serie de po-
tencias que, en general, seran divergentes (es decir, con radio de convergencia igual a
cero). No obstante, estas soluciones no estan desprovistas de significado, pues, fijado un
sector con vértice en el origen y de amplitud convenientemente restringida, es posible
probar la existencia de soluciones de la ecuacion analiticas en el mismo y cuyo desa-
rrollo asintdtico en el vértice es precisamente la serie de potencias formal. La teoria de
k-sumabilidad en una variable fue desarrollada por J. P. Ramis [12, 13] con el propdsito
de proporcionar una técnica que permitiera la construcciéon efectiva de estas soluciones
analiticas a partir de las soluciones formales, al menos bajo determinadas condiciones.
Los principales ingredientes que forman parte de esta teoria son los desarrollos asintéti-
cos de tipo Gevrey (caracterizados por limitar de una forma especifica el crecimiento
de los coeficientes de las series o el de las derivadas de las funciones involucradas) y las
tranformadas, tanto formales como analiticas, de Laplace y Borel.

La introduccién por J. Ecalle [7, 8] del concepto de multisumabilidad, consistente,

por decirlo brevemente, en una “sumabilidad recurrente” (en un numero finito de pa-
sos), permiti6 probar a B. L. J. Braaksma [6] que toda solucién en forma de potencias



formal de un sistema meromorfo, lineal o no, de ecuaciones diferenciales ordinarias en
un punto singular irregular es multisumable. Como referencia para todo lo relativo a
estos resultados, podemos citar los excelentes libros de W. Balser [1, 2].

En cuanto al estudio de soluciones formales en el caso de ecuaciones en deriva-
das parciales, en la ltima década han aparecido numerosos resultados que prueban el
caracter Gevrey de dichas series; mas aun, en trabajos muy recientes se ha probado la
(multi)sumabilidad uniforme de dichas soluciones para diferentes tipos de ecuaciones,
considerando todas las variables salvo una como parametros, y sumando la serie resul-
tante, de una variable y con coeficientes en un espacio funcional adecuado, uniforme-
mente respecto de los parametros (en este sentido, véase el trabajo [4] y las referencias
que alli se citan). Sin embargo, como han senalado Y. Sibuya [15] y W. Balser [2,
Capitulo 13], parece deseable introducir un método que trate todas las variables por
igual. El dltimo autor mencionado y el autor del presente trabajo han propuesto, hasta
donde sabemos, las primeras dos técnicas (distintas) para abordar este asunto (ver [3, 5]
y [14]). La segunda de ellas se basa en la consideracién de desarrollos asintéticos fuer-
tes de Gevrey (introducidos por H. Majima [10, 11] e Y. Haraoka [9]), que gozan de
las propiedades de estabilidad clésicas en la teorfa unidimensional de H. Poincaré (en
particular, con respecto de la derivacién), y en la introduccién de transformadas de
Laplace y Borel multidimensionales que actiian adecuadamente sobre las funciones con
desarrollo fuerte. El objetivo de esta presentacion es indicar como se puede aplicar esta
herramienta al estudio de la solucién formal de un problema de perturbacion singular
que ha sido estudiado en [7, 8, 3].

Notacion

El conjunto de los ntimeros naturales es N = {0,1,2,...}.

Dados k = (ky, k) € (0,00)%, A = (A}, A3) € (0,00)?, 2 = (21,22) E R*y a =
(a1, a3) € N?) ponemos

FQ+a/k) =T +a/k)I(1+ax/ks), A% :=ATAF,  |2]% = [2|" 2™,
donde las I'"® a la derecha de la primera igualdad denotan la funcién Gamma de Euler.

Para j = 1,2, consideremos un sector (abierto) (en la superficie de Riemann del
logaritmo R) con vértice en el origen,

S; = /(d;,0;,p;) ={z=1e¥:0<r<p;, l¢o—dj| <8;/2},

donde d; € R, 0; > 0y p; € (0,00] son la direccion bisectriz, la amplitud y el radio
de S;, respectivamente. El polisector H§:1 S; C R? se denotard por S = /(d, 0, p),
donde d = (di,ds), @ = (61,602) y p = (p1,p2). En el caso de que p; = 400 para
j = 1,2, escribimos S = /(d, 0) y decimos que S es no acotado.

Un polisector T = H?:1 /(d}, 0%, p) en R? es un subpolisector propio y acotado
de S = /(d, 0, p), denotado por T' < 5, si para j = 1,2 se tiene que p; < p; (de modo

que g, < +00) y
[y — 0)/2,d} + 0,/2] C (d; — 0;/2,d; +0;/2). (1)

SiS = /(d,0)esnoacotadoy T = /(d',0’), no acotado, es tal que se tiene (1), decimos
que T es un subpolisector propio no acotado de S, representado por T' < S.



Sumabilidad de series de potencias en dos variables

En primer lugar, recopilamos las definiciones y resultados bésicos relativos a los
desarrollos asintéticos fuertes de Gevrey en el sentido de H. Majima. Sean k € (0, c0)?
y S un polisector en R2.

Definicién 1 Una funcién holomorfa f:S = S; x Sy € R? — C admite desarrollo
asintotico fuerte de Gevrey de orden k (f € Ag(S)) si existe una familia TA(f) =
{hm; Gn, @nm = n,m € N}, donde h,, (resp. g,) es una funcién holomorfa de S; (resp.
Sy) en Cy apy € C, nym € N, tal que, si se definen las funciones aprorimantes de
orden a = (n,m) € N* mediante

j=n—1,{=m—1

n—1 m—1
Appo()(2) = 3 gi(22)2 + 3 hulz1)2; — ajex] 2,
j=0 £=0 J,£=0

entonces para todo T < S, existen Cr > 0y Ar € (0,00)? de modo que para todo
o € N2,
|f(z) = Appa(f)(2)| < CrT'(1 + a/k)AT|z[*, z€T.

FA(f):== Y. aumz725" sellama la serie de desarrollo asintdtico fuerte de f.
(n,m)eN?

Siempre que f € Ag(S) se tiene que FA(f) es de Gevrey de orden k (FA(f) € C[z]), es
decir, existen C' > 0y A € (0, 00)? tales que para todo a € N2 |a,| < CT(14+a/k)A*.

Ak(S) y C[z]x son édlgebras diferenciales (esto es, espacios vectoriales estables por
multiplicacién y derivacién), y la aplicacién FA: Ag(S) — C[z]x es un homomorfismo
entre ambas.

Proposicién 2 (Lema de Watson [14]) Sea S = /(dy, 01, p1) X L(da, 02, p3) un po-
lisector tal que 8; > mw/k; para j = 1,2. Entonces, FA es inyectiva.

Este resultado es esencial para garantizar la unicidad de la funcién suma en el siguiente
concepto de sumabilidad para series de potencias en dos variables.

Definicién 3 Se dice que una serie de potencias f: Yaen? Ao z® es k-sumable en la
direccion d € R? si existen un polisector S = /(d, 8, p), con 6 > m/k, y una funcién
f € Ag(S) tal que FA(f) = f.

En este caso, f se llama la k-suma de ]? en la direccion d, denotada por f = Skydf.

Es interesante saber si el proceso de sumacién se puede hacer variable a variable
(es decir, si se dispone en este contexto de un resultado similar al teorema de Fubini).
Para dar una respuesta afirmativa, es necesario tener en cuenta que tanto la teoria de
desarrollos asintoticos fuertes como la de k-sumabilidad en una variable son esencial-
mente validas cuando se consideran funciones, respectivamente series, a valores, resp.
con coeficientes, en un espacio de Banach complejo (no se puede decir lo mismo en el
segundo caso si, por ejemplo, los coeficientes se toman en un espacio de Fréchet). Esto
justifica el siguiente desarrollo.



Sea (E, || -]|) un espacio de Banach complejo, y tomemos un polisector S = S; X Sy
y B € (0,00)% Aunque Ag(S,E) (con el significado esperado) no es un espacio de
Banach, podemos considerar su subespacio
1D/ (=)l

Wes(S,E):={f:S = E:|fllks:= ze;uapeNQ alT(1 5 a/k)Bo < oo}

Lema 4 Wk (S, E),| - |lk.5) es un espacio de Banach, y la restriccion a cualquier
T < S de las funciones en Ag(S, E) proporciona elementos de Wy (T, E) para un
vector constante adecuado B = B(T) € (0,00)%. Por otra parte, la aplicacién

f S Wk,B(Sv E) — f* € Wkl,B1 (Sb WkZ,BQ(S27 E))>
definida para cada z; € Sy mediante f*(z1) = f(z1,-), es un isomorfismo.
Todo lo anterior conduce a la definicién y resultado siguientes.

. . » . N _ o0 n m . . .
Definicion 5 Una serie f = 327 _, anm212y" es iterativamente k-sumable en la direc-
cion d (en un cierto orden, pero esto serd irrelevante) si, al escribir

N o0 oo
o n -~ m
f= Z On21s donde g, = Z pm 2y,
n=0 m=0
se tiene que:

(i) Cada g, es ky-sumable en la direccién dy, y la suma g,, pertenece a Ay, (S3), donde
el sector Sy = /(dy, 02, p2) no depende de n.

(ii) Existen Tp = /(ds, @2,79) < Sy, con wg > w/ky, v Ba(13) > 0 tales que g, €
Wi, B,(12) para cada n € N, y la serie § = Y02 g2} (con coeficientes en el
espacio de Banach Wi, p,(73)) es kj-sumable en la direccién d;.

Proposiciéon 6 Una serie f es k-sumable en la direccion d si, y sélo si, es iterativa-
mente k-sumable en la direccion d (en cualquier orden).

Un problema de perturbacion singular

Consideremos el problema de perturbacién singular

ea!(z,6) = x(z,6) - f(2), (2)
donde f (2) = Z fnz" es una serie formal tal que su transformada formal de Laplace
n=0
de orden 1,
Lif(z) = > nlfa2",
n=0

es k-sumable en la direccién d € R, con k € (1/2,1). Pongamos 0 = 1/k — 1 € (0,1).



Es sencillo comprobar que (2) tiene a

. > (n+m)!
Z(z,¢) = Z <‘)fn+mz”5m
n,m=0 n.

como unica solucion formal en serie de potencias, que ademas, en virtud de la formula
de Stirling, es de Gevrey de orden (k/(1 — k), k) = (1/0,1/(c + 1)). Nuestro objetivo
es presentar el siguiente resultado.

Proposicién 7 La solucion formal & de (2) es (1/0,1/(c+1))-sumable en la direccion
(d,d) € R%.

Demostracion: De acuerdo con la Proposicion 6, basta probar que la serie es iterativa-
mente sumable. Escribamos

[e.e]

#(z6) = io ( ZO(”Z,””' Juem")e™ = io Ful2)e™,

Es inmediato que para cada m € N, fm(z) = f(m)(z). Ahora bien, puesto que L1 f es
k-sumable en la direccién d, un resultado estdndar [1, Capitulo 3, Lema 2] asegura que
f es 1/o-sumable en la direccién d, y ademaés,

f= Sl/gvdf =B (Sk,dﬁlf)y

donde B es la transformada de Borel de orden 1. Entonces, existe un sector no acotado
S =/(d,0), conm >0 > mo, de modo que:

(1) f € AI/U(S)7 y
(ii) f es de crecimiento exponencial a lo sumo 1 en S.
Tomemos 6! € (70,0) y los sectores

™ =/(d,0")<S v T*=/(d,0"1)<S.

Combinando las afirmaciones (i) y (ii) anteriores, se puede probar que existen constan-
tes C >0, B> 0y M >0, que dependen sélo de T, de modo que

1 ) )
ﬁ|f(7)(z)| < CBI(1+0j)eM: 2 eT (3)

Por otra parte, como el algebra de series sumables en una direccién es estable bajo
derivacién, se deduce que para todo m € N, f,,(2) es 1/o-sumable en la direccién d, y
ademas,

Sijoafm = fT™ € Aip(S).

Denotemos por f,, la restriccién a 72 de ™, y elijamos constantes
01:CBM>O, BlzBQU+1>O;
a partir de (3) se puede deducir que para cada m € N,

[fnll1/o.8, < CLBI'T (1 + (0 4 1)m). (4)



Por lo tanto, la serie Y f,,e™ es una serie de Gevrey de orden 1/(o+1) a coeficientes en
m=0

el espacio de Banach W, g, (T?). Resta comprobar que esta serie es 1/(o +1)-sumable

en la direccion d, lo que equivale a probar que la serie

S Jfm m
mZ::O I'1+ (o +1)m) ©
que converge en {|e| < By'} (de acuerdo con (4)) y define una funcién F* holomorfa
en ese disco a valores en W/, 5, (1?), admite prolongacién analitica a un sector no
acotado U = /(d, ¢) con crecimiento exponencial menor o igual que 1/(c + 1).

Observemos que si z, & € T*, entonces z+¢ € T'. Puesto que 7% C T, tiene sentido
considerar para cada ¢ € T" la funcién F(g): T? — C definida por

F(e)(z) = f(z+¢), zeT?
Aplicando (3) se obtiene que Fy(¢) € W4 5,(T?), y de hecho,
1F1(8)]|1/o,5, < CeMeMel ec T,

de modo que la funcién Fi:TM — W/, 5, (T?) esté bien definida y es de crecimiento
exponencial a lo sumo 1 en T, Més atin, F} es holomorfa en T, y su restriccién a 72
verifica que

1721108, < Ce*M < o0,

Por lo tanto, también se tiene que Fy € Ay /o(T", Wi /6.5,(T7?)), v es sencillo comprobar
que el desarrollo asintético de Gevrey de orden 1/0 de F} es

ST
7'5 .

=, m!

Apliquemos ahora el operador de deceleracién (de Ecalle) Dy 1/(s+1) a F1; un resultado
clasico (ver [1, §5.2, ejercicio 7]) garantiza que F' := Di1/4+1)f1 es holomorfa en la
unién de un disco alrededor del origen y del sector no acotado U = /(d,0' — 7o), y
prolonga analiticamente la funcion F™*. Por ultimo, el hecho de que Fi sea de crecimiento
exponencial a lo sumo 1 en T garantiza que

F = Bijg41)0 L1171,

donde B y L denotan las respectivas transformadas de Borel y Laplace con sus corres-
pondientes 6rdenes. En esta situacion, es conocido que F' serd de crecimiento exponen-
cial a lo sumo 1/(o + 1), con lo que se concluye. Cabe mencionar que

S1/o1/(+1)(dd)E = L1jo+1) F.
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