INTRODUCCION A LOS ESPACIOS DE FUNCIONES
4° curso, Grado en Matematicas y
Programa Conjunto Matematicas—Ing. Informatica de Servicios y Aplicaciones

Primera prueba de evaluacién continua (7 de noviembre de 2017)

Tiempo: de 14:00 a 15:00 horas

Instrucciones:

Escriba con tinta.

Los APELLIDOS y nombre, en este orden, del alumno/a deben figurar en cada hoja.
La puntuacion de cada pregunta sobre 10 aparece a la derecha entre paréntesis.

1. Si S es un subconjunto denso del espacio normado E, demostrar que todo elemento de
se puede escribir como suma de una serie absolutamente convergente de elementos de S.

(3 puntos)
2. Sea E un espacio normado y 7' € L(F). Probar que
IT]] = sup{ [f(T2)| - w € B, |lzll =1, fe B, |flf =1}
(3 puntos)
3. Se considera en ¢ el conjunto H de las sucesiones {x,}52, tales que i % =
n=1
(i) Probar que H es un hiperplano cerrado. (2 puntos)

(ii) Sia € ¢ \ H, probar que no existe b € H tal que dist(a, H) = ||a — b||. (2 puntos)



INTRODUCCION A LOS ESPACIOS DE FUNCIONES
4° curso, Grado en Matematicas y
Programa Conjunto Matematicas—Ing. Informatica de Servicios y Aplicaciones

Segunda prueba de evaluacién continua (30 de noviembre de 2017)

Tiempo: de 13:00 a 14:00 horas

Instrucciones:

Escriba con tinta.

Los APELLIDOS y nombre, en este orden, del alumno/a deben figurar en cada hoja.
La puntuacion de cada pregunta sobre 10 aparece a la derecha entre paréntesis.

1. Se dice que una sucesién {x,}>°; de puntos de un espacio normado E es débilmente
convergente hacia © € FE si para todo f € E’ se tiene que {f(z,)}>, converge hacia

f(@).
Se dice que un conjunto A C E es débilmente cerrado si para cada sucesion {x,}>2, de
puntos de A que converja débilmente hacia un punto z se deduce que x € A.

(i) Probar que todo conjunto débilmente cerrado es cerrado. (1 puntos)
(ii) Probar que todo subespacio cerrado es débilmente cerrado. (2 puntos)

(iii) Probar que el conjunto {e,: n € N} C ¢*(R), formado por las sucesiones ¢,, con todos
sus términos nulos excepto un 1 en la posicion n-ésima, es cerrado pero no débilmente
cerrado en (%(R).

(2 puntos)

2. Sea E el espacio vectorial C'([0,1],R) dotado de la norma |f]| = [|fllec + [/ [|ocs ¥
consideramos el subespacio

L={feE: f0) =0}
Fijada una funcién a € C([0, 1], R), se define el operador T': L — (C([0, 1], R), || ||«) dado

por
T(f)=f"+af, feL.

Se pide:

(i) Probar que L es un espacio de Banach. (1 puntos)

(ii) Probar que T es continuo. (1 puntos)

(iii) Demostrar que T" admite inversa continua. (3 puntos)

Indicacion: Se puede utilizar en este apartado el teorema de existencia y unicidad de
soluciones para el problema de Cauchy adecuado.



INTRODUCCION A LOS ESPACIOS DE FUNCIONES
4° curso, Grado en Matematicas y
Programa Conjunto Matematicas—Ing. Informatica de Servicios y Aplicaciones
Examen final (11 de enero de 2018)
Tiempo: de 9:00 a 13:00 horas

Instrucciones: Los APELLIDOS y nombre, en este orden, del alumno/a deben figurar
en cada hoja. La puntuacién de cada pregunta sobre 10 aparece a la derecha entre paréntesis.

1. Se consideran los espacios normados E = (C([0,1],R), ]| le) v F = (C*([0,1],R), || |,
donde || f]| = || flls + [|.f'lc para cada f € C'([0,1],R).

(a) Demostrar que ¢ : F — R, dado por ¢(f) = f'(1/2), es un funcional lineal y
continuo en F, y calcular su norma. (1 punto)

Indicacion: Para el célculo de la norma basta esbozar la grafica de funciones ade-
cuadas que permitan deducir el valor de la misma.

(b) Probar que ¢ no es continuo si a C*([0, 1], R) se le dota de la topologfa de subespacio
de E. (0,5 puntos)

o0
2. Sea {a,}22 , unasucesién de escalares tal que la serie g oy, T, converge para cada sucesion
n=1

{x,}5°, € (1. Probar que {a,}°°, estd acotada. (1,5 puntos)

3. Si f es una funcién de clase C! en [a, b], probar que dado € > 0 existe un polinomio p tal
que

lf(z) —px)| <e ¥y |f'(z) —p'(x)| <e, paratodox € [a,b]. (1,5 puntos)

4. Sean X, Y y Z espacios de Banach, A; una aplicacién lineal y continua de X en Z, y A,
una aplicacion lineal y continua de Y en Z. Supongamos que para cada x € X la ecuaciéon
Aj(z) = As(y) tiene una tnica solucién y € Y, y pongamos y = A(z). Demostrar que A
es una aplicacién lineal y continua de X en Y. (1,5 puntos)

5. Sea H un espacio de Hilbert. Probar que {z, }5°, converge a x si, y sélo si, {<x,,y >},
converge hacia <,y > uniformemente en {y € H : [|y| = 1}. (1,5 puntos)

6. Sea H un espacio de Hilbert complejo y A: H — H un operador lineal, continuo y
autoadjunto. Se consideran los operadores D y Dy definidos por

Dix = Ax +ix, Doxr=Ar —ix, x € H.

(a) Calcular ||D;z|?, j = 1,2, y deducir que D; y Dj son inyectivos. (0,5 puntos)

(b) Probar que si z € H es ortogonal al rango de Dy, entonces z = 0. Deducir que el
rango de D; es denso en H. Proceder de forma andloga para D-. (1 punto)

(c) Utilizando lo obtenido en (a), probar que el rango de D; es cerrado, y concluir que
D; es sobre (el resultado andlogo para Dy no ha de probarse). (0,5 puntos)

(d) Demostrar que D; ' es continuo. (0,5 puntos)



INTRODUCCION A LOS ESPACIOS DE FUNCIONES

Soluciones del examen final de 11 de enero de 2018

1. Se consideran los espacios normados F = (C([0,1],R), || |l«) ¥ F = (C*([0,1],R), || 1),
donde [[f[| = [[fll + [I/"lloc Para cada f € C*([0, 1], R).

(a) Demostrar que ¢ : F' — R, dado por ¢(f) = f'(1/2), es un funcional lineal y
continuo en F, y calcular su norma. (1 punto)

Indicacion: Para el célculo de la norma basta esbozar la grafica de funciones ade-
cuadas que permitan deducir el valor de la misma.

(b) Probar que ¢ no es continuo si a C!([0, 1], R) se le dota de la topologfa de subespacio
de E. (0,5 puntos)

Solucion:

(a) La linealidad de ¢ se debe a la de la derivacién. Ademaés,

oD =121 < N1 lloe < IF1I

luego ¢ es también acotada, y por lo tanto continua, y ||¢|| < 1. Para ver que la
norma es precisamente 1 basta construir funciones f,, de norma infinito igual a 1 que
presenten en el punto 1/2 el maximo de |f/ |, con f/(1/2) = n, teniéndose entonces

que £(1/2)]
fl(1/2 n
el = =8 = T

Alternativamente, se pueden construir funciones f,, de norma infinito igual a 1/n
que presenten en el punto 1/2 el méximo de |f}|, con f!(1/2) = 1.

— 1 cuando n — oo.

(b) Basta observar que, para cualquiera de las sucesiones construidas en el apartado
anterior, se tiene que
|/n(1/2)]

[ fll oo

— 00 cuando n — oo.

o0

2. Sea{a,}22, unasucesién de escalares tal que la serie E o, T, converge para cada sucesion
n=1

{z,}52, € (1. Probar que {a,}°2, estd acotada. (1,5 puntos)

Solucién: Definimos para cada k € N el operador lineal T}, : #* — K dado por

Te({xn}oo Z Oy T

Es claro que T} es continuo y ||Tk|| = méx{|a,| : 1 < n < k}. Por otra parte, por
hipétesis sabemos que para todo {x,}52, € ¢! existe limy,_oo Th({7,}22), y un corolario
del teorema de Banach-Steinhaus garantiza que entonces sup{||Tx|| : ¥ € N} < oo, es
decir, {a, }22, estd acotada.

3. Si f es una funcién de clase C! en [a, b], probar que dado € > 0 existe un polinomio p tal
que

If(z)—px)|<e y |f(z)—p(x)] <e, paratodox € [a,b]. (1,5 puntos)



Solucién: Por el teorema de Weierstrass, y puesto que f' € C([a,b]), dado 6 > 0 existe
un polinomio @ tal que || f' — Q|| < d. Consideremos el polinomio

p(x) = f(a) + /xQ(t) dt, x € [a,b].

Es claro, por el teorema fundamental del célculo, que p’ = Q. Ademés, dado = € [a,b] y
por la regla de Barrow, se tiene que

@) = sl =|r@ + [ rOa- @+ [ awa| < [ 176 - el
< (0=a)lf" = Qllw,
conlo que || f=p|loo < (b—a)||f'—Ql|s < (b—a)d. Basta tomar 6 tal que max{1,b—a}-d = ¢

para concluir.

. Sean X, Y y Z espacios de Banach, A; una aplicacion lineal y continua de X en Z, y A,
una aplicacién lineal y continua de Y en Z. Supongamos que para cada x € X la ecuacién
Aj(x) = As(y) tiene una unica solucién y € Y, y pongamos y = A(z). Demostrar que A
es una aplicacion lineal y continua de X en Y. (1,5 puntos)

Solucién: Sean o, € Ky z,29 € X, siendo y; = A(z1), yo = A(zy). Entonces,
Ai(z1) = As(y1) v Ar(za) = As(ya), luego, como A; y Ay son lineales,

Ai(axy + Brg) = aAi(x1) + BAL(22) = ady(y1) + BA2(y2) = Az(ayy + Bye).
Por definicién del operador A, se tiene que
Alary + ) = ayr + Bys = aA(x1) + BA(12),

con lo que A es lineal. Veamos ahora que su grafo es cerrado: sea {(z,, A(x,))}>2, una
sucesion convergente en X x Y hacia (z,y), y probaremos que A(z) = y. Para cadan € N
se tiene que A;(x,) = As(A(x,)). Por ser Ay y Ay continuas, {A;(z,)}5°, converge hacia
Aq(x), y {As(A(x,,))}22, converge hacia As(y), luego de la unicidad del limite se deduce
que A;(z) = As(y), v por lo tanto A(z) = y. El teorema del grafo cerrado garantiza que
A es continua.

. Sea H un espacio de Hilbert. Probar que {x,}52, converge a z si, y sélo si, {<xz,,y>}>2,;
converge hacia <x,y> uniformemente en {y € H : [|y|| = 1}. (1,5 puntos)

Solucidén: Puesto que para todo y € H con ||y|| = 1 se tiene, en virtud de la desigualdad
de Cauchy-Schwarz, que

| <@n,y> = <zy>|=| <zp —2,y> | < |Jan — zllllyl] = [lzn — 2],

es obvio que si {x,}>°; converge a z, entonces {<x,,y >}, converge hacia <z,y > uni-
formemente en {y € H : ||y|| = 1}. Reciprocamente, recordamos que, como consecuencia
del teorema de Hahn-Banach, se sabe que para cada n € N,

[0 — || = sup{|p(zn — 2)| : o € H', |||l = 1}.

Ahora bien, por el teorema de representacion de Riesz los elementos ¢ € H' con ||¢|| =1
estdn en biyeccién con los elementos y € H con |ly]| = 1, mediante la representacion
o(x) =<z,y>, de modo que se puede escribir

|zn — z|| =sup{| <zn —z,y>|:y € H, ||y|| = 1}.

De aqui se concluye inmediatamente.



6. Sea H un espacio de Hilbert complejo y A: H — H un operador lineal, continuo y
autoadjunto. Se consideran los operadores D y Dy definidos por

Dyx=Ax+ix, Dyxr=Ax—1ix, x¢€ H.

(a) Calcular ||D;z|?, j = 1,2, y deducir que D; y Dj son inyectivos. (0,5 puntos)

(b) Probar que si z € H es ortogonal al rango de Dy, entonces z = 0. Deducir que el

rango de D es denso en H. Proceder de forma andloga para D. (1 punto)

(c) Utilizando lo obtenido en (a), probar que el rango de D; es cerrado, y concluir que

D; es sobre (el resultado andlogo para Dy no ha de probarse). (0,5 puntos)

(d) Demostrar que D; ' es continuo. (0,5 puntos)
Solucién:

(a)

Para cada x € H se tiene que

||D1z||* =< Az + iz, Ax + iz >
=< Az, Av> —i <Az, v> +i <z, Av> —i* <x,3 >= ||Az|)® + ||2|?,

donde se ha tenido en cuenta que, por ser A autoadjunto, < Az, x >=<x, Ax >. Si
Dyz = 0 se deduce que [|[Az|* + ||z]|* = 0, luego ||z||* =0y = = 0, con lo que D; es
inyectiva. El razonamiento para Dy es completamente analogo.

Si z € H es ortogonal al rango (o imagen) de D;, para cada = € H se tiene que
<Az +ix,z>= 0. Ahora bien,

<Ar+izr,z> =<Ax,z> +i <x,z>=<zx,Az>+ <x,—iz>
=<z, Az —iz>=<x, Doz >,

de donde D5z es ortogonal a todo H, y ha de ser 0. Como D es inyectivo, se concluye
que z = 0. Un resultado tedrico indica que el biortogonal del subespacio imagen de
D, es su adherencia, y sera

Dy(H)™ = (Di(H)7)" = {0} = H,

de modo que el rango de D, es denso en H. Andlogamente, si z € H es ortogonal al
rango (o imagen) de Ds, se prueba que D;z es ortogonal a todo H, y ha de ser 0.
Como D, es inyectivo, se concluye que z = 0. El razonamiento restante es idéntico
al anterior.

Si y es adherente al rango de D;, existe {z,,}°°, en H tal que lim,, o, D1z, = y. En
particular, {Dy2,,}5°, es de Cauchy, y como, en virtud de (a),

|Dy2, — Dlxm”2 = ||D1(2n — mm)HQ = ||A(zn — xm)”z + [|2n — me27

es claro que {z,}5°, también es de Cauchy, y por ser H completo convergerd hacia
un r € H. Entonces es claro que Dz = lim,,_,o, D1z, =y, con lo que y € D1(H) y
D, (H) es cerrado. Por ser denso, ha de coincidir con H, y D; es sobre.

La continuidad de D! es consecuencia directa del teorema del isomorfismo, pues
D es una aplicacién lineal, continua y biyectiva entre espacios de Banach.



INTRODUCCION A LOS ESPACIOS DE FUNCIONES
4° curso, Grado en Matematicas y
Programa Conjunto Matematicas—Ing. Informatica de Servicios y Aplicaciones

Examen extraordinario (1 de febrero de 2018)

Tiempo: de 9:00 a 13:00 horas

Instrucciones: Los APELLIDOS y nombre, en este orden, del alumno/a deben figurar
en cada hoja. La puntuacién de cada pregunta sobre 10 aparece a la derecha entre paréntesis.

1. Sea E un espacio de Banach y T' € L(F) biyectiva. Si {z,,}°, es una sucesién en E con
lim,, ., ||2n]| = oo, demostrar que lim,, . ||T(z,)] = oo. (1,5 puntos)

o0

2. Sea {a,}22 , unasucesién de escalares tal que la serie g oy, T, converge para cada sucesion
n=1

{x,}5°, € /2. Probar que {a,}5°, pertenece a (2. (1,5 puntos)

3. Sea E un espacio de Banach y T': E — F una aplicacién lineal. Supongamos que para
todo f € E'y toda sucesién {x,},en de elementos de E tales que lim,, o f(z,) = 0, se
verifica que lim,,, f(T(x,)) = 0. Probar que T" es continuo. (1,5 puntos)

4. Demostrar que si X es un espacio topoldgico compacto y existe una aplicaciéon f: X — R
continua e inyectiva, entonces C(X,R) es separable. (1,5 puntos)

5. Sea E un espacio normado, M un subespacio cerrado y A un subconjunto de M. Se dice
que A es total en M si M es el menor subespacio cerrado que contiene a A.

Probar que A es total en M si y sélo si todo f € E' que se anule en A se anula también
en M. (1,5 puntos)

6. Si M es el subespacio de L?([0,1],R) de los polinomios de grado menor o igual que uno
v f(z) = 22, hallar Py f, Pyo f vy dist(M, f). (1 punto)

7. Sea H un espacio de Hilbert y T' € L(H).

(i) Probar que Ker(T') = (T*(H))*. (1 punto)
(ii) Deducir que T es inyectiva si y sélo si T*(H) es denso en H. (0,5 puntos)



INTRODUCCION A LOS ESPACIOS DE FUNCIONES
Soluciones del examen extraordinario del 1 de febrero de 2018
1. Sea F un espacio de Banach y T' € L(F) biyectiva. Si {x,}°°, es una sucesién en E con
lim,, o0 ||2n]| = 00, demostrar que lim,, o || T(x,)|| = co. (1,5 puntos)

Solucién: Por el teorema de la aplicacion abierta, 7' es un isomorfismo topolégico (es
decir, su inversa es continua), y existe una constante C' > 0 tal que ||Tz|| > C||z|| para

todo x € E. Si {x,}52, es una sucesién en E con lim, . ||z,|| = 0o, dado M > 0 existe
no € N tal que para cada n > ng se tiene que ||z, || > M/C, y entonces ||Tz,| > CM/C =
M para cada n > ng, con lo que lim,, . ||T(z,)|| = oc.

[e.e]

2. Sea {a,}>2 , unasucesién de escalares tal que la serie E oy, Ty, converge para cada sucesion
n=1

{x,}52, € (2. Probar que {a,}52, pertenece a (2. (1,5 puntos)
Solucién: Para cada N € N se define el operador Ty : #2 — K dado por

N
Tn(z) = Zanxn, {z, )02, € 2.
n=1

. : : N

Es claro que Ty es lineal y continuo, y es sencillo comprobar que || T || = (32,_; |an|?)*/2.
o0

Puesto que la serie E anT, converge para cada sucesion x = {z,}°°, € (2, existe

n=1
limy 00 Tiv(x) para todo x € €2y por el corolario 4.1.8 del teorema de Banach-Steinhaus,
se deduce que supyey || 7] < 00, es decir, (307 |an|?)? < oo, lo que significa precisa-
mente que {a, }°2, pertenece a (2.

3. Sea E un espacio de Banach y T': E — FE una aplicacién lineal. Supongamos que para
todo f € E'y toda sucesién {x, }n,en de elementos de E tales que lim,,_, f(z,) = 0, se
verifica que lim,, o f(T'(x,)) = 0. Probar que T" es continuo. (1,5 puntos)

Solucion: Basta aplicar el teorema del grafo cerrado, que garantiza que una aplicacion
lineal entre espacios de Banach cuyo grafo sea cerrado sera continua. Partimos de una
sucesion de pares {(x,,Tz,)}°, pertenecientes al grafo que converge hacia un punto
(x,y), y se trata de probar que y = Tz. La sucesion {z, — x}°°, de elementos de E
converge hacia 0, por lo que para todo f € E’ se tiene que lim,,_,, f(x, —x) = 0. Por
hipétesis, se tiene entonces que lim,, .o, f(T(z, —x)) = 0, es decir, por la linealidad de T
y de f,

lim (f(T,) — f(T)) = 0. 1)

n—o0

Ahora bien, como T'x,, — y cuando n — oo, la continuidad de f implica que f(Tz,) —
f(y) cuando n — oo, y de (1) se deduce que f(y) = f(Tx) para todo f € E’. Una conse-
cuencia del teorema de Hahn-Banach garantiza entonces que y = T'x, como queriamos.

4. Demostrar que si X es un espacio topoldgico compacto y existe una aplicacién f: X — R
continua e inyectiva, entonces C(X,R) es separable. (1,5 puntos)

Solucién: Consideramos el subespacio vectorial A de C(X,R) generado por las funciones
{1, f, f% ..., f" ... }. Es claro que A es un algebra que contiene a la funcién idénticamente
igual a 1 y que separa puntos, por ser f inyectiva. Entonces, por el teorema de Stone A



es densa en C(X,R). Ahora bien, cualquier elemento de A (combinacién lineal finita de
potencias de f) se puede aproximar arbitrariamente por una combinacién similar pero
con coeficientes racionales, y el conjunto de dichas combinaciones formara entonces un
conjunto numerable (por serlo Q) y denso en C(X,R) (por ser denso en el denso A), con
lo que C(X,R) es separable.

. Sea E un espacio normado, M un subespacio cerrado y A un subconjunto de M. Se dice
que A es total en M si M es el menor subespacio cerrado que contiene a A.

Probar que A es total en M si y sélo si todo f € E’ que se anule en A se anula también
en M. (1,5 puntos)

Solucién: Si A es total en M y f € E’ se anula en A, por linealidad se anularé también
en el subespacio generado por A, denotado por (A), y por continuidad se anulard a su
vez en la adherencia de (A), que es el menor subespacio cerrado que contiene a A, y por
lo tanto coincide con M.

Por otra parte, si A no es total en M, existird x € M\ (A). Una consecuencia del teorema
de Hahn-Banach permite construir un elemento f € E’ tal que f |W = 0 pero f(x) # 0,
con lo que f no se anula idénticamente en M a pesar de anularse idénticamente en A.

. Si M es el subespacio de L?([0,1],R) de los polinomios de grado menor o igual que uno
v f(x) = 2% hallar Py f, Py f y dist(M, f). (1 punto)

Solucién: No se detallaran todos los célculos, pero se indicara el procedimiento. En lo
que sigue, el producto interno y la norma son las habituales en L?([0, 1], R).

La base {1,z} de M se debe ortonormalizar a una base {1, P;(z)}, donde

o r—(z,1)-1
A P PR
Entonces,
Py (2?) = (2%,1) - 14 (2*, Pi(2)) - Pi(z),
y

Pyo(2?) = 22 — Py (%), dist(M, f) = || Prre (22 |2

. Sea H un espacio de Hilbert y T' € L(H).

(i) Probar que Ker(T) = (T*(H))*. (1 punto)
(ii) Deducir que T es inyectiva si y sélo si T*(H) es denso en H. (0,5 puntos)
Solucién:

(a) z € Ker(T) «— Tx =0 <= (Tx,y) = 0 paratodoy € H <= por definicién
del operador adjunto, (z,T*y) = 0 para todoy € H <= x € (T*(H))"*.

(b) T es inyectiva <= Ker(T) = {0} <= por el apartado previo, (T*(H))* =
{0} <= T*(H) es denso en H (por un resultado tedrico).



INTRODUCCION A LOS ESPACIOS DE FUNCIONES
4° curso, Grado en Matematicas
Programa Conjunto Matematicas—Ing. Informatica de Servicios y Aplicaciones
Programa Conjunto Matematicas—Fisica

Prueba de evaluacién continua (14 de noviembre de 2018)

Tiempo: de 13:00 a 15:00 horas

Instrucciones: Escriba con tinta.
Los APELLIDOS y nombre, en este orden, del alumno/a deben figurar en cada hoja.
La puntuacion de cada pregunta sobre 10 aparece a la derecha entre paréntesis.

1. Sea F un espacio normado, y A un subconjunto suyo. Se define el didametro de A como

diamA := sup ||z —y||.
z,y€A

(i) Probar que A es acotado si y s6lo si diamA < oo. (1 punto)

(ii) Probar que si A es acotado, también lo es A, y ademds diamA = diamA. (1 punto)

2. Se consideran los conjuntos
L={{z,}>2, € :Zmnzo}CEQ y M={{z,}>, e :anzo}cél.
n=1 n=1

Indicar si cada uno de ellos es hiperplano cerrado o no. (2 puntos)

3. Sean E un espacio de Banach y F' un espacio normado, ambos sobre el mismo cuerpo K,
y sea {T},}5°, una sucesién en L(E, F'). Se supone que existe una bola B(zg,r) de E de
modo que para todo x € B(z, ) y para todo f € F' la sucesion { f(T,x)}22, es acotada.
Probar que {7,,}°2, es acotada en L(E, F). (3 puntos)

4. Sean E un espacio de Banach, y L y M subespacios cerrados de E' de modo que £ = LM
(suma directa de Ly M). Si x € E se escribe como x = u+ v, con u € L, v € M, se
define el operador P : F — L dado por Px = u, z € E (denominado la proyeccién sobre
L en la direccién paralela a M). Probar que P es un operador lineal y continuo.

(3 puntos)



INTRODUCCION A LOS ESPACIOS DE FUNCIONES

Soluciones de la prueba de evaluacion de 14 de noviembre de 2018
1. Sea F un espacio normado, y A un subconjunto suyo. Se define el didametro de A como

diamA := sup ||z —y]|.
T, yeA

(i) Probar que A es acotado si y sélo si diamA < oo. (1 punto)
(ii) Probar que si A es acotado, también lo es A, y ademds diamA = diamA. (1 punto)

Solucién: (i) Supondremos siempre que A es no vacio. Si A es acotado, por definicién
estd contenido en una bola B(xg,r) en E, y por lo tanto, para todos z,y € A se tiene que

[ =yl < [lz = 2ol + [[zo — yll <7 +r=2r

Entonces, es claro que diamA < 2r < oc.

Reciprocamente, si diamA < oo y tomamos un punto arbitrario xy de A, para cualquier
otro punto z de A se tiene que ||z — zo| < diamA, luego A C B(zg,diamA) y A es
acotado.

(ii) Por la definicién de didmetro, es claro que si A C B entonces diamA < diamB. Por
lo tanto, siempre se tiene que diamA < diamA. Veamos que si A es acotado se tiene la
desigualdad contraria, con lo que se tendra la igualdad de didmetros y también A serd
acotado segtn el apartado previo. Dados ¢ > 0y z,y € A, existen 2,y € A tales que
|z —2'|| <ey lly =yl <e, luego

lz =yl < llz = 2"l + [l2" = ¢/l + ly = ¢/l < &+ diamA +&.

Se deduce entonces que diamA < diamA + 2¢ vy, siendo e arbitrario, se concluye que
diamA < diamA.

Por supuesto, se pueden dar otros razonamientos para algunas afirmaciones, por ejemplo,
la acotacion de A se deduce de la de A como sigue: existen xqg € E' y r > 0 tales que

A C B(w,7), y entonces A C B(zg,7) = B(zg,7), con lo que A es acotado.

2. Se consideran los conjuntos
L={{z};2, € 2, =0} Cl y M={{z};2, €':> x,=0}Cl".
n=1 n=1

Indicar si cada uno de ellos es hiperplano cerrado o no. (2 puntos)

Solucién: Sabemos que el dual de ¢! es £, y que la identificacién de ambos espacios
se hace a través de la aplicacion que a cada a = {a,}5>, € (> le asigna el funcional
©q : ' — K dado por p,({,}52,) = >0 anx,. Por lo tanto, si elegimos la sucesién
a constantemente igual a 1 (que es acotada), M es precisamente el nicleo del funcional
lineal y continuo ¢,, y sabemos que entonces es un hiperplano cerrado.

En el caso de L, la situacién es radicalmente distinta, pues el dual de £2 es 2, pero a ¢ (2.
Es inmediato probar que L es un subespacio vectorial de ¢?, pero veremos que no es
hiperplano ni es cerrado (solo hay que probar una de las dos afirmaciones para concluir).
Para la primera afirmacion, basta encontrar dos vectores linealmente independientes en



72/ L, por ejemplo las clases de las sucesiones {1/n}%°, v {1/n%2}%° | de ¢>. En cuanto
a la segunda, la sucesién e; = (1,0,0,...,0,...) claramente no pertenece a L pero si es

adherente a L, pues la sucesién (a");2, dada por a” = {a}}22,, siendo
ay = 1; aj:—ﬁ,j:2,...,n+1; a; =0, j >2n+2,

es claramente de elementos de ¢* (de hecho, pertenecen a cyy) y de L, pues para todo
n € N se tiene que > >~ a” =0, y ademéds

j=1"j
n+1
1 1
ler — a3 =3 = = 220,
= n n

Otra forma de hacer el estudio para L es por reduccién al absurdo. Si L fuera un hiperplano
cerrado de (2, existirfa ¢ € (¢2)' tal que

L = ker(y). (1)
Sabemos que (¢2)" ~ ¢ de modo que existe a € ¢* con p(z) = Y. a,z, para cada
r = (2,)%%, € (. Ahora bien, si denotamos por e, la sucesién que tiene todos sus
términos nulos salvo un 1 en la posicién n-ésima, es claro que e, — e; € L para todo
n € N, luego, de acuerdo con (1), ha de ser ¢(e, — e;) = 0, de donde se deduce que
a, = a; para todo n € N, es decir, la sucesién a es constante. Dado que a € £2, s6lo puede
ser que a = 0, pero entonces ¢ =0y L = ker(p) = (2, lo que claramente es falso.

Obsérvese que no tiene sentido definir el operador p(z) = > >° | z,, para todo x € (2, pues
la serie anterior puede no ser convergente.

. Sean E un espacio de Banach y F' un espacio normado, ambos sobre el mismo cuerpo K,
y sea {T,,}52, una sucesién en L(E, F). Se supone que existe una bola B(zg,r) de E de
modo que para todo « € B(zo,r) y para todo f € F' la sucesion { f(T,,x)}22, es acotada.
Probar que {7,,}5°, es acotada en L(E, F). (3 puntos)

Solucién: Por hipétesis, para cada x € B(zg, ) se tiene que la 6rbita de x por la familia
{T,, : n € N}, es decir, el conjunto {7,,(z) : n € N}, es débilmente acotada en F', y
sabemos que (como consecuencia del teorema de Banach-Steinhaus) esto equivale a que
dichas érbitas son conjuntos acotados. De aqui se deduce que el conjunto de los puntos
de E con 6rbitas no acotadas no es denso en E (pues no corta a una bola concreta),
y esto excluye la segunda alternativa del teorema de Banach-Steinhaus, valido por ser
E completo. En conclusion, ha de verificarse la primera alternativa, que afirma que la
familia de operadores {7}, : n € N} admite una cota comun en L(E, F'), como queriamos.

Otra forma de concluir, una vez que se sabe que las érbitas son acotadas para los x de la
bola B(zg, 1), es deducir que lo son para cualquier € E, y aplicar de nuevo el teorema
de Banach-Steinhaus.

. Sean F un espacio de Banach, y L y M subespacios cerrados de E de modo que £ = LM
(suma directa de Ly M). Si x € E se escribe como x = u+ v, con u € L, v € M, se
define el operador P : E — L dado por Px = u, z € E (denominado la proyeccién sobre
L en la direccién paralela a M). Probar que P es un operador lineal y continuo.

(3 puntos)



Solucion: Veamos primero la linealidad. Sean x = u; + v, e y = ug + v9, con u; € L,
v, € M,1=1,2,y sean «, f € K. Entonces,

ax + fy = (auy + fug) + (avy + fos),

donde auy + Bugs € L'y avy + Pvg € M por ser ambos subespacios. Puesto que la escisién
es Unica (por ser la suma de L y M directa), sabemos que

P(ax + By) = auy + Puy = aPx + SPy.

Dado que E es completo y L es cerrado en E, L es completo, y la aplicacion P : £ — L es

lineal entre espacios de Banach. Si probamos que su grafo es cerrado, el teorema del grafo

cerrado garantizard que es continua, con lo que se concluye. Sea (x,u) € G(P), existe
., n—oo n—oo .

una sucesién {z, }2°, en £ de modo que z, — x € E'y Px,, —— u € L. Si ponemos

Ty = Uy + Uy, con u, € L, v, € M, n €N, es claro que
n—oo
Up = Ty — Up = Tp, — PT,, —— T — .
Por ser M cerrado, se deduce que x —u € M, y entonces la escision de x en L & M es

u+ (2 —u), de modo que Px = u y el grafo es efectivamente cerrado.

Conviene notar que el grafo de P no es ' x L, aunque P sea sobreyectiva: el grafo de P
contiene, para cada x € F, un tnico elemento de la forma (z,u) con u € L, precisamente
el par (z, Px).



INTRODUCCION A LOS ESPACIOS DE FUNCIONES
4° curso, Grado en Matematicas
Programa Conjunto Matematicas—Ing. Informatica de Servicios y Aplicaciones
Programa Conjunto Matematicas—Fisica
Examen final (18 de enero de 2019)
Tiempo: de 9:00 a 13:00 horas

Instrucciones: Los APELLIDOS y nombre, en este orden, del alumno/a deben figurar
en cada hoja. La puntuacién de cada pregunta sobre 10 aparece a la derecha entre paréntesis.

1. Se define T': C([0, 1], R) — C([0, 1], R) mediante

(T —t/ f(s)ds,  fec(o1],R).
(a) Probar que T es lineal y continuo, y calcular su norma. (0,5 puntos)
(b) Comprobar que T es inyectivo, y que T~! : T(C([0,1],R) — C([0,1],R) no es conti-
nuo. (1 punto)

2. Sea X un espacio de Banach y T' € £(X) tal que existe @ > 0 con ||T(x)|| > «||z| para
todo x € X. Demostrar que si 1" es compacto, entonces dim X < oo. (1,5 puntos)

3. Sea {z;};cr una familia de elementos de un espacio normado X y {e;}ie; una familia de
escalares. Probar que son equivalentes los siguientes enunciados:

(a) Existe un funcional lineal y continuo f sobre X tal que f(z;) = «; para todo i € I.

(b) Existe M > 0 tal que para cada familia {\; };c; de escalares con un nimero finito de

elementos no nulos se tiene que | Y., Aioy| < M| D2, o; A (1,5 puntos)

4. Probar que ¢y es de primera categoria en si mismo. (1 punto)

5. Sean X e Y espacios de Banach sobre K, y sea T': X — Y una aplicacién lineal. Para
cada sucesién {z,}>°, de elementos de X que converge hacia 0 y tal que {T'(z,)}>,
converge hacia y € Y, se sabe que y = 0. Probar que 7' es continua. (1,5 puntos)

6. Sea M ={z = (2,)2, € >:2,=0, z9+13=0, 21 + 23+ 24 = 0}. Se pide determinar
M+ y la proyeccién ortogonal sobre M=. (1,5 puntos)

~

(a) Dada (a,):2, € ¢, probar que la serie de potencias y -, a,z" tiene radio de con-
vergencia mayor o igual que 1. (0,5 puntos)

(b) Probar que, dado A € C con |A| < 1, el funcional L dado por L((a,);2g) = D pe g @n A"
estd bien definido en ¢2, y calcular su norma. (1 punto)

Indicacion: Utilizar el teorema de representacion de Riesz.



INTRODUCCION A LOS ESPACIOS DE FUNCIONES

Soluciones del examen de fecha 18 de enero de 2019

1. Se define T': C(]0, 1], R) — C(][0, 1], R) mediante
(Tf)(t —t/ f(s)ds,  fec(0,1R).
(a) Probar que T es lineal y continuo, y calcular su norma. (0,5 puntos)
(b) Comprobar que T es inyectivo, y que T~! : T(C([0,1],R) — C([0,1],R) no es conti-
nuo. (1 punto)
Solucién:

(a) Eloperador esta bien definido, de hecho, por el teorema fundamental del célculo inte-
gral se tiene que T'f es de clase C! en [0, 1] para cada f € C([0, 1], R). La linealidad de
T es consecuencia de la linealidad de la integral y la propiedad distributiva del pro-
ducto de funciones respecto de la suma. Veamos que 7' es acotado: si f € C([0,1],R)
y telo,1],

1 1
THH) <t / )i <t / 1 lloe dt < [1f 1.

con lo que [|[Tf|loc = supyeo ) |Tf ()] < [|flloo- Deducimos que T es continuo y que
|T|l < 1. Ahora bien, si escogemos la funcién f; idénticamente igual a 1, es obvio
que || follee = 1y es inmediato comprobar que T fy(t) = t* para todo t € [0,1], con
lo que [|T folloo = sup;ep 1t2] =1 = || follo, ¥ se€ concluye que || T|| = 1.

(b) Si Tf = 0 para una funciéon f, es claro que ha de ser fo ds = 0 para todo

€ (0,1]. Entonces, la funcién G : [0,1] — R, dada por G(t fo s)ds, sera

idénticamente nula (obsérvese que es continua en [0, 1]), y lo serd tamblen su deri-

vada, que por el teorema fundamental del calculo es G'(t) = f(t). Por lo tanto, T

es inyectivo. Para probar que su inversa no es continua, escogemos la sucesion de

funciones { f,,}°2, dadas por f,(t) = nt""!, t € [0,1]. Es claro que || f,]lco = y que
Tfn.(t) =t" ¢t €0,1], de modo que ||T f,||cc = 1. Asi,

T-YT n)loo n||oo
TR TA

con lo que 77! no es acotado.

2. Sea X un espacio de Banach y T' € L£(X) tal que existe & > 0 con ||T'(z)| > «|z|| para
todo x € X. Demostrar que si 1" es compacto, entonces dim X < oo. (1,5 puntos)

Solucién: Se deduce de la desigualdad dada que T es inyectivo (si Tx = 0 para un vector
z, entonces al|z|| < 0, luego [|z]| =0y x = 0) y que T, que existe, es también continua.
Por lo tanto, T : X — T(X) es lineal, bicontinua y biyectiva, luego es un isomorfismo
topoldgico (y T'(X) es un espacio de Banach). Los isomorfismos conservan cerrados y com-
pactos, luego T'(B(0, 1)), que es relativamente compacto por ser T' compacto, es también
cerrado, con lo que T'(B(0, 1)) es de hecho compacto. Entonces, T~*(T(B(0,1))) = B(0,1)
es compacta, y el teorema de Riesz asegura que dim X < oo.

También se podia razonar comprobando, de forma similar, que todo cerrado y acotado de
X es compacto.



3. Sea {z;};cr una familia de elementos de un espacio normado X y {;}ie; una familia de
escalares. Probar que son equivalentes los siguientes enunciados:

(a) Existe un funcional lineal y continuo f sobre X tal que f(z;) = a; para todo i € I.

(b) Existe M > 0 tal que para cada familia {);};c; de escalares con un nimero finito de

elementos no nulos se tiene que | Y., Aioy| < M| D2, A (1,5 puntos)

Solucién: (a) = (b) Sea f como en (a). Para cada familia {\;};c; de escalares con
un ndmero finito de elementos no nulos, » ., \;z; es una combinacién lineal finita, y la
linealidad de f implica que

f(z Aixi) = Z Aif(x;) = Z i ;.

el el iel

el

Entonces, como f es continua, se tiene que

> xiaal = 1FOQ - M)l < AL 1Y Nl

i€l i€l i€l
como se queria.

(b) = (a) Sea M el subespacio de X generado por la familia {x;};c;. Definimos fy :
M — K mediante la eleccién necesaria de las imégenes de los x;, es decir, fo(x;) = «; para
todo 7 € I, y la extendemos a M por linealidad. Esta definicion es correcta si el sistema
{x;}ics fuera libre en X, lo que no estd garantizado. Probaremos que la desigualdad en
(b) asegura que esta construccién es posible en todo caso (en otras palabras, que no hay
ambigiiedad en la definicién): si existieran un subconjunto finito J de I y un elemento
ip € I\ J de modo que x;, = ZjeJ p;x; para ciertos escalares pj, podemos aplicar la
desigualdad (b) a la familia de escalares

1 si ¢ = ig;
0 en otro caso,

de donde se obtiene que

> il = Jas, = Y pyay| < Mljwiy — > pjas| = M -0 =0.

iel jed jeJ

Entonces, deducimos que a;, = 3 ; pa; 0, de otro modo, fo(wi,) = >_ e i fo(x;). Por
lo tanto, la definiciéon de fy como aplicacion lineal es coherente. Ademas, f;y es continua
en virtud de la misma desigualdad: dado x € M, existe una familia {\;};c; de escalares
con un ndmero finito de elementos no nulos de modo que = = »_._; \;z;, v entonces la
linealidad de fy permite escribir

(@) =D N S M- |1 Naill = M.

i€l el

iel

Para concluir, basta aplicar el teorema de Hahn-Banach (en una de sus versiones) y
extender fy a todo X, obteniendo el funcional f lineal y continuo en X pedido en (a).



4. Probar que ¢ es de primera categoria en si mismo. (1 punto)

Solucidén: Sea e, la sucesién con todos los términos nulos salvo un 1 en la posiciéon n-
ésima. Es inmediato que {e, : n € N} es una base vectorial de cgy y es numerable. Un
problema resuelto en clase establece que en este caso el espacio siempre es de primera ca-
tegorfa en si mismo. La razén es que, para cada n € N, los subespacios A, = ({e1,...,e,})
son de dimensién finita, luego cerrados, y propios en cqo, luego su interior es vacio (pro-

blema 5 de la lista de clase). Entonces, 4, es raro (A,=A,= 0), y resulta que cq es unién
numerable de raros, cgg = UpenA,.

5. Sean X e Y espacios de Banach sobre K, y sea T': X — Y una aplicacién lineal. Para
cada sucesién {z,}>°, de elementos de X que converge hacia 0 y tal que {T'(z,)}>,
converge hacia y € Y, se sabe que y = 0. Probar que 7" es continua. (1,5 puntos)

Solucién: Si vemos que el grafo de T', G(T), es cerrado, el correspondiente teorema
garantizard que T, siendo lineal entre espacios de Banach, es continua. Sea (x,y) € G(T).
Existe {x,}5°, en X tal que {(z,,T(z,))}>2, converge hacia (x,y). Entonces, {x,}>,
converge hacia x y {T'(z,)}, converge hacia y. Por lo tanto, {x,, —x}5°, converge hacia
0y T(z, —x) = T(x,) — T(z) == y — T(x). De acuerdo con la hipétesis del problema,
podemos asegurar que y — 1'(z) = 0, es decir, y = T'(z), con lo que (z,y) = (z,T(z))

pertenece al grafo y este es cerrado.

6. Sea M = {z = (2,)02, €*: 11 =0, z9+x3 =0, 21 + 73+ 24 = 0}. Se pide determinar
M+ y la proyeccién ortogonal sobre M=. (1,5 puntos)
Solucién: Sea e, la sucesién con todos los términos nulos salvo un 1 en la posiciéon n-
ésima. Las condiciones que definen el conjunto M son, equivalentemente, x1 = 0, xo+x3 =
0, 3 4+ x4 = 0, que se pueden escribir como

(x,e1) =0, (x,ea+e3) =0, (z,e3+ey4) =0.

Esto equivale a que x sea ortogonal al subespacio L generado por esos tres vectores,
es decir, M =< {e1,es + e3,e3 + e,} >t= L+, subespacio cerrado de £? (por ser un
ortogonal). Como L es cerrado por ser de dimensién finita, se tiene que M+ = L++ =
L, vy la proyeccién sobre L es inmediata en cuanto tengamos una base ortonormal de
L, {uy,us,uz}, que resultarda de aplicar el proceso de Gram-Schmidt al conjunto libre
{e1,ea +e3,e3 +eq}:
€1 i
el
Vg = €3+ ez — (ex + ez, ur)u; = eg + €3,
() €9 + €3 1

U = —1;

2 ol e ves] — 22t

v3 = e3+ eq — (€3 + g, ur)u; — (e3 + ey, ug)us = —562 + 563 + ey,
vz 1

S el T VBRY

Entonces,
Pyrrx = (z,ur)uy + (x, ug)us + (z,us)us, x €.



7.

(a) Dada (a,)2, € €%, probar que la serie de potencias > - a,2z" tiene radio de con-
vergencia mayor o igual que 1. (0,5 puntos)
(b) Probar que, dado A € C con |\| < 1, el funcional L dado por L((a,)22y) = > oo an\"
estd bien definido en £2, y calcular su norma. (1 punto)
Indicacion: Utilizar el teorema de representacion de Riesz.
Solucién:

(a)

Por la definiciéon de radio de convergencia, basta probar que la serie de potencias
converge absolutamente para todo z € C con |z| < 1. Este hecho se deduce de la
desigualdad de Cauchy-Schwarz, pues

i ]anz"| < (i ’an’2)1/2(i ‘Zn|2)1/27
n=0 n=0 n=0

y las dos series a la derecha convergen, la primera porque (a,), € ¢? y la segunda
porque es una serie geométrica de razén |z|? < 1.

L esté bien definido por el apartado anterior, pues su valor en (a,)%, € ¢? es el de
la serie de potencias con coeficientes dados por esa sucesién en el punto A € B(0,1).
Ademas, la linealidad de L es inmediata. De hecho, si se define la sucesién y =
(11n)% cOMO 1, = A, n > 0, se tiene que

o0 —n e8] " 1
Il = S0P = SN = 5 < oo
n=0 n=0
de modo que p € £2, y se puede escribir
L((an)pZe) = Y an" =Y anh " = ((a0)7%0, (n)ito) = ((@n)iZos 1)-
n=0 n=0

Entonces, L es el funcional asociado a u por el teorema de representacién de Riesz,
que proporciona la igualdad ||L|| = ||ul2 = 1/(1 — [A[?)Y/2.



INTRODUCCION A LOS ESPACIOS DE FUNCIONES
4° curso, Grado en Matematicas
Programa Conjunto Matematicas—Ing. Informatica de Servicios y Aplicaciones
Programa Conjunto Matematicas—Fisica

Examen extraordinario (31 de enero de 2019)

Tiempo: de 16:00 a 19:30 horas

Instrucciones: Los APELLIDOS y nombre, en este orden, del alumno/a deben figurar
en cada hoja. La puntuacién de cada pregunta sobre 10 aparece a la derecha entre paréntesis.

1. Se define T': ¢* — ¢, como

T((xn)52 ) = (ij,ij,ij, . .,ij,...>.
=1  j=2 ;=3 j=n

(a) Probar que T estd bien definido y es lineal y continuo, y calcular su norma.
(1 punto)
(b) Estudiar la inyectividad y sobreyectividad de 7. (1,25 puntos)

2. Sean a, b nimeros reales positivos, y sea x un vector del espacio normado X tal que para
cada f € X' con || f|| < b se tiene que |f(z)| < a. Probar que ||z|| < a/b. (1,25 puntos)

3. Sea K un espacio topologico compacto y T': C(K) — C(K) un operador lineal tal que
para los puntos = de un conjunto D denso en K, la aplicacién T, : C(K) — K dada por
T.(f) = (T'f)(x) es continua. Probar que T es un operador continuo. (2 puntos)

4. Sean a < b < ¢ tres ntimeros reales y sea P el espacio de los polinomios con coeficientes
reales con la norma

|P|| := sup |P(x)], PeP.

z€[a,b]
Estudiar si el funcional lineal f : P — R dado por f(P) = P(c), P € P, es continuo.
(1,5 puntos)
.Es f continuo cuando se le restringe al espacio de los polinomios con coeficientes reales

de grado menor o igual que 20197 (0,5 puntos)

5. Sea
M:{feLQ[O,l]:/ f(t)dt =0, / tf(t)dt = 0}.

Determinar la proyeccién ortogonal sobre M. (1,5 puntos)

6. Probar que el subespacio de ¢? generado por los vectores {xy, T2, 23,...,Zy, ... } es denso
en /2, siendo
x,=(1,1,...,1,-1,0,0,...), neN. (1 punto)
——

n veces



INTRODUCCION A LOS ESPACIOS DE FUNCIONES

Soluciones del examen de fecha 31 de enero de 2019

1. Se define T : /' — ¢4 como

T((x,)02 ) = (ij,ij,ij, . .,ij,...>.
=1  j=2 ;=3 j=n

(a) Probar que T esta bien definido y es lineal y continuo, y calcular su norma.
(1 punto)
(b) Estudiar la inyectividad y sobreyectividad de T'. (1,25 puntos)

Solucion:

(a) El operador estd bien definido porque, para cada (z,)5°, € (', la serie > 7z,
es (absolutamente) convergente, y la sucesién de sus restos, que es precisamente
T((x,)5%,), tiende a 0, es decir, pertenece a cy. La linealidad de T' es consecuencia
de la linealidad de la suma de series convergentes. Ademas, 17" es acotado: si x =

(:Un>zo:1 S 617

o0 [ee] o0
N " a <l <>l =llzlh, neN,
j=n J j=1

i—n

con lo que [|T(z)]|cc = SUP,en | D=, 75| < [lz]|1. Se deduce que T' es continuo y que
|T'|] < 1. Es claro que para toda @ = (,,)%°, € ¢* de términos positivos se tiene que
IT(2)lloe = ll2[1, con lo que [|T]| = 1.

(b) Observemos que, si ponemos T'((x,)% ) = (y)22,, es claro que x, = Y, — Yn+1 para

cada n € N. Por lo tanto, si y, = 0 para todo n, también z,, = 0 para todo n, y T
es inyectiva. Sin embargo, 7' no es sobreyectiva: consideremos la sucesién de restos
de una serie convergente pero no absolutamente convergente, por ejemplo, la serie
> oo (=1)"/n. Dicha sucesién de restos esta en ¢, pero la tnica candidata a ser su
contraimagen por T es, de acuerdo con lo anterior, la sucesiéon {(—1)"/n}
no estd en ¢ pues > 07 |(=1)"/n| =3 o2 1/n, que diverge.

Otra posibilidad para probar la no sobreyectividad es razonar por reduccién al absur-
do: si T fuera sobre, seria una biyeccion lineal y continua entre espacios de Banach,
luego un isomorfismo entre ¢! y ¢y, por el teorema de la aplicacién abierta. Pero
entonces también los duales, (¢') ~ (> y (cy)’ ~ (', serfan isomorfos, lo que no es
posible: /> no es separable, pero ¢* si lo es.

o0

o1, que

2. Sean a, b nimeros reales positivos, y sea x un vector del espacio normado X tal que para
cada f € X' con || f|| < b se tiene que |f(z)| < a. Probar que ||z|| < a/b. (1,25 puntos)

Solucién: Probaremos el contrarreciproco. Si ||z|| > a/b, una consecuencia del teorema
de Hahn-Banach establece que existe f € X’ tal que ||f|| =1y |f(z)] = ||z||. Entonces,
el funcional bf pertenece a X’ y ||bf]| = b, mientras que |[bf(x)| = b|f(x)| = b||lz| > a,
como queriamos.

De otro modo, se puede usar el resultado de teoria

]l = sup{|f(2)] : f € X', |If <1},



y hacer un razonamiento directo: si f € X'y || f|| < 1, el funcional bf verifica la hipétesis
del enunciado, con lo que ha de ser |(bf)(x)| < a, es decir, |f(z)] < a/b. Entonces, de la
expresién anterior para ||z|| se deduce que ||z|| < a/b.

. Sea K un espacio topolégico compacto y T : C(K) — C(K) un operador lineal tal que
para los puntos = de un conjunto D denso en K, la aplicacién T, : C(K) — K dada por
T.(f) = (T'f)(x) es continua. Probar que T" es un operador continuo. (2 puntos)

Solucién: Sabemos que C(K) es un espacio de Banach con la topologia de la convergencia
uniforme (o, de otro modo, con la norma del supremo). Si se prueba que el grafo de T,
G(T), es cerrado, el teorema de ese nombre garantizara que 7', siendo lineal, es continua.
Sea (f,g) € G(T), y se trata de ver que (f,g) € G(T), es decir, que g = T'f. Existe
una iucesi(’)n {fa}22, en C(K) tal que (fn,Tfn) — (f,g) en C(K) x C(K), de donde

fo =2 fy Tf —= gen C(K), y en particular la convergencia serd puntual en ambos
casos.

Comenzamos probando que g(x) = (T'f)(z) para los puntos x € D. Por hipétesis, la
aplicacién T}, del enunciado es continua. Como f, —— f en C (K), se deduce que

9(x) = 1 (Tf,)(x) = lim To(f,) = To(f) = (Tf) (@)

n—o0

Dado que g y T'f son funciones continuas en K, su coincidencia en el denso D garantiza
su igualdad en todo punto de K, con lo que se concluye.

. Sean a < b < ¢ tres ntimeros reales y sea P el espacio de los polinomios con coeficientes
reales con la norma
|P||:= sup |P(z)|, PeP.
z€[a,b]
Estudiar si el funcional lineal f : P — R dado por f(P) = P(c), P € P, es continuo.
(1,5 puntos)

.Es f continuo cuando se le restringe al espacio de los polinomios con coeficientes reales
de grado menor o igual que 20197 (0,5 puntos)

Solucidén: La respuesta a la segunda pregunta es inmediata, pues el espacio de los poli-
nomios con coeficientes reales de grado menor o igual que 2019 es de dimensién finita, y
todo funcional lineal en €l es automaticamente continuo.

En cuanto a la primera pregunta, veremos que f no es continuo, viendo que no es acotado.
Una opcién es razonar primero con ¢ = 0, b = 1 y ¢ > 1 y considerar los polinomios
pu(z) = 2", para los que ||p,|| = méx,cp "] = 1y pa(c) = ¢ =% oo; por lo tanto,
f no es continuo en este caso. El caso general se puede tratar transformando el intervalo
[a, b] en el [0, 1] mediante la aplicacion lineal (x —a)/(b—a), que transforma un valor ¢ > b
en el punto (¢ —a)/(b—a) > 1, y considerar los polinomios ¢,(z) = p,((xr —a)/(b—a)) =
(x —a)™/(b— a)", que permiten probar la no continuidad de f en este caso.

Otra opcién es utilizar el teorema de Weierstrass. Dado n € N, n > 2, existe una funcién
[ continua en [a, c] tal que f,lp = 0y fu(c) = n (basta construirla lineal a trozos, si
se desea). Tomado € = 1, el teorema indicado asegura que existe un polinomio 7, tal que
MaXzc[ad | [n(2) — m(2)| < 1, con lo que ||r,|| = max,epy [rn(e)| <1y

[f(ra)l = lrn(e)] Z [ fu(O)] = [fule) = rale)] > n =1,

lo que permite probar facilmente la no continuidad de f.



5. Sea

M:{feLQ[O,l]:/lf(t)dt:O, /1tf(t)dt:0}.

Determinar la proyeccién ortogonal sobre M. (1,5 puntos)

Solucién: Si llamamos L al subespacio generado por las funciones fi(t) = 1y fao(t) =t,
t € [0,1], es claro que L es cerrado (por ser de dimensién 2) y que M = L+ de modo
que M es también cerrado y M+ = L*+ = L. Resulta entonces sencillo determinar la
proyeccién ortogonal sobre L y utilizar que Py = [ — Py;1 = I — Pp. Concretamente,
determinamos una base ortonormal de L, {u;, us}, mediante el proceso de Gram-Schmidt:

_h@ 1
LA (fy) dt)?

U1 (t)

?

1

1
Ug(t) = fg(t) — <f2,U1>U1 =t —/ tdt . 1 =t — 5,
0

R s
® = o = (T yapaye ¥ 23

Entonces,
Puf=f—"Pf=f—({(fiu)u + (f, us)us), f e L*0,1].
. Probar que el subespacio de ¢? generado por los vectores {xy, T2, Z3,...,Zp, ... } es denso
en (2, siendo
x,=(1,1,...,1,-1,0,0,...), neN. (1 punto)
N—_——

n veces

Solucion: Sea L dicho subespacio. De acuerdo con un resultado de teoria, basta ver que
L+ = {0}. Sea y = (y,)>>, € L+, lo que equivale a que (y,,) = 0 para todo n € N.
Entonces,

(y,21) =y1 — Y2 = 0,
(y,22) =y1 + 42 —y3 =0,
(Y, x3) =41 + Y2+ Y3 —ys = 0,

(Y. 20) =D Y = Y1 =0,
j=1

Es sencillo comprobar por induccién que para todo n > 2 se tiene que vy, = 2" 2y, de

modo que
1913 =D~ loml® = lsn P + gD 22",
n=1 n=1

La tnica posibilidad de que esta suma sea finita, y por lo tanto y pertenezca a £2, es que
y1 =0, y en ese caso y = 0, como queriamos.



